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ΠΡΕΦΑΧΕ

Χοµπυτατιον ισ αλλ αβουτ σηορτχυτσ.
Χονσιδερ, φορ εξαµπλε, ηοω ψου ωουλδ χοµπυτε 4 ∗ 5.1

Α ρεασοναβλε ρεσπονσε ωουλδ βε �Ι δον�τ �χοµπυτε� ανψτηινγ. Ι σιµπλψ
ρεχαλλ α φαχτ Ι ηαϖε µεµοριζεδ: 4 ∗ 5 = 20.�

Ινδεεδ, τηατ ισ ηοω αλµοστ αλλ οφ υσ αρριϖε ατ τηατ ανσωερ νοω, βυτ
χονσιδερ ηοω ωε γοτ το τηισ ποιντ ηιστοριχαλλψ. Τηατ 4 ∗ 5 ισ α σηορτχυτ
νοτατιον φορ αδδινγ φουρ 5σ, τηατ ισ, 4 ∗ 5 = 5 + 5 + 5 + 5 (ορ εθυιϖαλεντλψ
⇒ϖε 4σ), ανδ µυλτιπλιχατιον οφ ωηολε νυµβερσ ιν γενεραλ ισ σιµπλψ σηορτχυτ
αδδιτιον.

Τηυσ ωε χουλδ σολϖε τηε οριγιναλ εξερχισε 4 ∗ 5 βψ αδδινγ φουρ 5σ,
αγαιν αππλψινγ µεµοριζεδ �φαχτσ�: 5 + 5 = 10, 10 + 5 = 15, ανδ ⇒ναλλψ
15 + 5 = 20, το αρριϖε ατ ουρ ⇒ναλ ανσωερ.

Βυτ αδδιτιον ισ αλσο α σηορτχυτ, ιν τηισ χασε α σηορτχυτ φορ χουντινγ.
Αδδινγ 5 + 5 ισ, φορ ρεµοτε υνχιϖιλιζεδ τριβεσ ασ ωελλ ασ φορ σµαλλ χηιλδρεν,
α κινδ οφ �χουντινγ ον.� Ωε χαν χαλχυλατε ιτ βψ σταρτινγ ωιτη τηε ⇒ρστ 5
ανδ χουντινγ ⇒ϖε µορε πλαχεσ, τηυσ:

5 + 5

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10

1Τηρουγηουτ τηισ βοοκ τηε νοω στανδαρδ χοµπυτερ σχιενχε σψµβολ ∗ ρεπρεσεντσ µυλτιπλι−

χατιον.

ξι



ξιι ΠΡΕΦΑΧΕ

Σο ουρ οριγιναλ χαλχυλατιον ηασ βεεν ρεδυχεδ το χουντινγ:

4 ∗ 5

5 + 5 + 5 + 5

⇒ρστ 5 + σεχονδ 5 + τηιρδ 5 + φουρτη 5

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20

Τηυσ αγαιν: χοµπυτατιον ισ αλλ αβουτ σηορτχυτσ.
Βυτ χλεαρλψ φροµ τηεσε εξαµπλεσ, λεαρνινγ µατη ισ αλσο αβουτ προχεδυρεσ

ανδ µεµοριζατιον. Ωε νεεδεδ α προχεδυρε το χηανγε χουντινγ το αδδιτιον
ανδ ανοτηερ το χηανγε αδδιτιον το µυλτιπλιχατιον, ανδ, οφ χουρσε, ωε�λλ
νεεδ µανψ µορε προχεδυρεσ�το χηανγε µυλτιπλιχατιον το εξπονεντια−
τιον ανδ το χαλχυλατε ωιτη φραχτιονσ, φορ εξαµπλε�το χαρρψ ουτ µορε ανδ
µορε σοπηιστιχατεδ χοµπυτατιονσ. Αλονγ τηε ωαψ ωε νεεδ το µεµοριζε
νοτ ονλψ τηοσε προχεδυρεσ (χαλλεδ αλγοριτηµσ) βυτ αλσο τηοσε αδδιτιον ανδ
µυλτιπλιχατιον φαχτσ, λικε 5 + 6 = 11 ανδ 4 ∗ 5 = 20, ιν ορδερ το χαρρψ ουτ
χοµπυτατιονσ εφ⇒χιεντλψ.

Ιτ ισ τηεσε λαστ τωο χοµπονεντσ οφ χοµπυτατιον τηατ λεαδ υσ θυιτε νατυ−
ραλλψ το χοµπυτινγ δεϖιχεσ. Ωηατ χαλχυλατορσ χοντριβυτε ισ α γρεατ δεαλ οφ
µεµορψ ανδ α γρεατ δεαλ οφ σπεεδ. Εϖεν τηε χηεαπεστ ηανδηελδ χαλχυλατορ
οπερατεσ σο ραπιδλψ τηατ ιτ χουλδ χοµπυτε 4 ∗ 5 βψ χουντινγ αβουτ ασ φαστ
ασ ωε χουλδ ρεχαλλ τηε φαχτ τηατ ωε κνοω ισ τηε ανσωερ. Τηεψ δον�τ ηαϖε το
δο τηατ, ηοωεϖερ. Ενγινεερσ ηαϖε �ταυγητ� ουρ χαλχυλατορσ ϕυστ ασ παρεντσ
ανδ τεαχηερσ ηαϖε ταυγητ ουρ χηιλδρεν το τακε σηορτχυτσ ιν χοµπυτατιον.
Ανδ ιτ ισ εξαχτλψ τηοσε κινδσ οφ σηορτχυτσ τηατ αρε δεσχριβεδ ιν τηισ βοοκ.

Ωηατ ισ σο ρεµαρκαβλε αβουτ τηοσε σηορτχυτσ ισ ηοω ελεµενταρψ τηεψ
αρε. Το υνδερστανδ τηεµ, αλλ τηατ ισ ρεθυιρεδ οφ τηε ρεαδερ ισ α γενεραλ
κνοωλεδγε οφ σχηοολ αριτηµετιχ ανδ αλγεβρα, ωηιχη, φορ τηοσε ωηο ηαϖε
φοργοττεν σοµε οφ τηατ, ωιλλ βε ρεϖιεωεδ αλονγ τηε ωαψ.

Ψου ωιλλ σεε ιν τηισ βοοκ ηοω τηε ϖαριουσ χαλχυλατορ κεψσ χαν βε βαχκεδ
υπ βψ προχεδυρεσ�ηοω, τηατ ισ, ψουρ ∃15 σχιεντι⇒χ χαλχυλατορ χαν χαλχυλατε

(1.05)400 = 299033351.2
√

37 = 6.08276253

7.37 = 2.054406

λογ 387 = 2.587710965

χοσ 108
◦ = −0.3090169944

σιν−1(.9440057250) = 1.23456789



ΟΝ ΡΕΑ∆ΙΝΓ ΤΗΙΣ ΒΟΟΚ ξιιι

ανδ δοεσ σο ασ ραπιδλψ ασ ψου χαν κεψ ιν τηε νυµβερσ ανδ τηε οπερατιον κεψ.
Τωο ρεσερϖατιονσ µυστ βε ρεχογνιζεδ. Αλτηουγη τηε προγραµσ ιντρο−

δυχεδ ιν τηισ βοοκ ωιλλ ιν µοστ χασεσ χαλχυλατε ανσωερσ αβουτ ασ ραπιδλψ
ασ ωιλλ τηε ηαρδωιρεδ προχεδυρεσ ιν τηε χαλχυλατορ, τηεψ αρε σελδοµ τηε

σαµε προχεδυρεσ. Ιν ορδερ το γαιν εφ⇒χιενχψ, τηοσε µανυφαχτυρερσ� αλγο−
ριτηµσ δραω υπον µορε χοµπλιχατεδ τεχηνιθυεσ. Τηεψ αρε αλσο χαρεφυλλψ
γυαρδεδ τραδε σεχρετσ. Ψου ωιλλ, ηοωεϖερ, µεετ α σιµυλατιον οφ ονε οφ
τηοσε τεχηνιθυεσ ιν Χηαπτερ 9.

Ι αλσο νοτε τηατ φεω οφ τηε χονχεπτσ οφ τηισ τεξτ αρε οριγιναλ ωιτη µε.
Μοστ αρε δραων, ωιτη περµισσιον, φροµ α ρεµαρκαβλε βοοκ ιν πρεπαρατιον,
∆οναλδ Στοϖερ�σ ΠρεΧαλχυλυσ Προβλεµσ ανδ Προϕεχτσ. Μψ ρολε ιν τηισ βοοκ
ισ στιλλ, Ι συγγεστ, αν ηονοραβλε ονε: ιντερπρετινγ τηοσε ιµπορταντ αλγοριτηµσ
ανδ προγραµσ φορ α ωιδερ αυδιενχε. Ι ηοπε τηατ ψουρ ρεαδινγ ωιλλ προϖε
µε συχχεσσφυλ ιν τηατ ενδεαϖορ.

ΟΝ ΡΕΑ∆ΙΝΓ ΤΗΙΣ ΒΟΟΚ

Τηισ βοοκ ισ αιµεδ ατ α ρανγε οφ αυδιενχεσ. Ι συγγεστ ηερε ηοω διφφερεντ
ρεαδερσ µιγητ αππροαχη τηε χοντεντσ.

Γενεραλ Ρεαδερσ

Μανψ οφ ψου ωιλλ νοτ ηαϖε βεεν υσινγ µατηεµατιχσ ρεγυλαρλψ, ανδ ψουρ
µεµορψ οφ δεταιλσ µαψ βε λεσσ τηαν ψου ωουλδ λικε. Ι υργε ψου το ρεαδ τηισ
βοοκ στραιγητ τηρουγη, βεχαυσε Ι συµµαριζε ανψ νεχεσσαρψ µατηεµατιχσ
βαχκγρουνδ ωιτη χαρε. Ι τηινκ τηατ ψου ωιλλ τακε φροµ τηισ αππροαχη α
βεττερ υνδερστανδινγ οφ τοπιχσ ψου ονλψ τηουγητ ψου µαστερεδ ασ α σχηοολ
στυδεντ.

Ιτ ωιλλ νοτ βε νεχεσσαρψ φορ ψου το φολλοω τηε προγραµσ ιν δεταιλ ορ
το προγραµ α χαλχυλατορ ψουρσελφ ιν ορδερ το σεε ηοω τηε προβλεµσ αρε
αδδρεσσεδ. Βυτ δον�τ σιµπλψ σκιπ τηε προγραµσ; τηεψ χονϖεψ ινφορµατιον
ασ ωελλ.

Ι αλσο συγγεστ τηατ ψου ρεαδ Αππενδιξ Χ βετωεεν ρεαδινγ Χηαπτερσ 1
ανδ 2. Ιτ ωιλλ προϖιδε φυρτηερ βαχκγρουνδ φορ χοντεµποραρψ χαλχυλατιον.

Ρεαδερσ Ιντερεστεδ ιν Προγραµµινγ

Ωηετηερ ορ νοτ ψου αρε αν εξπεριενχεδ προγραµµερ, ψου σηουλδ ⇒νδ τηε
προγραµσ οφ τηισ βοοκ ινστρυχτιϖε. Ιφ ψου ηαϖε ονε οφ τηε Τεξασ Ινστρυµεντσ
ΤΙ−84 ορ ΤΙ−83 σεριεσ χαλχυλατορσ, ψου χαν κεψ ιν τηε προγραµσ ανδ σεε
ηοω τηεψ ωορκ. Ι υργε ψου, ηοωεϖερ, νοτ σιµπλψ το χοπψ τηε προγραµσ.
Βε χονχερνεδ ωιτη τηειρ στρυχτυρε το σεε ηοω τηεψ ωορκ, φορ µανψ οφ τηε
ιδεασ ιντροδυχεδ αρε αλσο βροαδλψ αππλιχαβλε.



ξιϖ ΠΡΕΦΑΧΕ

Αππενδιξ Α σηουλδ ανσωερ ανψ θυεστιονσ ψου ηαϖε αβουτ ΤΙ−84 προγραµ−
µινγ δεταιλσ. Φορ υσερσ οφ οτηερ χαλχυλατορσ, α συππλεµενταρψ Αππενδιξ Α
αππροπριατε φορ οτηερ Τεξασ Ινστρυµεντσ χαλχυλατορσ ασ ωελλ ασ τηοσε οφ τηε
Χασιο ΦΞ σεριεσ ισ αϖαιλαβλε φορ φρεε δοωνλοαδ φροµ τηε ωεβσιτε:

www.buffalo.edu/∼insrisg/InsideYourCalculator/

Οτηερ ρεφερενχε ανδ συππλεµενταρψ µατεριαλσ αρε αλσο αϖαιλαβλε φροµ τηισ
ωεβσιτε.

Αγαιν Ι συγγεστ τηατ ψου ρεαδ τηε βοοκ στραιγητ τηρουγη βεχαυσε
Χηαπτερ 1 ωιλλ ρεµινδ ψου οφ σοµε οφ τηε βενε⇒τσ οφ µοδερν χαλχυλατιον,
ωηιλε Χηαπτερ 2 δεϖελοπσ σοµε ιµπορταντ ιδεασ τηατ συππορτ συβσεθυεντ
προγραµµινγ.

Ψου σηουλδ αλσο βε ιντερεστεδ ιν τηε σπεχιαλ τεχηνιθυεσ πρεσεντεδ ιν
Αππενδιξεσ Ε, Ι, ϑ, Κ, Λ, ανδ Μ.

Ρεαδερσ Ιντερεστεδ ιν Σπεχι⇒χ Τοπιχσ

Τηισ βοοκ σηουλδ σερϖε ασ α υσεφυλ ρεφερενχε ιν συππορτ οφ ινδιϖιδυαλ
τοπιχσ. Ιφ ψου αρε ιντερεστεδ ιν λογαριτηµσ, φορ εξαµπλε, τυρν το τηατ χηαπτερ.
Τηερε ψου ωιλλ ⇒νδ αλµοστ αλλ οφ τηε πρεσεντατιον ρελατεδ το τηατ τοπιχ,
ινδεπενδεντ οφ τηε ρεστ οφ τηε βοοκ. Ιν παρτιχυλαρ, ιφ ψου αρε α τεαχηερ,
ψου σηουλδ ⇒νδ ωαψσ το εξτενδ ανδ ενλιϖεν ψουρ πρεσεντατιον οφ συχη
τοπιχσ βψ υσινγ τηισ αππροαχη.

Χηαπτερ 9 ισ σπεχιαλ ιν τηισ ρεγαρδ, φορ ιτ προϖιδεσ σοµε ινσιγητ ιντο
τηε ΧΟΡ∆ΙΧ προγραµ τηατ συππορτσ σο µυχη οφ ωηατ γοεσ ον ιν χαλχυλατ−
ινγ µαχηινεσ, ινχλυδινγ σοπηιστιχατεδ χοµπυτερσ ασ ωελλ ασ τηε σιµπλεστ
ηανδηελδ σχιεντι⇒χ χαλχυλατορσ.

Αλλ Ρεαδερσ

Ασ ωιτη µοστ αυτηορσ, Ι ηαϖε φουνδ τηε ψεαρσ πρεπαρινγ τηισ βοοκ α ηαππψ
εξπεριενχε. Ι ηοπε τηατ Ι χονϖεψ µψ ενϕοψµεντ ωορκινγ ωιτη τηεσε ιδεασ
ανδ τηατ ψου, τοο, ωιλλ γαιν φροµ χονσιδερινγ τηεµ σεριουσλψ.

Gerald R. Rising

Βυφφαλο, Νεω Ψορκ

Μαρχη 2007
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ΙΝΤΡΟ∆ΥΧΤΙΟΝ

�Ρεελινγ ανδ Ωριτηινγ, οφ χουρσε, το βεγιν ωιτη,� τηε Μοχκ Τυρτλε ρεπλιεδ,
�ανδ τηε διφφερεντ βρανχηεσ οφ Αριτηµετιχ�

Αµβιτιον, ∆ιστραχτιον, Υγλι⇒χατιον ανδ ∆ερισιον.�

�Λεωισ Χαρρολλ

Τηε ωορδ αλγοριτηµ ισ χεντραλ το µατηεµατιχσ ανδ χοµπυτερ σχιενχε. Ιτ
µεανσ α στεπ−βψ−στεπ προβλεµ σολϖινγ προχεδυρε. Αλλ οφ υσ ηαϖε λεαρνεδ
µανψ αλγοριτηµσ ιν ουρ σχηοολινγ. Τηε αλγοριτηµ φορ �λονγ διϖισιον�
ισ α γοοδ εξαµπλε. Ι στιλλ ρεχαλλ τηε οϖερσιµπλι⇒εδ ϖερσιον ωε στυδεντσ
προνουνχεδ ασ α ρεφραιν φορ ουρ φουρτη−γραδε τεαχηερ: �διϖιδε, µυλτιπλψ,
συβτραχτ, βρινγ δοων, ρεπεατ.� Ιτ νεϖερ οχχυρρεδ το τηατ τεαχηερ�ορ το
υσ στυδεντσ, οφ χουρσε�τηατ ιτ µιγητ βε αππροπριατε φορ υσ το υνδερστανδ
ωηατ ωασ γοινγ ον ασ ωε χαρριεδ ουτ ωηατ ωερε το υσ α σεριεσ οφ µινδλεσσ
ροτε αχτιϖιτιεσ.

Ωε σηουλδ αλωαψσ ηαϖε βεεν χονχερνεδ ωιτη ωηψ αλγοριτηµσ λικε τηατ
ωορκ. Φορτυνατελψ, τηε χοµπυτερ ρεϖολυτιον ηασ βρουγητ τηατ χονχερν το
τηε φορεφροντ.

Τηε σεεδσ οφ µψ οων ινϖεστιγατιον οφ αλγοριτηµσ ωερε πλαντεδ ατ
α µατη µεετινγ ιν Κανσασ Χιτψ ιν 1972. Α Ηεωλεττ−Παχκαρδ Χοµπανψ
ρεπρεσεντατιϖε ωηο ηαδ αττενδεδ α ταλκ Ι γαϖε ον χοµπυτατιον χαυγητ µψ
αττεντιον ανδ ιντροδυχεδ ηιµσελφ. Ατ τηε τιµε τηατ χοµπανψ ωασ προδυχινγ
σοµε οφ τηε εαρλψ δεσκτοπ ελεχτρονιχ χαλχυλατορσ, σο Ι ωασ πλεασεδ το ταλκ
ωιτη ηιµ.

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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Φιγυρε 1.1 Τηε ΗΠ−35 σχιεντι⇒χ χαλχυλατορ οφ τηε 1970σ.

�Ι�ϖε γοτ σοµετηινγ το σηοω ψου,� ηε τολδ µε σλψλψ, τηε τωινκλε ιν
ηισ εψε ρεµινδινγ µε οφ τηοσε γριφτερσ ωηοσε ινσιδε ποχκετσ αρε ⇒λλεδ
ωιτη στολεν ωριστωατχηεσ. Ηε διδ νοτ, ηοωεϖερ, ηαϖε χοντραβανδ φορ σαλε.
Ινστεαδ ηε τοοκ φροµ ηισ ϕαχκετ ποχκετ α σµαλλ λεατηερ−ενχασεδ παρχελ.
Ηε οπενεδ ιτ το δισχλοσε τηε ⇒ρστ ηανδηελδ σχιεντι⇒χ χαλχυλατορ,
αν ΗΠ−35 (Φιγυρε 1.1).

Ασ Ι ωριτε τηισ οϖερ 30 ψεαρσ λατερ, Ι ⇒νδ ιτ διφ⇒χυλτ το χοµµυνιχατε τηε
αστονισηµεντ Ι φελτ ον τηατ µορνινγ. Υντιλ τηατ τιµε τηε ονλψ ελεχτρονιχ
χαλχυλατορσ αϖαιλαβλε ωερε �φουρ−βανγερσ��σο χαλλεδ βεχαυσε τηειρ προ−
χεσσινγ ωασ λιµιτεδ το τηε φουρ φυνδαµενταλ οπερατιονσ οφ παπερ−ανδ−πενχιλ
αριτηµετιχ: αδδιτιον, συβτραχτιον, µυλτιπλιχατιον, ανδ διϖισιον. Εϖεν τηοσε
ηαδ νοτ βεεν αρουνδ φορ λονγ. Τηε ⇒ρστ ηανδηελδ χαλχυλατορσ ηαδ βεεν
αϖαιλαβλε ονλψ σινχε 1970, τηε ⇒ρστ ελεχτρονιχ δεσκτοπ χαλχυλατορσ σινχε
1963. Ηερε ωασ α χαλχυλατορ τηατ νοτ ονλψ περφορµεδ τηοσε φουρ οπερατιονσ
βυτ αλσο�φορ τηε ⇒ρστ τιµε�χαλχυλατεδ τριγονοµετριχ ανδ λογαριτηµιχ
φυνχτιονσ, ρεχιπροχαλσ, ανδ ροοτσ.

Στιλλ µορε ιµπρεσσιϖε το µε, ωηεν Ι πυνχηεδ τηε αππροπριατε κεψσ το εντερ
2.3563.71, τηε χαλχυλατορ αλµοστ ινσταντανεουσλψ δισπλαψεδ 24.03091523.

Το γαιν σοµε σενσε οφ βοτη µψ αστονισηµεντ ανδ τηε ρεµαρκαβλε ποωερ
τηισ τινψ ινστρυµεντ προϖιδεδ, χονσιδερ ηοω Ι ωουλδ ηαϖε ηαδ το αδδρεσσ
τηατ προβλεµ ατ τηατ τιµε. (Λογαριτηµσ ωιλλ βε ρεϖιεωεδ λατερ, ανδ ψου
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δο νοτ ηαϖε το φολλοω τηε δεταιλσ οφ τηισ ωορκεδ εξαµπλε το υνδερστανδ
µψ ποιντ.)

Ι ωουλδ ηαϖε ωριττεν τηε εξερχισε ασ αν εθυατιον x = 2.3563.71, τηεν
τακεν τηε λογαριτηµ οφ εαχη σιδε, ιν τηε προχεσσ αππλψινγ ονε οφ τηε ρυλεσ
οφ λογσ το τηε ριγητ σιδε:1 λογ x = 3.71 ∗ λογ 2.356.

Νεξτ Ι ωουλδ ηαϖε λοοκεδ υπ λογ 2.356 ιν α (βασε 10) λογ ταβλε, ιντερ−
πολατινγ2 το γιϖε .3722, αννεξεδ τηε αππροπριατε χηαραχτεριστιχ, 0, ανδ
συβστιτυτεδ ιτ ιν τηατ εθυατιον: λογ x = 3.71 ∗ 0.3722.

Νοω Ι ωουλδ ηαϖε µυλτιπλιεδ τηοσε ριγητ−σιδε φαχτορσ ωιτη α σιµπλε
χαλχυλατορ3 το προδυχε λογ x = 1.3809.

Φιναλλψ, Ι ωουλδ ηαϖε ρετυρνεδ το λογ ταβλεσ το ⇒νδ, βψ ιντερπολατινγ
αγαιν, τηε αντιλογ οφ 1.3809 το αρριϖε ⇒ναλλψ ατ x = 24.04.

Νοτιχε σεϖεραλ τηινγσ αβουτ τηατ προχεσσινγ. Φιρστ, οφ χουρσε, ιτ ωασ
λενγτηψ ανδ τιµε−χονσυµινγ�ανδ Ι ηαϖε νοτ εϖεν ινχλυδεδ τηε ιντερπο−
λατιον προχεδυρεσ. Μορεοϖερ, ιτ γαϖε νοωηερε νεαρ τηε νυµβερ οφ δεχιµαλ
πλαχεσ οφ τηε χαλχυλατορ ανσωερ; ανδ ⇒ναλλψ, τηε ανσωερ ιτ διδ προδυχε ωασ
νοτ εϖεν αχχυρατε το τηατ φουρτη διγιτ.4

Κνοωινγ αλλ τηισ, Ι ωασ στυννεδ. Α σινγλε εξερχισε τηατ ωουλδ ηαϖε
τακεν µε ατ λεαστ 5 µινυτεσ ωασ νοω χαλχυλατεδ ασ φαστ ασ Ι χουλδ κεψ ιν
τηε νυµβερσ ανδ οπερατιον. Ελεχτρονιχ ενγινεερσ ηαδ βεεν αβλε το παχκ ιντο
τηισ τινψ δεϖιχε τρεµενδουσ χοµπυτινγ ποωερ, ανδ Ι χουλδ νοτ ιµαγινε
ηοω τηεψ περφορµεδ τηισ φεατ οφ χαλχυλατινγ ωιζαρδρψ.

Ιτ τυρνσ ουτ, Ι νοω λεαρν, τηατ εϖεν τηε µανυφαχτυρε οφ τηισ χαλχυ−
λατορ ωασ α κινδ οφ ⇓υκε. Ωηεν ονε οφ τηε εαρλψ ελεχτρονιχ δεσκτοπ
χαλχυλατορσ ωασ δεϖελοπεδ τηατ ωουλδ χοµπυτε ωιτη τηισ ποωερ, Ωιλλιαµ
Ηεωλεττ, τηε ηεαδ οφ Ηεωλεττ−Παχκαρδ Χοµπανψ, ωασ ιµπρεσσεδ ωιτη τηε
σµαλλ σπαχε τακεν υπ ινσιδε τηε χασε βψ ιτσ ελεχτρονιχ χοµπονεντσ. Ηε
ασκεδ ηισ ενγινεερσ ιφ τηεψ χουλδ σθυεεζε τηισ ποωερ ιντο α σηιρτποχκετ−
σιζεδ χαλχυλατορ. Τηε ενγινεερσ ρεσπονδεδ ωιτη τηε ΗΠ−35. Ατ ⇒ρστ τηεψ
πλαννεδ το µακε ονλψ α φεω: φορ τηειρ βοσσ, οτηερ χοµπανψ αδµινιστρατορσ,
τηειρ ενγινεερινγ χολλεαγυεσ, ανδ, οφ χουρσε, τηεµσελϖεσ. Φορτυνατελψ φορ

1Α ρεµινδερ: τηρουγηουτ τηισ βοοκ, ∗ ρεπρεσεντσ µυλτιπλιχατιον.
2Σαδλψ, ονε οφ τηε �βενε⇒τσ� φορ χαλχυλατορσ τηατ ηασ αττραχτεδ σοµε τεαχηερσ το τηεµ ισ

τηατ τηειρ εξτρα διγιτσ �ελιµινατε τηε νεεδ φορ ιντερπολατιον.� Σεε Αππενδιξ Β φορ µορε ον

τηισ ιµπορταντ µατηεµατιχαλ τεχηνιθυε.
3Ωιτηουτ αν ελεχτρονιχ χαλχυλατορ τηατ προχεσσεδ αριτηµετιχ, Ι ωουλδ ηαϖε ηαδ το χηοοσε

βετωεεν µυλτιπλψινγ τηοσε νυµβερσ βψ παπερ ανδ πενχιλ ορ τακινγ λογσ αγαιν, χοµπλιχατινγ

τηε χαλχυλατιον στιλλ φυρτηερ.
4Σοµε ολδερ ρεαδερσ µαψ ρεχαλλ τηατ α σλιδε ρυλε ωουλδ ηαϖε σιµπλι⇒εδ µαττερσ φορ τηοσε

ωηο κνεω ηοω το υσε ονε, βυτ εϖεν λεσσ αχχυραχψ ωουλδ ηαϖε βεεν ποσσιβλε: το τηρεε

διγιτσ ον αλλ βυτ α φεω εξπενσιϖε µοδελσ τηατ προϖιδεδ φουρ.
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τηεµ τηεψ χηανγεδ τηειρ µινδσ βεχαυσε, βψ τηε τιµε τηισ χαλχυλατορ ωασ
⇒ναλλψ ουτµοδεδ α φεω ψεαρσ λατερ, τενσ οφ τηουσανδσ ηαδ βεεν σολδ�φορ
∃395 εαχη!

Οφ χουρσε, ωιτηιν α φεω ψεαρσ ϑαπανεσε µανυφαχτυρερσ ωουλδ ⇓οοδ τηε
µαρκετ ωιτη ινεξπενσιϖε φουρ−βανγερσ ανδ σχιεντι⇒χ χαλχυλατορσ. Ατ τηε
ηειγητ οφ τηοσε τιµεσ ωηεν�ασ ωηατ ωασ χαλλεδ ϑαπαν, Ινχ.�ουρ δεφεατεδ
Ωορλδ Ωαρ ΙΙ οππονεντ σεεµεδ αβουτ το ρεϖερσε τηε ρεσυλτσ οφ τηατ ωαρ
εχονοµιχαλλψ, χαλχυλατορ πριχεσ ρεαχηεδ ροχκ βοττοµ. Εϖεν προγραµµαβλε
χαλχυλατορσ χουλδ τηεν βε πυρχηασεδ φορ υνδερ ∃10.

Βυτ ατ τηατ µεετινγ µψ ιµαγινατιον ωασ χαπτυρεδ βψ τηατ τινψ ινστρυ−
µεντ. Ι ωαντεδ το κνοω ωηατ ωασ ηαππενινγ ινσιδε τηατ χαλχυλατορ. Ηοω
διδ ιτ µαγιχαλλψ προδυχε τηοσε ρεσυλτσ? Ηοω διδ τηοσε ενγινεερσ αχχοµ−
πλιση τηισ φυρτηερ αδϖανχε ιν χοµπυτατιον?

Ι κνεω τηατ ελεχτρονιχ ενγινεερσ ηαδ σεϖεραλ τηινγσ γοινγ φορ τηεµ τηατ
τηειρ πρεδεχεσσορσ διδ νοτ ηαϖε. Τηειρ ελεχτρονιχσ γαϖε τηεµ:

1. Γρεατ χοµπυτατιοναλ σπεεδ

2. Λαργε στοραγε (µεµορψ) χαπαχιτψ

3. Προγραµµινγ οππορτυνιτιεσ

Σοµεηοω τηεψ ηαδ ηαρνεσσεδ τηοσε ελεχτρονιχ γιφτσ το προδυχε ωηατ
ωερε το µε ανδ οτηερσ συχη βριλλιαντ ρεσυλτσ.

ΤΗΕ ΒΛΑΧΚ ΒΟΞ

Τηε προβλεµ Ι φαχεδ, ιτ σεεµεδ το µε, ωασ ρελατεδ το α πεδαγογιχαλ δεϖιχε
τηατ ισ υσεφυλ φορ ενχουραγινγ στυδεντσ ατ αλµοστ ανψ λεϖελ το τηινκ σερι−
ουσλψ αβουτ µατηεµατιχσ. Τηε τεαχηινγ δεϖιχε ισ οφτεν χαλλεδ α βλαχκ βοξ

ορ φυνχτιον µαχηινε, ανδ τηε χηαλλενγε ισ Ωηατ�σ Μψ Ρυλε?

Τηε στυδεντσ αρε πρεσεντεδ ωιτη αν ιµαγιναρψ βλαχκ βοξ ιντο ωηιχη ψου
χαν φεεδ α νυµβερ. Εαχη τιµε ψου εντερ α νυµβερ ψου ρεχειϖε ιν ρεσπονσε
α χορρεσπονδινγ ανσωερ νυµβερ. Βψ τεστινγ ωιτη ασ µανψ ινπυτ νυµβερσ
ασ ψου ωιση, ψου αρε ασκεδ το δετερµινε ωηατ ισ ηαππενινγ ινσιδε τηε
βλαχκ βοξ, ωηατ µατηεµατιχαλ οπερατιονσ αρε δοινγ το τηατ ινπυτ νυµβερ
το µανυφαχτυρε τηατ ουτπυτ νυµβερ.

Τηε στυδεντσ δον�τ εϖεν ηαϖε το στατε τηε ρυλε ιν ωορδσ. Βψ σηοω−
ινγ τηειρ τεαχηερ τηατ τηεψ χαν χορρεχτλψ πρεδιχτ ωηατ ουτπυτ νυµβερ
ρεσυλτσ φροµ τηε ινπυτ νυµβερσ ωιτη ωηιχη τηεψ αρε χηαλλενγεδ, τηεψ
δεµονστρατε τηατ τηεψ κνοω �ωηατ ισ γοινγ ον ιν τηε βοξ.� (Τηισ ωαψ
τηεψ αλσο δον�τ δισχλοσε τηε σεχρετ το οτηερσ ωηο χαν χοντινυε το σεεκ
τηε ρυλε.)
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Φιγυρε 1.2 Α φυνχτιον �µαχηινε.�

Χονσιδερ α σαµπλε βλαχκ βοξ προβλεµ. Ψου αρε το δετερµινε ωηατ τηε
φολλοωινγ βοξ δοεσ το νυµβερσ δροππεδ ιν τηε τοπ φυννελ. Σηοων ιν
Φιγυρε 1.2 ισ α 7 εντερεδ το προδυχε 33.5

Βψ τρψινγ οτηερ ινπυτ ϖαλυεσ, στυδεντσ ωουλδ σεεκ το δετερµινε τηε ρυλε
τηατ ωουλδ προδυχε τηεσε ρεσυλτσ. Ματηεµατιχιανσ ρεχογνιζε συχη βοξεσ
ασ τηε εθυιϖαλεντ οφ φυνχτιονσ.

Ι, τοο, σουγητ το δετερµινε ωηατ ισ γοινγ ον ιν α βλαχκ βοξ, εξχεπτ
τηατ µψ βοξ ωασ εθυιϖαλεντ το α σχιεντι⇒χ χαλχυλατορ κεψ. Αλσο µψ σεαρχη
ωασ διφφερεντ φροµ τηε σεαρχη ιν Ωηατ�σ Μψ Ρυλε? Ι κνοω τηε ρυλε; ιτ ισ
σταµπεδ ον ορ νεαρ τηατ κεψ. Ωηατ Ι σουγητ ανδ ωηατ τηισ βοοκ ισ αβουτ ισ
ηοω τηατ ρυλε µιγητ βε αχχοµπλισηεδ�φορ εξαµπλε, ωηατ χουλδ βε γοινγ
ον ινσιδε τηατ βλαχκ βοξ λαβελεδ ΧΟΣ (σεε Φιγυρε 1.3).

Ιν τηισ τασκ τριαλ ανδ ερρορ ωιλλ νοτ συφ⇒χε, ηοωεϖερ. Ψου χαν εντερ
ϖαλυε αφτερ ϖαλυε το οβταιν ουτχοµε αφτερ ουτχοµε ωιτηουτ µακινγ µυχη
προγρεσσ ιν δετερµινινγ ωηατ ισ γοινγ ον ινσιδε τηε βοξ. Σο α θυιτε
διφφερεντ αππροαχη ισ ρεθυιρεδ. Ιν ορδερ το ανσωερ τηισ θυεστιον ψου ηαϖε
το εξπλορε τηε µατηεµατιχσ οφ τηε φυνχτιον χοσινε6 ασ ωελλ ασ τηε προ−
γραµµινγ νεχεσσαρψ το συππορτ τηατ µατη. Ανδ τηατ ισ ωηατ ψου ωιλλ δο
ιν τηε ρεµαινδερ οφ τηισ βοοκ.

5Ωιτηουτ φυρτηερ ινφορµατιον, τηερε ισ α ωιδε ρανγε οφ ποσσιβιλιτιεσ φορ τηισ βοξ ρυλε. Ιφ

ωε χονσιδερ τηε ινπυτ ϖαλυε ασ x, τηε ρυλε χουλδ βε 5x − 2 ορ x2 − 16 ορ εϖεν ϕυστ 33

φορ εϖερψ ινπυτ x. Ματηεµατιχιανσ κνοω τηατ τηε ρυλε φορ α ⇒νιτε νυµβερ οφ σπεχι⇒χ ινπυτ

ϖαλυεσ νεεδ νοτ βε υνιθυε, βυτ τηατ δοεσ νοτ αφφεχτ τηε γαµε ασ ιτ ισ πλαψεδ ωιτη λεσσ

σοπηιστιχατεδ χοντεσταντσ.
6Ι ηαϖε αρβιτραριλψ χηοσεν χοσινε, αββρεϖιατεδ ΧΟΣ ον τηε χαλχυλατορ, το ρεπρεσεντ ονε

οφ τηε χιρχυλαρ ορ τριγονοµετριχ φυνχτιονσ. Ονχε ωε ηαϖε τηε µεανσ φορ χαλχυλατινγ ιτσ

ϖαλυεσ, τηε σινε, ΣΙΝ, ανδ τανγεντ, ΤΑΝ, κεψσ αρε θυιχκλψ δετερµινεδ βψ υσε οφ τριγονο−

µετριχ ιδεντιτιεσ.
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149

−.85716730074

cos

Φιγυρε 1.3 Τηε ΧΟΣ κεψ ασ α βλαχκ βοξ.

ΣΥΠΕΡΗΥΜΑΝ ΕΝΓΙΝΕΕΡΣ?

Ι ηαϖε αλωαψσ ηελδ ενγινεερσ ιν ϖερψ ηιγη ρεγαρδ. Τηεψ αρε τηε �Χαν δο!�
πεοπλε οφ τηισ ωορλδ. Γιϖεν α πραχτιχαλ προβλεµ, τηεψ σετ ουτ το σολϖε ιτ.
Βυιλδ α δαµ, ερεχτ α σκψσχραπερ, χονστρυχτ α ροαδ, σενδ α ροχκετ το τηε
µοον: τηεψ γετ ατ ιτ. Ι ηονορ τηεµ φορ τηειρ χρεατιϖιτψ ανδ τηειρ ωορκ ετηιχ.7

Βυτ ατ ⇒ρστ τηε αωε Ι φελτ φορ ενγινεερσ γοτ ιν τηε ωαψ οφ µψ ⇒γυρινγ ουτ
ηοω χοµπυτερσ χαλχυλατε. Ι ωασ χερταιν τηατ τηεψ ωερε αππλψινγ σοµε ϖερψ
αδϖανχεδ ανδ ηιγηλψ αβστρυσε µατη ιν εξτραορδιναριλψ χοµπλεξ προγραµσ
το σολϖε τηεσε προβλεµσ.

Τηατ ιτ τυρνεδ ουτ οτηερωισε χαµε ασ α ρεϖελατιον το µε ασ Ι ηοπε ιτ
ωιλλ το ψου. Ιν τηε φολλοωινγ χηαπτερσ ψου ωιλλ µεετ σιµπλε προγραµσ τηατ
χαρρψ ουτ τηε φυνχτιονσ οφ τηοσε χαλχυλατορ κεψσ. Ιν τηε προχεσσ ψου σηουλδ
γαιν φυρτηερ ινσιγητσ ιντο τηε µατηεµατιχαλ ανδ προγραµµινγ χονχεπτσ
τηατ συππορτ τηεµ, ινσιγητσ τηατ σηουλδ σερϖε ψου ωελλ ιν οτηερ χοντεξτσ.
Ανδ τηε νυµβερ οφ προγραµ στεπσ νεεδεδ το χαρρψ ουτ τηεσε τασκσ ισ
σεϖεραλ ορδερσ οφ µαγνιτυδε φεωερ τηαν τηοσε τηατ συππορτ χοντεµποραρψ
χοµπυτερ γαµεσ.

Ηερε, φορ εξαµπλε, ισ α σεϖεν−λινε προγραµ τηατ ωιλλ χαλχυλατε τηε χοσινε
φορ τηε ινπυτ οφ ανψ νυµβερ οφ δεγρεεσ το νινε− ορ τεν−διγιτ αχχυραχψ:8

7Βασινγ µψ ϕυδγµεντ ον µψ οϖερ 40 ψεαρσ οφ υνιϖερσιτψ λεχτυρινγ, Ι πρεφερ τεαχηινγ χλασσεσ

οφ ενγινεερσ το αλλ οτηερ στυδεντσ.
8Τηοσε ωηο ωιση το εντερ τηισ προγραµ σηουλδ ⇒νδ Αππενδιξ Α ον προγραµµινγ

σπεχι⇒χσ υσεφυλ.
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PROGRAM:COSDEG

: Prompt X

: X∗π/180→X

: X∗X/4294967296→S

: For (I,1,16)

: S(4−S)→S

: End (For)

: Disp 1−S/2

Ιφ ψου εντερ τηοσε σεϖεν προγραµ λινεσ ιν α προγραµµαβλε χαλχυλατορ
ανδ ρυν τηε προγραµ, ιτ ωιλλ χαρρψ ουτ τηισ σεεµινγλψ φορµιδαβλε τασκ.

Συπποσε νοω, φορ εξαµπλε, τηατ ψου ωιση το χαλχυλατε τηε χοσινε οφ
149◦. Ωηεν ψου ρυν τηε προγραµ, τηε χαλχυλατορ ωιλλ δισπλαψ X=?, το
ωηιχη ψου ωουλδ ρεσπονδ βψ κεψινγ 149 ανδ πρεσσινγ ΕΝΤΕΡ.9 Ψουρ
δισπλαψ ωουλδ τηεν λοοκ λικε τηισ:

X=?149
−.8571673008

Done

Ψου ωιλλ σεε ηοω ανδ ωηψ τηατ ρεµαρκαβλε προγραµ ωορκσ ιν Χηαπτερ 8.
Φορ νοω Ι ωαντ ονλψ το σηοω ψου τηε τασκσ τηοσε στεπσ αρε περφορµινγ:

Prompt X Τηισ ισ τηε προγραµ λινε τηατ δισπλαψσ τηατ X? ωηεν τηε
προγραµ ισ ρυν, ινϖιτινγ ψου το τψπε ιν α νυµβερ οφ δεγρεεσ.

X∗π/180→X Ιν τηισ λινε τηε νυµβερ ψου εντερεδ ιν ρεσπονσε το τηε
προµπτ ιν λινε 1 ισ µυλτιπλιεδ βψ π . Τηε ϖαλυε οφ π (3.1415926535898)
ισ στορεδ10 ιν χαλχυλατορ µεµορψ. Τηε προδυχτ ψου ατταιν ισ τηεν διϖιδεδ
βψ 180. Τηε αρροω τελλσ ψου το στορε τηισ ρεσυλτ ιν X, ρεπλαχινγ ανψ ϖαλυε
τηατ ωασ τηερε πρεϖιουσλψ.

X∗X/4294967296→S Μορε αριτηµετιχ. Ουρ νεω στορεδ X ισ µυλτι−
πλιεδ βψ ιτσελφ ανδ τηεν διϖιδεδ βψ τηατ στρανγε νυµβερ, ωηιχη λοοκσ

9Αλτηουγη ιτ ισ νοτ νεχεσσαρψ ιν ορδερ το φολλοω τηε αργυµεντσ ιν τηισ βοοκ, Ι στρονγλψ

ενχουραγε ψου το ρυν τηισ ανδ οτηερ προγραµσ. Το ρυν τηισ προγραµ ιτ ισ νοτ νεχεσσαρψ το

σετ ψουρ χαλχυλατορ ιν Degree µοδε, βυτ το χηεχκ ιτ ψου ωουλδ νεεδ το δο σο.
10Μοστ χαλχυλατορσ ωιλλ σηοω στορεδ ϖαλυεσ λικε π το τηε λιµιτεδ νυµβερ οφ διγιτσ οφ τηε

δισπλαψ, βυτ ωιλλ χαρρψ µορε διγιτσ ιν µεµορψ. Το χηεχκ ανψ χαλχυλατορ το δετερµινε ηοω

µανψ διγιτσ οφ π αρε στορεδ, εντερ π , συβτραχτ 3.1415926, ανδ µυλτιπλψ βψ 10000000. Ιφ ψουρ

χαλχυλατορ ϖαλυε φορ π ηαδ βεεν τηε 3.141592654 δισπλαψεδ, τηε ρεσυλτ οφ τηισ χαλχυλατιον

ωουλδ ηαϖε βεεν .54. Ωηεν ψου σεε σοµετηινγ διφφερεντ φροµ τηισ, ιν τηε χασε οφ τηε ΤΙ−84

.535898, τηοσε διγιτσ ρεπλαχε τηε 54 το γιϖε υσ 3.1415926535898. Τηυσ τηισ χαλχυλατορ

χαρριεσ π αχχυρατε το 14 διγιτσ. Οτηερ χαλχυλατορσ ανδ χοµπυτερσ ωιλλ διφφερ, ανδ ιτ ισ αν

ιντερεστινγ τασκ το χηεχκ τηεµ ουτ, νοτ ϕυστ φορ π βυτ φορ χαλχυλατεδ ϖαλυεσ συχη ασ
√

2

ασ ωελλ.
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λικε τηε νατιοναλ δεβτ ανδ ηαππενσ το βε 232. Τηε θυοτιεντ, χλεαρλψ α
ϖερψ σµαλλ νυµβερ, ισ στορεδ ιν S.

For (I,1,16)

S(4−S)→S
End Τηεσε τηρεε λινεσ φορµ ωηατ ισ χαλλεδ α χουντινγ λοοπ. Ιν τηε
For λινε αν ιντερναλ χουντερ I ρυνσ τηε λινεσ βετωεεν ιτ ανδ τηε End

λινε 16 τιµεσ. (Ιτ �χουντσ� φροµ τηε ⇒ρστ ϖαλυε, 1, το 16.) Οφ χουρσε,
ηερε τηερε ισ ονλψ ονε λινε το βε χαλχυλατεδ οϖερ ανδ οϖερ. Ιτ τακεσ
τηε χυρρεντ ϖαλυε οφ S, µυλτιπλιεσ ιτ βψ 4 µινυσ τηατ σαµε ϖαλυε, ανδ
στορεσ τηε ρεσυλτ βαχκ ιν S. (Ψου χαν τηινκ οφ τηε For στατεµεντ ασ
�Φορ Ι τακινγ ϖαλυεσ φροµ 1 το 16, δο τηε φολλοωινγ:.�)

Τηε ποωερ οφ τηισ χοντρολ στυχτυρε ισ δισπλαψεδ χλεαρλψ ηερε. Τηεσε
τηρεε λινεσ ρεπλαχε 16 προγραµ λινεσ, αλλ αλικε:

S(4-S)→S

S(4-S)→S

. . .

S(4-S)→S

Disp 1−S/2 Ονε λαστ µινορ βιτ οφ αριτηµετιχ. Τηε ⇒ναλ S ρεσυλτ προ−
δυχεδ βψ τηατ For λοοπ ισ διϖιδεδ βψ 2 ανδ τηε ρεσυλτ συβτραχτεδ φροµ
1. Τηε ανσωερ ισ τηεν δισπλαψεδ. Ιτ ισ τηε χοσινε οφ ψουρ οριγιναλ ινπυτ
X, ιν ουρ εξαµπλε 149◦.

Το υνδερστανδ ωηατ ωεντ ον ιν τηοσε στεπσ, ρεαδερσ νοτ αλρεαδψ φαµιλιαρ
ωιτη σιµπλε προγραµµινγ ωιλλ ηαϖε ηαδ το λεαρν φροµ τηισ αναλψσισ αβουτ
ινπυτ (Prompt), ουτπυτ (Disp), ανδ χαλχυλατορ στοραγε (→) ανδ ηοω
α παρτιχυλαρ λοοπ (For) ωορκσ. Ασιδε φροµ τηοσε προγραµµινγ φεατυρεσ,
ηοωεϖερ, αλλ τηατ ισ ινϖολϖεδ ηερε ισ σιµπλε αριτηµετιχ, ιν τηισ χασε συβ−
τραχτιον, µυλτιπλιχατιον, ανδ διϖισιον. Οφ χουρσε, τηατ µεανσ σιµπλε φορ τηε
χαλχυλατορ! Νονε οφ υσ ωουλδ ωαντ το διϖιδε βψ 4294967296 ορ χαρρψ ουτ
εϖεν ονε οφ τηοσε 16 µυλτιπλιχατιονσ οφ 10−διγιτ φαχτορσ ωιτηουτ αχχεσσ το
συχη α δεϖιχε.

Βεφορε χλοσινγ τηισ δισχυσσιον, Ι µυστ εντερ αν ιµπορταντ ρεσερϖατιον.
Σοµε οφ ψου ωιλλ ηαϖε χηεχκεδ τηε ρεσυλτ οφ ουρ προγραµ χαλχυλατιον οφ
χοσινε 149◦. Ουρ ρεσυλτ, −.8571673008, δοεσ νοτ θυιτε αγρεε ωιτη τηε
ρεσυλτ ψου οβταιν ωηεν ψου σιµπλψ υσε τηε σχιεντι⇒χ χαλχυλατορ κεψβοαρδ
το κεψ ΧΟΣ 149 ανδ πρεσσ ΕΝΤΕΡ. Ιφ ψου δο τηατ, τηε χαλχυλατορ ωιλλ

δισπλαψ −.8571673007,11 ωηιχη διφφερσ βψ ονε ιν τηατ τεντη πλαχε φροµ

11Ιφ ψου δο τηατ ανδ γετ τηε ωιλδλψ διφφερεντ ανσωερ, −.2237409501, ψουρ χαλχυλατορ ισ ιν

Radian µοδε ανδ ψου µυστ χηανγε ιτ το Degree µοδε.
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ουρ προγραµ χαλχυλατιον. Αν ερρορ οφ τηατ µαγνιτυδε χορρεσπονδσ το α
µεασυρεµεντ τηατ ισ οφφ βψ λεσσ τηαν αν ινχη ιν 100,000 µιλεσ, βυτ τηε τωο
ϖαλυεσ δο διφφερ, συγγεστινγ τηατ τηεψ αρε αρριϖεδ ατ βψ διφφερεντ ιντερναλ
προχεσσινγ αϖενυεσ.

Ιν φαχτ, χοσινε ισ χαλχυλατεδ βψ µοστ χοµπυτερσ ανδ χαλχυλατορσ βψ α
θυιτε διφφερεντ (ανδ στιλλ φαστερ) προγραµ. Ψου ωιλλ µεετ α σιµυλατιον οφ τηατ
προγραµ ιν Χηαπτερ 9�νοτ, ηοωεϖερ, το µακε τηισ τινψ χορρεχτιον βυτ ονλψ
βεχαυσε ιτ ινϖολϖεσ αδδιτιοναλ ιντερεστινγ µατηεµατιχσ ανδ προγραµµινγ.

ϑΥΣΤ ΗΟΩ ΠΟΩΕΡΦΥΛ ΙΣ ΤΗΑΤ ΠΡΟΓΡΑΜ?

Ι ινϖιτε ψου το εξαµινε τηε ποωερ οφ τηατ σεϖεν−λινε προγραµ βψ χοµπαρινγ
ιτ ωιτη ωηατ ψου ωουλδ ηαϖε νεεδεδ το δο το αχχοµπλιση τηε σαµε ρεσυλτ
βεφορε τηε αδϖεντ οφ ελεχτρονιχ χαλχυλατιον.12

Χονσιδερ Ταβλε 1.1, ωηιχη γιϖεσ ονλψ τηε ϖαλυεσ φορ ανγλεσ ιν ωηολε−
νυµβερ δεγρεεσ. Ιφ ψου ωισηεδ το γιϖε ϖαλυεσ φορ τεντησ οφ α δεγρεε (1.0◦,
1.1◦, 1.2◦, ετχ.), τηε ταβλε ωουλδ ηαϖε το βε 10 τιµεσ ασ λονγ. Σιµιλαρλψ,
φορ ϖαλυεσ το ηυνδρεδτησ οφ α δεγρεε (1.01◦, 1.02◦, 1.03◦, ετχ.), ιτ ωουλδ
ηαϖε το βε 100 τιµεσ ασ λονγ.

Βυτ ουρ σεϖεν−λινε προγραµ προϖιδεσ ϖαλυεσ φορ ανγλεσ µεασυρεδ το
ηυνδρεδ µιλλιοντησ οφ α δεγρεε. Φορ εξαµπλε, ουρ σχιεντι⇒χ χαλχυλατορ
τελλσ υσ τηατ χοσ 45.12345678◦ = .0705581518. Το προϖιδε αλλ τηισ ινφορ−
µατιον (εϖεν αλλοωινγ φορ λινεαρ ιντερπολατιον), α ταβλε 10,000,000 τιµεσ
ασ λονγ ασ Ταβλε 1.1 ωουλδ βε νεχεσσαρψ. Ωηερεασ Ταβλε 1.1, ιν δεγρεεσ,
τακεσ υπ ονε παγε, α ταβλε τηατ ωουλδ προϖιδε αλλ τηισ ινφορµατιον ωουλδ
χαλλ φορ 10 µιλλιον παγεσ. Τηατ ισ, οφ χουρσε, α γρεατ µανψ παγεσ. Ιτ
ωουλδ τακε τωεντψ τηουσανδ 500−παγε ϖολυµεσ το ινχλυδε αλλ οφ τηεµ,
αν εντιρε λιβραρψ δεϖοτεδ το τηε ϖαλυεσ χορρεσπονδινγ το τηισ ονε οφ τηε
µανψ χαλχυλατιονσ τηατ ουρ λιττλε χαλχυλατορσ σο σιµπλψ προγραµµεδ χαν
περφορµ.

Τωο ρεασοναβλε θυεστιονσ αρισε ατ τηισ ποιντ. Φιρστ, ανγλεσ αρε ραρελψ
γιϖεν ιν δεχιµαλ ϖαλυεσ. Ινστεαδ, λικε ηουρσ, δεγρεεσ αρε βροκεν δοων ιντο
60 µινυτεσ ανδ εαχη µινυτε ιντο 60 σεχονδσ. Φορ εξαµπλε, ψου µιγητ ηαϖε
αν ανγλε οφ 27◦39′12′′, τηατ νοτατιον ρεπρεσεντινγ 27 δεγρεεσ, 39 µινυτεσ,
ανδ 12 σεχονδσ. Ωηιλε σοµε χαλχυλατορσ αλλοω ινπυτ ιν τηισ φορµ, µανψ
δο νοτ. Ιτ ισ ρεασοναβλψ σιµπλε το χονϖερτ φροµ ονε φορµ το τηε οτηερ,

12Τηισ δισχυσσιον ισ οϖερσιµπλι⇒εδ. Μορε ινφορµατιον χουλδ βε ινχλυδεδ ον εαχη παγε,

ανδ ϖαριουσ σηορτχυτσ αρε εµπλοψεδ βψ βοοκσ οφ ταβλεσ το ρεδυχε τηε νυµβερ οφ παγεσ.

Ηοωεϖερ, τηε µεσσαγε ρεµαινσ: α ρεµαρκαβλε αµουντ οφ ινφορµατιον µαψ βε ρετριεϖεδ

τηρουγη χαλχυλατορ προχεσσινγ.
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ΤΑΒΛΕ 1.1. Χοσινε ςαλυεσ φροµ 0
◦

το 90
◦

∆εγρεεσ Χοσινε ∆εγρεεσ Χοσινε

0 1.000000000 45 .707106781

1 .999847695 46 .694658370

2 .999390827 47 .681998360

3 .998629535 48 .669130606

4 .997564050 49 .656059029

5 .996194698 50 .642787610

6 .994521895 51 .629320391

7 .992546152 52 .615661475

8 .990268069 53 .601815023

9 .987688341 54 .587785252

10 .984807753 55 .573576436

11 .981627183 56 .559192903

12 .978147601 57 .544639035

13 .974370065 58 .529919264

14 .970295726 59 .515038075

15 .965925826 60 .500000000

16 .961261696 61 .484809620

17 .956304756 62 .469471563

18 .951056516 63 .453990500

19 .945518576 64 .438371147

20 .939692621 65 .422618262

21 .933580426 66 .406736643

22 .927183855 67 .390731128

23 .920504853 68 .374606593

24 .913545458 69 .358367950

25 .906307787 70 .342020143

26 .898794046 71 .325568154

27 .891006524 72 .309016994

28 .882947593 73 .292371705

29 .874619707 74 .275637356

30 .866025404 75 .258819045

31 .857167301 76 .241921896

32 .848048096 77 .224951054

33 .838670568 78 .207911691

34 .829037573 79 .190808995

35 .819152044 80 .173648178

36 .809016994 81 .156434465

37 .798635510 82 .139173101

38 .788010754 83 .121869343

39 .777145961 84 .104528463

40 .766044443 85 .087155743

41 .754709580 86 .069756474

42 .743144825 87 .052335956

43 .731353702 88 .034899497

44 .719339800 89 .017452406

45 .707106781 90 .000000000
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ηοωεϖερ. Τηερε αρε 60 µινυτεσ ιν α δεγρεε ανδ 60 τιµεσ 60 σεχονδσ (τηυσ
3600 σεχονδσ) ιν α δεγρεε, σο ψου χαλχυλατε

27
◦
39′12′′ =

(

27 +
39

60
+

12

3600

)◦

= 27.65333333
◦

ανδ ⇒νδ τηε χοσινε οφ τηισ ρεσυλτ. Τηισ γιϖεσ χοσ 27◦39′12′′ = .8857719399.
Τηε σεχονδ θυεστιον δεσερϖεσ α σεριουσ ρεσπονσε. Ισ αλλ τηισ αχχυραχψ

οφ ανψ ρεαλ ϖαλυε? Χαννοτ ψου γετ αλονγ ϕυστ ασ ωελλ ωιτη τηε φουρ− ορ
⇒ϖε−διγιτ αχχυραχψ οφ τηοσε ολδερ δαψσ?

Ματηεµατιχσ, σχιενχε, ανδ ενγινεερινγ τεαχηερσ ατ αλλ λεϖελσ σηουλδ βε
εσπεχιαλλψ σενσιτιϖε το συχη θυεστιονσ φορ τηεψ φαχε τηε οβϖερσε οφ τηισ
προβλεµ: τηειρ στυδεντσ αρε θυιτε χοντεντ ωιτη µεανινγλεσσ αχχυραχψ. Ωηεν
ασκεδ το ⇒νδ τηε χιρχυµφερενχε οφ α χιρχλε ωιτη α 12.0 ινχη διαµετερ,13

φορ εξαµπλε, τηοσε ψουνγστερσ ωηο κνοω τηε φορµυλα C = πd ωιλλ εντερ
12 ιντο α χαλχυλατορ ωιτη 10−διγιτ δισπλαψ ανδ µυλτιπλψ ιτ βψ τηε χαλχυλατορ
ϖαλυε οφ π το οβταιν 37.69911184. Τηεψ αρε θυιτε σατισ⇒εδ τηεν το γιϖε
37.69911184 ινχηεσ ασ τηειρ ανσωερ ωηεν µοστ οφ τηοσε δεχιµαλ διγιτσ
υννεχεσσαριλψ χονφουνδ τηε προβλεµ. Α µορε αππροπριατε ανσωερ ωουλδ
βε 37.7 ινχηεσ.14

Βυτ ωε αρε στιλλ φαχεδ ωιτη τηισ φαιρ ινθυιρψ: Ισ αλλ τηισ εξτρα αχχυραχψ
εϖερ οφ ανψ ϖαλυε?

Αν εξαµπλε σηουλδ ρεσπονδ το τηισ θυεστιον. Γλοβαλ Ποσιτιονινγ Σψσ−
τεµ σατελλιτε (ΓΠΣ) δεϖιχεσ (ε.γ., σεε Φιγυρε 1.4) αρε ωιδελψ υσεδ τοδαψ.
ΓΠΣ ινστρυµεντσ, φορµερλψ εθυιπµεντ ρεστριχτεδ το τηε αρµεδ φορχεσ, ηαϖε
βεχοµε ωιδελψ αϖαιλαβλε. Τηεψ αρε υσεδ βψ συρϖεψορσ; τραϖελερσ βψ αιρ−
πλανε, χαρ, ανδ βοατ; ηυντερσ ανδ εξπλορερσ; ανδ παρχελ δελιϖερψ περσοννελ.
Αλτηουγη τηεσε τοολσ, τηε σιζε οφ ηανδηελδ χαλχυλατορσ, προϖιδε µανψ οτηερ
φεατυρεσ�µοστ νοταβλψ µαπσ�τηειρ βασιχ φυνχτιον ισ το δετερµινε ψουρ
λοχατιον ον τηε εαρτη; τηατ ισ, ψουρ λατιτυδε ανδ λονγιτυδε. Τηισ ισ αχχοµ−
πλισηεδ βψ χαλχυλατινγ ψουρ ποσιτιον ιν ρελατιον το α νυµβερ οφ σατελλιτεσ.

Ωηεν Ι τακε µψ ΓΠΣ ουτ ιν µψ βαχκψαρδ ανδ τυρν ιτ ον, ιτ ρεπορτσ
µψ λατιτυδε ασ 44◦00.179′ νορτη, µψ λονγιτυδε ασ 78◦44.932′ ωεστ. Ιτ αλσο
ρεπορτσ ηοω αχχυρατε τηεσε ϖαλυεσ αρε, τηισ αχχυραχψ δεπενδινγ ον τηε

13Τηε µεασυρε 12.0 ινχηεσ διφφερσ φροµ τηε µεασυρε 12 ινχηεσ. Τηε µεασυρε 12.0 ινχηεσ

ινδιχατεσ τηατ τηε µεασυρε ισ το τηε νεαρεστ τεντη οφ αν ινχη; τηε µεασυρε 12, το τηε νεαρεστ

ινχη. Ιν φορµαλ τερµσ, ιφ α µεασυρεµεντ m ισ 12.0, τηεν 11.95 ≤ m < 12.05. Ιφ, ον τηε

οτηερ ηανδ, α µεασυρεµεντ n ισ 12, τηεν 11.5 ≤ n < 12.5.
14Τηερε αρε ρυλεσ γοϖερνινγ σιγνι⇒χαντ διγιτσ οβταινεδ φροµ χαλχυλατιονσ ωιτη νυµβερσ

αρριϖεδ ατ τηρουγη µεασυρεµεντ. Νοτε τηατ ιν τηισ χασε ωε ηαϖε σιµπλψ ρεταινεδ τηε σαµε

νυµβερ οφ διγιτσ�τηρεε�ασ τηε γιϖεν διαµετερ 12.0. Ιτ σηουλδ αλσο βε νοτεδ τηατ τηερε

ισ αν εξαχτ, βυτ αβστραχτ ανδ νοτ υσεφυλ φορ µεασυρεµεντ, ανσωερ το τηισ θυεστιον: 12π .
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Φιγυρε 1.4 Α ΓΠΣ δεϖιχε.

νυµβερ οφ σατελλιτεσ ιτ χαν �σεε� φροµ τηισ λοχατιον.15 Ωηεν Ι τοοκ τηατ
ρεαδινγ, φορ εξαµπλε, µψ ΓΠΣ ρεπορτεδ �Αχχυρατε το 19 φεετ.�

Εϖεν ρεαδερσ υνφαµιλιαρ ωιτη ΓΠΣ δεϖιχεσ ηαϖε αλµοστ συρελψ σεεν τηειρ
χοντριβυτιον υνδερ λεσσ ηαππψ χιρχυµστανχεσ. Τηοσε λασερ−γυιδεδ �σµαρτ�
βοµβσ εµπλοψεδ βψ αρµεδ φορχεσ τηατ µισσ τηειρ ταργετσ βψ ατ µοστ α φεω
φεετ ηαϖε σιµιλαρ τοολσ βυιλτ ιντο τηεµ. Ωορλδ Ωαρ ΙΙ ϖετερανσ λικε µε
αρε εσπεχιαλλψ ιµπρεσσεδ βψ τηατ αχχυραχψ. ∆υρινγ τηατ ωαρ ϕυστ 60 ψεαρσ
αγο, τηε προπορτιον οφ βοµβσ δροππεδ βψ ουρ Β−17 Φλψινγ Φορτρεσσεσ οϖερ
Ευροπε τηατ φελλ ωιτηιν 1000 φεετ οφ α δεσιγνατεδ ταργετ ωασ ονλψ 20%.
Τηοσε ωερε δαψλιγητ ραιδσ; τηε Βριτιση νιγηττιµε βοµβινγ ωασ στιλλ λεσσ
αχχυρατε.16

Ιφ τηοσε εξαµπλεσ δον�τ µακε τηε χασε φορ τηατ µανψ διγιτσ, ψου νεεδ
ονλψ εξτενδ τηεσε κινδσ οφ τασκσ το τηε αχχυρατε λοχατιον οφ σπαχεχραφτ
ασ τηεψ τραϖελ τηρουγη τηε σολαρ σψστεµ ανδ βεψονδ. Αν ιδεα οφ τηε κινδ

15Υνδερ α ηεαϖψ χανοπψ οφ τρεεσ, ΓΠΣ δεϖιχεσ αρε οφ λιττλε υσε. Τηυσ οπεν αρεασ ανδ

ωιντερ προϖιδε βεττερ αχχυραχψ.
16Τηισ ινφορµατιον ισ δεριϖεδ φροµ παγε 5 οφ Φρανκλιν ∆�Ολιερ ετ αλ., Τηε Υνιτεδ

Στατεσ Στρατεγιχ Βοµβινγ Συρϖεψ Συµµαρψ Ρεπορτ (Ευροπεαν Ωαρ), αϖαιλαβλε φροµ

www.anesi.com/ussbs02.htm.
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οφ αχχυραχψ χαλλεδ φορ ιν αστρονοµιχαλ µεασυρεµεντσ ισ συγγεστεδ βψ τηε
δε⇒νιτιον οφ τηε µετερ το βε τηε λενγτη οφ α πατη τραϖελεδ βψ λιγητ τηρουγη
α ϖαχυυµ ιν .000000003335640952 σεχονδ.

Ωηερε δοεσ τηε ρεµαρκαβλε πρεχισιον οφ τηεσε χοντεµποραρψ δεϖιχεσ
χοµε φροµ? Ιτ σηουλδ βε εϖιδεντ τηατ ονε σουρχε οφ τηισ πρεχισιον ισ ουρ
αβιλιτψ το χαλχυλατε το εξτρεµε αχχυραχψ.

ΩΗΑΤ ΛΙΕΣ ΑΗΕΑ∆

Ιν τηε ρεµαινδερ οφ τηισ βοοκ Ι ωιλλ σηαρε ωιτη ψου τηε ρεσυλτσ οφ µψ
εξπλορατιον οφ ελεχτρονιχ χαλχυλατιον. Ινχλυδεδ ωιλλ βε τηε βασισ φορ τηατ
χοσινε προγραµ ανδ τηε οτηερ φεατυρεσ τηατ µακε τηε σχιεντι⇒χ χαλχυλατορ
σο διφφερεντ φροµ τηε φουρ−βανγερσ τηατ χαµε βεφορε τηεµ.

Βυτ ⇒ρστ ωε µυστ σετ τηε σταγε φορ µοδερν ελεχτρονιχ χαλχυλατιον. Ιν
Χηαπτερ 2 ψου ωιλλ µεετ σοµε αδδιτιοναλ µατηεµατιχαλ βαχκγρουνδ το
συππορτ τηισ ηιστορψ. Τηεν ψου ωιλλ εξαµινε σοµε ρεµαρκαβλε αλγοριτηµσ

τηατ χουλδ βε υσεδ το βαχκ υπ τηε χαλχυλατορ κεψσ
√

, χοσ, λογ ανδ ξy .
(Γενεραλ ρεαδερσ µαψ ωιση το ρεϖιεω τηε ηιστορψ πρεχεδινγ ελεχτρονιχ
χαλχυλατιον ιν Αππενδιξ Χ βεφορε χοντινυινγ ωιτη Χηαπτερ 2.)
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Ανδ Ι νεϖερ φαιλ το βε συρπρισεδ βψ τηε γιφτ οφ
αν οδδ ρεµαινδερ, φοοτλοοσε ατ τηε ενδ.

�Μαρψ Χορνιση

Τηε γιαντ στεπ ιν χοµπυτατιον τηατ οχχυρρεδ δυρινγ Ωορλδ Ωαρ ΙΙ δεριϖεδ
ιν λαργε µεασυρε φροµ νυµβερ τηεορψ, ονε οφ τηοσε εσοτεριχ αρεασ οφ µατη−
εµατιχσ τηατ σεεµεδ υντιλ ρεχεντ τιµεσ το βε οφ ιντερεστ ονλψ το ιϖορψ
τοωερ υνιϖερσιτψ τηεοριστσ ανδ α φεω αµατευρ µατηεµατιχιανσ. ∆εσπιτε τηε
χοντριβυτιονσ οφ τηατ συβϕεχτ το µοδερν χοµπυτινγ, τηισ µατηεµατιχαλ συβ−
διϖισιον ισ στιλλ χονσιδερεδ βψ µανψ ιν τηε µατηεµατιχσ χοµµυνιτψ το βε
ουτ οφ τηε µαινστρεαµ οφ χοντεµποραρψ ρεσεαρχη.

Αλτηουγη τηειρ αχτιϖιτιεσ τακε τηεµ φαρ α⇒ελδ, τηε βασιχ χονχερνσ οφ
νυµβερ τηεοριστσ λιε ιν τηε προπερτιεσ οφ τηε ιντεγερσ; τηατ ισ, ζερο ανδ τηε
ποσιτιϖε ανδ νεγατιϖε ωηολε νυµβερσ. Τηισ σετ ισ οφτεν δισπλαψεδ ασ {. . . ,
−3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, . . .}, τηοσε τερµιναλ δοτσ (ελλιπσεσ) ινδιχατινγ τηατ
τηε νυµβερσ χοντινυε ον ινδε⇒νιτελψ φολλοωινγ τηε παττερν οφ τηοσε λιστεδ
ιν βοτη ποσιτιϖε ανδ νεγατιϖε διρεχτιονσ.

Τηε ιντεγερσ αρε οφτεν δισπλαψεδ ιν ελεµενταρψ σχηοολ µατηεµατιχσ
χλασσροοµσ ον ωηατ ηασ χοµε το βε χαλλεδ α νυµβερ λινε (Φιγυρε 2.1)

Ψουρ ⇒ρστ τηουγητ µαψ ωελλ βε: Ωηατ χουλδ βε εασιερ τηαν δεαλινγ
ωιτη τηε ιντεγερσ? Ι προµισε ψου τηατ αλµοστ ανψτηινγ χουλδ βε. Ψου νεεδ
ονλψ τυρν το α νυµβερ τηεορψ τεξτβοοκ το σεε τηατ µαττερσ αρε νοτ ασ
σιµπλε ασ τηεψ µαψ αππεαρ. Βεψονδ τηε ⇒ρστ φεω παγεσ, τηε µατη ραπιδλψ
γετσ ουτ οφ ηανδ. Ανδ σοµε προβλεµσ ηαϖε βεεν σο διφ⇒χυλτ τηατ τηεψ

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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6543210−1−2−3−4−5

Φιγυρε 2.1 Α νυµβερ λινε.

ηαϖε βαφ⇓εδ µατηεµατιχιανσ φορ χεντυριεσ. Αµονγ τηεµ ισ τηε φαµουσ (ορ
ινφαµουσ) Φερµατ�σ λαστ τηεορεµ. Σεε Αππενδιξ ∆ φορ µορε αβουτ τηισ
φαµουσ χονϕεχτυρε ανδ ιτσ ρεχεντ προοφ.

Ονε ρεασον ωηψ νυµβερ τηεορψ ισ χονσιδερεδ ουτ οφ τηε µαινστρεαµ οφ
µατηεµατιχσ ισ τηατ ιτ συπποσεδλψ προϖιδεσ σο φεω αππλιχατιονσ το τηε ρεαλ
ωορλδ; ψετ ονε οφ ιτσ µοστ ελεµενταρψ τοπιχσ, βιναρψ νυµερατιον, ηασ γιϖεν
υσ τηε βασισ φορ ωηατ µανψ χονσιδερ α παραδιγµ σηιφτ ιν χοµπυτατιον. Ωε
ωιλλ εξπλορε σοµε ασπεχτσ οφ τηατ συβϕεχτ σηορτλψ.

ΤΩΟ ΠΡΟΒΛΕΜΣ

Χονσιδερ νοω τωο προβλεµσ τηατ φεω χαλχυλατορ υσερσ χονσιδερ σεριουσλψ
ενουγη. Τηειρ σολυτιον ωιλλ προϖιδε ψου ωιτη νοτ ϕυστ ινσιγητ ιντο προχε−
δυρεσ βυτ αλσο χονχεπτσ τηατ ωιλλ προϖε υσεφυλ λατερ.

Τηε Φιρστ Προβλεµ

Τηε ⇒ρστ ρελατεσ το ηοω ωε εντερ νυµβερσ ιν ουρ χαλχυλατορ. Ωηιλε τηισ
σεεµσ λικε α στραιγητφορωαρδ προχεσσ, ψου ωιλλ σεε τηατ ιτ ηασ ιντερεστινγ
ιµπλιχατιονσ.

Συπποσε τηατ ωε ωιση το εντερ τηε νυµβερ 342 ιν α χαλχυλατορ ορ χοµ−
πυτερ. Εϖερψονε κνοωσ ηοω το δο τηατ. Ψου σιµπλψ πυνχη τηε κεψσ 3, 4,
ανδ 2 ιν συχχεσσιον. Νο προβλεµ.

Ωελλ, νοτ θυιτε. Ηοω δοεσ τηε χαλχυλατορ κνοω τηατ τηε 3 ψου ⇒ρστ
πρεσσεδ ρεπρεσεντσ 300 ανδ νοτ ϕυστ 3 ορ 30 ορ εϖεν 3000? Αλτηουγη ωε
αλλ ωριτε νυµβερσ φροµ λεφτ το ριγητ, τηειρ ϖαλυεσ αρε δετερµινεδ φροµ ριγητ
το λεφτ. Φορ τηε νυµβερ 342, φορ εξαµπλε, ωε σταρτ ον τηε ριγητ το ασσιγν 2
υνιτσ, τηεν 4 τενσ, ανδ ⇒ναλλψ 3 ηυνδρεδσ. (Ιφ ψου φαιλ το σεε τηισ ποιντ φορ
συχη α σµαλλ νυµβερ, χονσιδερ ηοω ψου ωουλδ δετερµινε τηε ϖαλυε τηε 5
χοντριβυτεσ το τηε νυµβερ 5268433207. Ιφ ψου δον�τ σταρτ χουντινγ πλαχεσ
φροµ τηε ριγητ, ψου ηαϖε α σψστεµ οφ ωηιχη Ι αµ υναωαρε.1

Ωηατ ωε νεεδ ισ αν αλγοριτηµ τηατ ασσιγνσ α ϖαλυε το τηε νυµβερ ασ
ωε πρεσσ τηοσε κεψσ ρεπρεσεντινγ τηε διγιτσ. Ιτ τυρνσ ουτ τηατ τηε αλγοριτηµ
εµπλοψεδ το χαρρψ τηισ ουτ ισ, ονχε ωε τηινκ αβουτ ιτ, τρανσπαρεντλψ σιµπλε.
Ωε νεεδ ονλψ χονσιδερ τηε προχεσσ στεπ βψ στεπ ιν ορδερ το δεϖελοπ τηατ
προχεδυρε.

1Τηε ανσωερ ισ, οφ χουρσε, 5 βιλλιον; ορ ιν Γρεατ Βριταιν, 5 τηουσανδ µιλλιον. (Ιν Γρεατ

Βριταιν α βιλλιον ισ α µιλλιον µιλλιον.)
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Στεπ 1. Ψου πρεσσ τηε 3 κεψ. Ατ τηισ ποιντ τηε χαλχυλατορ ϖαλυε ισ 3 ανδ,
ιφ ψου νεξτ πρεσσ α + ορ / ορ σοµε οτηερ οπερατιον κεψ, ψουρ χαλχυλατορ
ωιλλ κνοω τηατ 3 ωασ τηε νυµβερ ψου ωισηεδ ρεπρεσεντεδ ιντερναλλψ.

Στεπ 2. Ιν τηισ χασε, ηοωεϖερ, ιτ ισ νοτ. Τηε νεξτ κεψ ψου πρεσσ ισ 4,
ανοτηερ διγιτ, σο τηε χαλχυλατορ µυστ χηανγε ιτσ µινδ. Νοω τηε νυµβερ
ιτ µυστ χονσιδερ ισ 34. Ηοω διδ ιτ αρριϖε ατ τηατ? Ιτ σηιφτεδ τηε 3 το τηε
λεφτ ανδ αππενδεδ τηε 4. Αγαιν, ιφ ψου νεξτ πρεσσεδ αν οπερατιον κεψ,
τηε χαλχυλατορ ωουλδ οπερατε ον τηε ρεσυλτινγ νυµβερ, 34.

Στεπ 3. Βυτ αγαιν ψου αρε νοτ ρεαδψ το χαλχυλατε. Ψου πρεσσ τηε 2 κεψ.
Ανδ νοω τηε 34 ισ σηιφτεδ το τηε λεφτ το µακε ροοµ φορ τηε 2, ανδ ωε
ηαϖε 342.

Τηατ πηρασε �σηιφτ το τηε λεφτ� ισ εξαχτλψ λικε τηε σηιφτ ωηεν ωε µυλτιπλψ
βψ α νυµβερ ωιτη µορε τηαν ονε διγιτ. (Ωηεν ωε µυλτιπλψ βψ 23, φορ
εξαµπλε, τηε παρτιαλ προδυχτ ισ αλσο �σηιφτεδ το τηε λεφτ� ωηεν ωε µυλτιπλψ
βψ τηε 2.) Τηε τριχκ ιν βοτη χασεσ ισ τηε σαµε; ιτ ισ αχχοµπλισηεδ βψ
µυλτιπλιχατιον βψ 10. Ιν ουρ ινπυτ εξαµπλε, ιτ ισ µυλτιπλιχατιον βψ 10 τηατ
χηανγεσ 3 ιντο 30 ιν στεπ 2 ανδ 34 ιντο 340 ιν στεπ 3.

Ωε χαν γενεραλιζε ηοω τηοσε στεπσ ωορκ ιν ορδερ το τυρν τηεµ ιντο αν
αλγοριτηµ:

Στεπ 1. Α νυµβερ κεψ ισ πρεσσεδ (ιν ουρ εξαµπλε τηε νυµβερ 3.)

Στεπ 2. Ιφ τηε νεξτ κεψ πρεσσεδ ισ αλσο α διγιτ, τηε εαρλιερ νυµβερ ισ
µυλτιπλιεδ βψ 10 ανδ τηε νεω νυµβερ ισ αδδεδ. (Πρεσσινγ τηε 4 κεψ
γιϖεσ υσ 3 × 10 + 4 = 34.)

Στεπ 3. Ρεπεατ στεπ 2 υντιλ α νονδιγιτ κεψ ισ πρεσσεδ; τηεν χοντινυε ωιτη
φυρτηερ χαλχυλατιον.

Ανοτηερ ωαψ οφ χονσιδερινγ τηισ ισ ιν τηε φορµ οφ αν αλγοριτηµ τηατ
τηε χαλχυλατορ φολλοωσ. Το ενσυρε τηατ ψου σεε ωηατ ισ γοινγ ον ηερε, Ι
ηαϖε νυµβερεδ τηε αλγοριτηµ λινεσ ανδ αδδεδ φολλοωινγ τηε λιστινγ αν
εξπλανατιον οφ ηοω τηε αλγοριτηµ ωορκσ. Ονε αδδιτιοναλ ποιντ: τηε →
ρεπρεσεντσ �ισ ασσιγνεδ το� ορ ον ψουρ χαλχυλατορ ΣΤΟ>:

1 Πρεσσ α διγιτ κεψ
2 Κεψ πρεσσεδ → N

3 Πρεσσ ανοτηερ κεψ
4 While τηε λαστ κεψ πρεσσεδ ισ α διγιτ
5 νεω κεψ → X

6 10N + X → N

7 πρεσσ ανοτηερ κεψ
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8 End οφ While λοοπ υντιλ νονδιγιτ κεψ ισ πρεσσεδ
9 Χοντινυε χαλχυλατιονσ ωιτη N ασ δε⇒νεδ

Το σεε ηοω τηισ αλγοριτηµ ωορκσ, χονσιδερ αγαιν εντερινγ ουρ νυµβερ,
342. Φολλοωινγ τηε ινστρυχτιον ιν λινε 1, ψου πρεσσ τηε 3, ωηιχη ισ τηεν
ασσιγνεδ ιν λινε 2 το N . Ιν λινε 3 ψου τηεν πρεσσ τηε νεξτ κεψ, 4. Ψου εντερ
α λοοπ χονσιστινγ οφ λινεσ 4�8, τηε End ινστρυχτιον ιν λινε 8 σενδινγ ψου
βαχκ το λινε 4 υντιλ τηε χονδιτιον ιν λινε 4 νο λονγερ ηολδσ. Ωηεν τηατ
ηαππενσ, ψου λεαϖε τηε λοοπ ανδ µοϖε το λινε 9.

Ρατηερ τηαν χοντινυε τηισ εξπλανατιον ιν παραγραπη φορµ, ηερε ιν γρεατ
δεταιλ αρε αλλ οφ τηε στεπσ ρεθυιρεδ το εντερ 342 ιν ψουρ χαλχυλατορ:

Στεπ Λινε Ωηατ Ηαππενσ

1 1 Πρεσσ τηε ⇒ρστ κεψ, 3
2 2 3 ισ ασσιγνεδ το N

3 3 Πρεσσ τηε νεξτ κεψ, 4
4 4 Τηε 4 ισ α διγιτ, σο ωε εντερ τηε λοοπ
5 5 4 ισ ασσιγνεδ το X

6 6 Υσινγ τηε χυρρεντ ϖαλυεσ, N = 3 ανδ X = 4, χαλχυλατε
10N + X, τηυσ 10 ∗ 3 + 4 = 34 ισ ασσιγνεδ το N ,
ρεπλαχινγ τηε φορµερ ϖαλυε

7 7 Πρεσσ τηε νεξτ κεψ, 2
8 8 End σενδσ υσ βαχκ το στεπ 4
9 4 Τηε 2 ισ α διγιτ, σο ωε ρεεντερ τηε λοοπ
10 5 2 ισ ασσιγνεδ το X

11 6 Υσινγ τηε χυρρεντ ϖαλυεσ, N = 34 ανδ X = 2, χαλχυλατε
10N + X, τηυσ 10 ∗ 34 + 2 = 342 ισ ασσιγνεδ το N ,
ρεπλαχινγ τηε φορµερ ϖαλυε

12 7 Πρεσσ τηε νεξτ κεψ (ανψ νονδιγιτ)
13 8 End σενδσ υσ βαχκ το στεπ 4
14 4 Τηε νεω κεψ ισ νοτ α διγιτ, σο ωε λεαϖε τηε λοοπ ανδ γο

το στεπ 9
15 9 Χοντινυε χαλχυλατινγ ωιτη N = 342 (αλτηουγη ωε ηαϖε

νο οτηερ υσε φορ ιτ ιν τηισ εξαµπλε, τηε χαλχυλατορ
ρεταινσ X = 2 ασ ωελλ.)

Ιτ ισ ιµπορταντ το νοτε τηατ ιν χαρρψινγ ουτ τηισ προχεσσ τηε ονλψ αχτιονσ
τηε χαλχυλατορ υσερ τακεσ ισ πρεσσινγ ιν συχχεσσιον τηε 3, 4, 2, ανδ τηεν
ανψ νονδιγιτ κεψ. Βψ φολλοωινγ ιτσ ιντερναλ αλγοριτηµ, τηε χαλχυλατορ δοεσ
τηε ρεστ.

Ιτ ισ αλσο ωορτη νοτινγ ηερε τηατ ονλψ τωο ιντερναλ στοραγε πλαχεσ αρε
ρεθυιρεδ φορ τηισ αλγοριτηµ: στοραγε φορ N ανδ X. Αν αλτερνατε ωαψ οφ
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ηανδλινγ τηισ προβλεµ ωουλδ βε το στορε εαχη διγιτ ασ ιτσ κεψ ισ δεπρεσσεδ
ανδ το µακε υπ τηε χοµπλετε νυµβερ ωηεν α νονδιγιτ κεψ ισ πυνχηεδ.
Χλεαρλψ τηατ ωουλδ υσε µορε στοραγε, εσπεχιαλλψ ωιτη λαργερ νυµβερσ. Ουρ
λιττλε αλγοριτηµ ωιλλ τακε χαρε οφ δεχιµαλ ιντεγερσ υπ το τηε υσυαλ 8− ορ
10−διγιτ δισπλαψ χαπαχιτψ οφ τηε χαλχυλατορ.2

Ηερε ιτ ισ υσεφυλ το χοµπαρε τηε τωο ωαψσ οφ τηινκινγ αβουτ νυµβερσ
αλγεβραιχαλλψ. Ιν στανδαρδ σχηοολ τερµινολογψ ωε τηινκ οφ 342 ασ 3 ∗ 100 +
4 ∗ 10 + 2. Φολλοωινγ ουρ αλγοριτηµ, ηοωεϖερ, τηισ νυµβερ ισ ρεπρεσεντεδ
διφφερεντλψ. Ιτ βεχοµεσ συχχεσσιϖελψ

3

3 ∗ 10 + 4

(3 ∗ 10 + 4) ∗ 10 + 2

ανδ ωε ηαϖε 342 = (3 ∗ 10 + 4) ∗ 10 + 2. Φορ λαργερ νυµβερσ, τηισ νεω
προχεσσινγ υσεσ µανψ παρεντηεσεσ. Φορ εξαµπλε

56,832 = (((5 ∗ 10 + 6) ∗ 10 + 8) ∗ 10 + 3) ∗ 10 + 2

Τηισ ισ σλιγητλψ σηορτενεδ ιφ ωε ρεχαλλ τηε αλτερνατε ρεπρεσεντατιον, a ∗ b =
(a)b:

56,832 = (((5 ∗ 10 + 6)10 + 8)10 + 3)10 + 2

Τηερε ισ αν αττραχτιϖε ωαψ οφ χαρρψινγ ουτ τηισ προχεσσ χαλλεδ σψντηετιχ

συβστιτυτιον. Σοµε ρεαδερσ ωιλλ ηαϖε µετ τηισ προχεδυρε ιν σχηοολ βυτ µαψ
στιλλ νοτ ρεχογνιζε τηισ αππλιχατιον. Ιν τηε χασε οφ ουρ λαστ εξαµπλε, 56,832,
τηε προχεσσινγ ωουλδ λοοκ λικε τηε φολλοωινγ.

Ωε ⇒ρστ ωριτε 10 ρεπρεσεντινγ τηε δεχιµαλ βασε, ανδ σεπαρατελψ τηε
διγιτσ ιν ουρ νυµβερ, 56832. Βελοω τηισ ωε λεαϖε σπαχε ανδ δραω α ηορι−
ζονταλ λινε:

10 ) 5 6 8 3 2

Νοω ωε σταρτ τηε προχεσσ βψ σιµπλψ βρινγινγ δοων τηε ⇒ρστ διγιτ, ιν
τηισ χασε 5:

10 ) 5 6 8 3 2

5

2Τηισ αλγοριτηµ ισ δεσιγνεδ το ηανδλε τηε ινπυτ οφ ιντεγερσ ονλψ. Ιτ µυστ, οφ χουρσε, βε

εξτενδεδ το ηανδλε δεχιµαλσ λικε 35.47.
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Νεξτ ωε µυλτιπλψ τηε 5 ιν τηε λοωεστ ροω βψ τηε 10 βασε ανδ ρεχορδ
τηε προδυχτ (50) υνδερ τηε 6:

10 ) 5 6 8 3 2

50

5

Αδδ τηισ σεχονδ χολυµν ανδ πλαχε τηε συµ (56) βελοω ιτ. Νοτιχε τηατ
τηισ µυλτιπλιχατιον ανδ αδδιτιον χορρεσπονδσ το ουρ αλγοριτηµ στεπ οφ 5 ∗
10 + 6:

10 ) 5 6 8 3 2

50

5 56

Νοω ρεπεατ τηεσε τωο στεπσ�µυλτιπλψ βψ 10 υπ το τηε ριγητ, τηεν συµ
δοων. Ιφ ψου φολλοω τηε αλγοριτηµ ωιτη χαρε, ψουρ ⇒ναλ ρεσυλτ σηουλδ λοοκ
λικε τηισ

10 ) 5 6 8 3 2

50 560 5680 56830

5 56 568 5683 56832

ανδ τηε νυµβερ ψου σεεκ ισ ατ τηε ενδ οφ τηε προχεσσ. Νοτε τηατ τηισ
προχεδυρε αϖοιδσ ωριτινγ ιν αλλ τηοσε παρεντηεσεσ.

Ωε ηαϖε σεεν τηατ δεχιµαλ ιντεγερσ χαν βε ωριττεν ιν τωο φορµσ. Ιτ ισ
υσεφυλ το νοτε τηατ αλγεβραιχ εξπρεσσιονσ χαλλεδ πολψνοµιαλσ µαψ σιµιλαρλψ
βε ωριττεν ιν τηεσε τωο φορµσ. Τηυσ, φορ εξαµπλε

9x4 + 2x3 − 8x2 + 7x − 4 = (((9x + 2)x − 8)x + 7)x − 4

Ψου χαν χηεχκ τηισ βψ µυλτιπλψινγ ουτ τηοσε παρεντηεσεσ οφ τηε ριγητ
σιδε ονε ατ α τιµε, οφ χουρσε ωορκινγ φροµ τηε ινσιδε ουτ:

(((9x + 2)x − 8)x + 7)x − 4

((9x2 + 2x − 8)x + 7)x − 4

(9x3 + 2x2 − 8x + 7)x − 4

9x4 + 2x3 − 8x2 + 7x − 4
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Τηισ, τοο, µαψ βε δεϖελοπεδ βψ σψντηετιχ συβστιτυτιον, βυτ ωιτη x ρεπλαχ−
ινγ τηε 10 οφ ουρ δεχιµαλ εξαµπλε, ωε ηαϖε

x ) 9 2 −8 7 −4

9x 9x2 + 2 9x3 + 2x2 − 8x 9x4 + 2x3 − 8x2 + 7x

9 9x + 2 9x2 + 2x − 8 9x3 + 2x2 − 8x + 7 9x4 + 2x3 − 8x2 + 7x − 4

Ψου ηαϖε σεεν ηερε ηοω τηε αππαρεντλψ σιµπλε αχτ οφ εντερινγ α νυµβερ
ιν ψουρ χαλχυλατορ λεαδσ το σοµε υνεξπεχτεδ µατηεµατιχαλ προχεσσινγ. Ψου
ωιλλ σοον σεε τηατ τηισ νυµβερ προχεσσινγ ωιλλ βε υσεφυλ ιν α διφφερεντ
χοντεξτ.

ΤΗΕ ΣΕΧΟΝ∆ ΠΡΟΒΛΕΜ

Τηισ σιδε τριπ ωιλλ τακε ψου βαχκ το ελεµενταρψ σχηοολ, ωηερε ψου ⇒ρστ
τοοκ υπ τηε τοπιχ οφ διϖισιον.

Ιφ ψου τηινκ βαχκ το τηατ τιµε, ηοπεφυλλψ ψου ωιλλ ρεχαλλ τηατ, αφτερ ψου
στυδιεδ διϖισιον εξερχισεσ τηατ �χαµε ουτ εϖεν� λικε 14/7 ανδ 35/5, ψου
φουνδ τηατ σοµε εξερχισεσ λεφτ ρεµαινδερσ (Ρ) ασ ιν:

6 Ρ 1 ανδ 7 Ρ 8

2) 13 10) 78

ορ, ιφ ωριττεν ιν �λονγ διϖισιον� φορµ:

6 ανδ 7

2) 13 10) 78
12 70

1 Ρ 8 Ρ

Τηε ιντροδυχτιον οφ φραχτιονσ ανδ, λατερ, δεχιµαλσ σοον ρεπλαχεδ τηοσε
χαλχυλατιονσ, ανδ Ι συσπεχτ τηατ µανψ ρεαδερσ ωιλλ ηαϖε φοργοττεν τηεµ.
Ασκεδ το χαλχυλατε 13 διϖιδεδ βψ 2 ορ ον ψουρ χαλχυλατορ 13/2, ψου ωουλδ
ανσωερ 61

2
ορ 6.5, ανδ ασκεδ το χαλχυλατε 78/10, ψου ωουλδ ανσωερ 74

5
ορ

7.8. Το ανσωερ 6 ρεµαινδερ 1 ανδ 7 ρεµαινδερ 8 το τηοσε ρεθυεστσ νοω
σεεµσ σιλλψ, χηιλδιση, ορ εϖεν µισλεαδινγ.

Φορ µανψ προγραµµινγ αππλιχατιονσ, ηοωεϖερ, τηοσε χαλχυλατιονσ αρε
φαρ φροµ σιλλψ. Ιν φαχτ, ασ ψου ωιλλ σεε λατερ, τηεψ ωιλλ προϖε εξτρεµελψ
υσεφυλ το υσ ιν α νυµβερ οφ σεττινγσ.

Ιτ τυρνσ ουτ τηατ ιτ ισ α βιτ χοµπλιχατεδ το χαλχυλατε τηοσε ιντεγερ θυο−
τιεντσ ανδ ρεµαινδερσ. Ιφ ψου τρψ, φορ εξαµπλε, το διϖιδε 13 βψ 2 ωιτη τηε
χαλχυλατορ, ψου οβταιν τηε εξπεχτεδ δεχιµαλ θυοτιεντ 6.5 ανδ χερταινλψ νοτ
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6 ρεµαινδερ 1. Ψου νεεδ το δο σοµετηινγ θυιτε διφφερεντ το οβταιν τηατ
ανσωερ.

Τηερε ισ α µατηεµατιχαλ φυνχτιον τηατ ηελπσ υσ ωιτη τηισ σιτυατιον.
Ματηεµατιχιανσ χαλλ ιτ τηε γρεατεστ ιντεγερ φυνχτιον (σηορτ φορ τηε �γρεατ−
εστ ιντεγερ λεσσ τηαν ορ εθυαλ το� φυνχτιον) βυτ χοµπυτερ σχιεντιστσ χαλλ
ιτ µορε σιµπλψ �⇓οορ� ανδ µανψ χαλχυλατορσ χαλλ ιτ int. Ιν ελεµενταρψ
σχηοολ τερµσ ψου χαν βεστ τηινκ οφ τηισ φυνχτιον ασ �ρουνδινγ δοων.� Φορ
τηε ποσιτιϖε νυµβερσ ωε αρε δεαλινγ ωιτη ηερε, ιτ ισ ενουγη το τηινκ
οφ τηισ ασ σιµπλψ δροππινγ τηε φραχτιοναλ παρτ. Φορ νεγατιϖε νυµβερσ,
ηοωεϖερ, ρουνδινγ δοων δοεσν�τ ωορκ τηατ ωαψ; τηυσ int(π) = 3, βυτ
int(−π) = −4. Ιν ωηατ φολλοωσ, ωε ωιλλ υσε ιντ (σηορτ φορ τηε ιντεγερ
παρτ) το ρεπρεσεντ τηισ φυνχτιον.3

Ιφ ψου ωαντ τηε ωηολε−νυµβερ θυοτιεντ οφ 13 διϖιδεδ βψ 2, τηεν, ψου νεεδ
ονλψ εντερ int(13/2). Ψουρ χαλχυλατορ σηουλδ τηεν δισπλαψ 6. Φορ int(78/10)
ιτ σηουλδ δισπλαψ 7. Μορε γενεραλλψ, ιφ ψου ωαντ τηε ωηολε−νυµβερ θυοτιεντ
οφ α νυµβερ N διϖιδεδ βψ D, ψου ωουλδ εντερ int(N/D).

Βυτ νοω, ηοω δο ψου γετ τηατ ρεµαινδερ? Ωηεν διϖιδινγ βψ 2, α χοµ−
πλιχατεδ ωαψ ωουλδ βε το χηεχκ το σεε ιφ τηε διϖισιον �χοµεσ ουτ εϖεν�
βψ µεανσ οφ α τεστ λικε τηισ:

If N/2 = int(N/2)

Then 0→R

Else 1→R

End

Ιφ N = 12, τηεν N/2 ωουλδ εθυαλ int(N/2) βεχαυσε βοτη ωουλδ βε
6. Ιν τηισ χασε τηε ρεµαινδερ Ρ ωουλδ βε σετ εθυαλ το 0 βψ τηε Then

ινστρυχτιον. Βυτ ιφ N = 13, N/2 ωουλδ εθυαλ 6.5 ανδ int(N/2) ωουλδ
εθυαλ 6. Σινχε 6.5 	= 6, ψου ωουλδ αππλψ τηε Else ινστρυχτιον, ωηιχη
ωουλδ γιϖε ψου α ρεµαινδερ οφ 1, ασ δεσιρεδ.

Τηισ αππροαχη ηασ σεϖεραλ λιµιτατιονσ. Ιτ ρεθυιρεσ µανψ ινστρυχτιον λινεσ,
χοντρολ στρυχτυρεσ, ανδ σοµε χοµπλεξ προχεσσινγ. Φαρ µορε ιµπορταντ, ιτ
ωορκσ ονλψ φορ διϖισιον βψ 2. Φορ οτηερ διϖισορσ, αδδιτιοναλ ρεµαινδερσ
αρε ποσσιβλε. Φορ εξαµπλε, 78/10 προδυχεσ α ρεµαινδερ οφ 8.

Α βεττερ αππροαχη ισ το φολλοω ωηατ ηαππενσ ωηεν ψου αχτυαλλψ χαρρψ
ουτ τηατ �λονγ διϖισιον� προχεσσ:

6 ανδ 7

2) 13 10) 78
12 70

1 Ρ 8 Ρ

3Βεωαρε, ηοωεϖερ; ψου µαψ ηαϖε α χαλχυλατορ ον ωηιχη int σιµπλψ δροπσ τηε δεχιµαλ

παρτ ανδ γιϖεσ α διφφερεντ ανσωερ φορ νεγατιϖε νυµβερσ. Ψου ωουλδ τηεν νεεδ το ωορκ

αρουνδ τηισ προβλεµ ιν ψουρ προγραµµινγ.
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Χονσιδερ ⇒ρστ, 13/2. Ρεχαλλ τηατ τηε θυοτιεντ ωασ οβταινεδ ασ int(13/2).
Το οβταιν τηε ρεµαινδερ, ψου µυλτιπλψ τηατ θυοτιεντ βψ 2, γιϖινγ 12, ανδ
συβτραχτ τηατ 12 φροµ 13. Ρεστατεδ ιν τερµσ οφ τηε θυοτιεντ int(13/2) ωε
χαλχυλατεδ, τηατ ωουλδ βε 13 − 2∗int(13/2).

Τηε σαµε προχεσσ αππλιεσ το 78/10. Τηε θυοτιεντ ισ int(78/10), ανδ τηε
ρεµαινδερ ισ τηε διϖιδενδ µινυσ 10∗int(78/10).

Τηισ προχεσσ ισ περφεχτλψ γενεραλ. Φορ ανψ ποσιτιϖε ιντεγερ N , τηε ρεµαιν−
δερ, Ρ, φορ N διϖιδεδ βψ D ισ Ρ = N − D∗int(N/D). Πιχτυρεδ, τηε
προχεσσ λοοκσ λικε τηισ:

int(N/D)

D ) N

D ∗ int(N/D)

N − D ∗ int(N/D)

Νοω ωε ηαϖε τηε µεανσ οφ ⇒νδινγ τηε θυοτιεντ ανδ ρεµαινδερ ωηεν
διϖιδινγ βψ D. Σινχε int(N/D) = Θ, ωε χαν υσε τηε τωο ινστρυχτιονσ:

int(N/D)→Q

N−D*Q→R

ορ, ιφ ωε αρε ιντερεστεδ ιν τηε ρεµαινδερ σεπαρατελψ, ωε χαν ωριτε

N−D*int(N/D)→R

Ιν χαρρψινγ ουτ σεριουσ µατηεµατιχαλ προγραµµινγ ψου ωιλλ ⇒νδ τηοσε
ινστρυχτιονσ ϖερψ υσεφυλ ανδ ωελλ ωορτη ρεµεµβερινγ.4 Ωηεν ψου νεεδ
τηεµ ιν τηισ τεξτ, ηοωεϖερ, Ι ωιλλ ρεχαλλ τηεµ φορ ψου.5

Βυτ νοω, ηαϖινγ χοµπλετεδ ουρ δετουρ ανδ αδδρεσσεδ ουρ τωο προβλεµσ,
ωε ωιλλ υσε ωηατ ωε ηαϖε δεϖελοπεδ το σηοω ηοω δεχιµαλ ανδ βιναρψ
νυµβερσ αρε ρελατεδ.

Ωηιλε τηισ ωιλλ προϖιδε εξαµπλεσ φορ προγραµσ, ιτ µυστ βε ποιντεδ ουτ
τηατ χαλχυλατορσ, υνλικε χοµπυτερσ, δο νοτ χαλχυλατε ιν βιναρψ. Ινστεαδ τηεψ
χαλχυλατε υσινγ βιναρψ−χοδεδ δεχιµαλ (ΒΧ∆) νυµβερ ρεπρεσεντατιον. Ιν
ΒΧ∆ ονλψ τηε διγιτσ οφ δεχιµαλσ αρε ρεπροδυχεδ ιν βιναρψ. Ιτ ωιλλ βε
χλεαρ ιν τηε χηαπτερσ τηατ φολλοω, ηοωεϖερ, τηατ τηεσε αλγοριτηµσ ιλλυστρατε
ιµπορταντ τασκσ.

4Ιν µανψ χοµπυτερ λανγυαγεσ ανδ ον µορε αδϖανχεδ χαλχυλατορσ, ψου χαν οβταιν τηε

ρεµαινδερ ιν τηε διϖισιον οφ N/D βψ υσε οφ τηε µοδυλο ορ µοδ φυνχτιον. Φορ εξαµπλε,

δεπενδινγ ον ψουρ σπεχι⇒χ προγραµµινγ λανγυαγε, ψου ωουλδ εντερ 78 µοδ 10 ορ

µοδ(78,10) το οβταιν τηε ρεµαινδερ 8.
5Ιν Αππενδιξ Ε ψου ωιλλ ⇒νδ αν αππλιχατιον οφ ιντεγερ διϖισιον το λονγ διϖισιον ανδ

εξπρεσσινγ φραχτιονσ ασ ρεπεατινγ δεχιµαλσ.
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ΒΙΝΑΡΨ ΝΥΜΕΡΑΤΙΟΝ

Ιν βασε τεν ωε ηαϖε τηε διγιτσ λεσσ τηαν τεν, τηατ ισ, 0 τηρουγη 9. Τηισ
Ηινδυ−Αραβιχ νυµερατιον φορµατ αππλιεσ το ανψ οτηερ νυµερατιον βασε ασ
ωελλ. Βασε σεϖεν ωουλδ υτιλιζε τηε σεϖεν διγιτσ λεσσ τηαν σεϖεν: 0 τηρουγη
6. Βασε τωελϖε, τηε δυοδεχιµαλ σψστεµ,6 νεεδσ τηε διγιτσ λεσσ τηαν τωελϖε:
0 τηρουγη 9 τογετηερ ωιτη τωο µορε διγιτσ το µακε τωελϖε. Τηε αδδιτιοναλ
διγιτσ φορ βασε τωελϖε αρε υσυαλλψ ωριττεν ωιτη τηε λεττερσ συχη ασ Α ανδ Β.
Βασε σιξτεεν, α βασε υσεδ ωιδελψ ιν χοµπυτερ σχιενχε, ρεθυιρεσ σιξ διγιτσ
ιν αδδιτιον το ουρ τεν το ρεπρεσεντ νυµβερσ. Τηυσ ψου ωουλδ χουντ ιν βασε
σιξτεεν: 1,2,3,4,5,6,7,8,9,Α,Β,Χ,∆,Ε,Φ,10,11, ανδ σο ον.

Ιτ ισ ωορτη γενεραλιζινγ τηεσε ιδεασ το αλλ βασε σψστεµσ ωιτη βασε N � 2.
Εαχη σψστεµ ρεθυιρεσ N διγιτσ, 0 τηρουγη N − 1, βυτ τηερε ισ νεϖερ ανψ
διγιτ φορ N , τηε νυµβερ βασε ιτσελφ. Ιν εϖερψ ονε οφ τηεσε σψστεµσ, τηε
νυµβερ N ιτσελφ ισ ωριττεν ασ 10.

Φολλοωινγ τηισ ρυλε, βασε τωο (τηε βιναρψ σψστεµ) υτιλιζεσ ονλψ τηε τωο
διγιτσ λεσσ τηαν τωο: 0 ανδ 1, ανδ τηε νυµβερ τωο ισ ωριττεν 10.

Ρεµαρκαβλψ, ωιτη ϕυστ τηισ παιρ οφ διγιτσ ωε χαν στιλλ ρεπρεσεντ αλλ τηε
ποσιτιϖε ιντεγερσ ανδ, ασ ωε ωιλλ σεε, βψ εξτενσιον, αλλ ρατιοναλ νυµβερσ,
βοτη ποσιτιϖε ανδ νεγατιϖε. Ωε χονχερν ουρσελϖεσ ηερε, ηοωεϖερ, ϕυστ ωιτη
τηοσε ποσιτιϖε ιντεγερσ ανδ ζερο.

Ωιτη ϖιρτυαλλψ εϖερψτηινγ οπερατινγ ελεχτρονιχαλλψ τοδαψ,7 σοµε υσεφυλ
ωορκινγ µεχηανισµσ αρε βεινγ λοστ το υσ. Ι οφφερ ονε οφ τηεσε ηερε: τηε
αυτοµοβιλε ορ µοτορχψχλε οδοµετερ. Υντιλ ελεχτρονιχσ τοοκ οϖερ, τηισ ωασ
α µεχηανιχαλ δεϖιχε µαδε υπ οφ ροτατινγ χψλινδερσ.

Τηοσε ολδ οδοµετερσ, α βρεακδοων οφ ωηιχη ισ δισπλαψεδ ιν Φιγυρε 2.2
οπερατεδ ον α σιµπλε πρινχιπλε. Τηε ριγητµοστ διαλ ωασ δριϖεν βψ α γεαρ
ατταχηεδ το ονε οφ τηε χαρ ορ βικε ωηεελσ. Ιτ τυρνεδ ασ διστανχε ωασ χοϖερεδ.
Βυτ τηισ διαλ ωασ ατταχηεδ το ιτσ νειγηβορ το τηε λεφτ ιν συχη α ωαψ τηατ ωηεν
τηατ ⇒ρστ διαλ τυρνεδ φροµ 9 βαχκ το 0, ιτ ροτατεδ τηε σεχονδ διαλ ονε διγιτ.

Συπποσε τηατ ψου ηαϖε τυρνεδ βαχκ τηε διαλσ το ζεροσ σο τηατ ψουρ
οδοµετερ δισπλαψ ισ 0000000.8 Ασ τηε ϖεηιχλε µοϖεσ φορωαρδ, ψου ωιλλ
τηεν δισπλαψ 0000001, 0000002, 0000003, υπ το 0000009, βυτ τηεν τηε
�χαρρψ� ωιλλ χοµε ιντο πλαψ ασ τηε ριγητµοστ διαλ τυρνσ φροµ 9 το 0 ανδ

6Βασε τωελϖε οχχυρσ ιν Ενγλιση µεασυρεµεντ�φορ εξαµπλε, 12 ινχηεσ ιν α φοοτ ορ α δοζεν

ανδ 12 δοζεν ιν α γροσσ. Βεχαυσε τηε νυµβερ 12 ηασ {1,2,3,4,6,12} ασ φαχτορσ ωηιλε 10

ηασ ονλψ {1,2,5,10} ανδ φορ οτηερ ρεασονσ, τηε ∆οζεναλ Σοχιετψ (φορµερλψ τηε ∆υοδεχιµαλ

Σοχιετψ) χοντινυεσ το αργυε φορ ωιδερ υσε οφ βασε τωελϖε. Το λεαρν µορε αβουτ τηε σοχιετψ

ανδ ιτσ ωορκ, ϖισιτ ιτσ ωεβσιτε: www.polar.sunynassau.edu/∼dozenal/.
7Ονε οφ τηε φεω δεϖιχεσ τηατ ωιλλ προβαβλψ νοτ σοον βε τακεν οϖερ βψ ελεχτρονιχσ ισ τηε

⇓υση τοιλετ οφ ψουρ ηοµε.
8Μανψ οδοµετερσ δισπλαψ τεντησ οφ α µιλε. Ωε χονσιδερ ονλψ ιντεγερσ ηερε.
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Φιγυρε 2.2 Α δεχιµαλ οδοµετερ.

0

1 0 1 1 0 0 1

1 0 1 1 0 0 1

Φιγυρε 2.3 Α βιναρψ οδοµετερ.

ψου νεξτ γετ 0000010. Σιµιλαρλψ, αφτερ τηε δισπλαψ ρεαχηεσ 0000019, τηατ
σαµε µεχηανισµ ωιλλ προδυχε 0000020.

Εαχη διαλ εξχεπτ τηε ονε ον τηε φαρ λεφτ ηασ τηισ σαµε χαρρψινγ µεχη−
ανισµ. Ωηεν ψου ρεαχη 0000099, φορ εξαµπλε, χαρριεσ ον βοτη τηε ριγητ−
ηανδ διαλσ χοµε ιντο πλαψ ανδ ψου γετ 0000100. Ι ρεχαλλ µψ βροτηερ ανδ
Ι, ασ ψουνγστερσ, βεινγ εξχιτεδ ωηενεϖερ α γρουπ οφ 9σ αππεαρεδ ανδ ωε
χουλδ ωατχη τηε τρανσιτιον το τηε νεξτ νυµβερ ωιτη µανψ οφ τηε διαλσ
ροτατινγ ατ τηε σαµε τιµε.

Α βιναρψ οδοµετερ ωουλδ ωορκ ιν τηε σαµε ωαψ εξχεπτ τηατ τηε νυµβερ
χορρεσπονδινγ το τηε δεχιµαλ 9 (τηε λαργεστ διγιτ) ισ, σινχε ωε ηαϖε ονλψ
0 ανδ 1, σιµπλψ 1. Εαχη οφ τηε οδοµετερ χψλινδερσ ωουλδ ηαϖε ϕυστ τωο
διγιτσ ον τηεµ, ανδ τηε ηοοκ το τηε νεξτ χψλινδερ το τηε λεφτ ωουλδ οπερατε
ωηενεϖερ α διαλ ωουλδ χηανγε φροµ 1 βαχκ το 0 (σεε Φιγυρε 2.3).

Λετ�σ σεε ηοω τηισ ωορκσ. Αγαιν ωε�λλ τυρν ουρ οδοµετερ βαχκ το ζεροσ
ιν ορδερ το βεγιν ωιτη 0000000. Ασ τηε ριγητµοστ διαλ τυρνσ, ωε�λλ ⇒ρστ
ηαϖε 0000001 ασ βεφορε, βυτ ηερε ωε αλρεαδψ νεεδ το ηαϖε τηατ ριγητµοστ
χψλινδερ χηανγε φροµ 1 το 0. Ωηεν ιτ δοεσ, ιτ πυλλσ τηε νεξτ διγιτ ωιτη
ιτ, ανδ ωε ηαϖε 0000010. Τηεν 0000011, βυτ τηισ ισ λικε τηε δεχιµαλ
0000099, ανδ ωηεν τηοσε ριγητ τωο χψλινδερσ χηανγε το ζεροσ, τηε νεξτ
διγιτ χηανγεσ το 1. Τηισ προδυχεσ 0000100.
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Φολλοωινγ τηισ ρυλε, ηερε αρε τηε συχχεσσιϖε βιναρψ ιντεγερσ. Ι οφφερ τηεµ
ωιτη τηε οδοµετερ ζεροσ ανδ τηεν ωιτηουτ τηεµ, τηε ωαψ ωε µορε οφτεν
τηινκ οφ νυµβερσ:

0000000 0
0000001 1
0000010 10
0000011 11
0000100 100
0000101 101
0000110 110
0000111 111
0001000 1000
0001001 1001 . . .

Τηυσ ωε ωουλδ χουντ ιν βιναρψ:9 1, 10, 11, 100, 101, . . . , ανδ τηεσε
βιναρψ νυµβερσ χορρεσπονδ το ουρ δεχιµαλ 1, 2, 3, 4, 5, . . . . Ηερε, τηεν,
αρε τηε δεχιµαλ νυµβερσ φροµ 1 το 20 ωιτη τηειρ χορρεσπονδινγ βιναρψ
νυµβερσ:

∆εχιµαλ Βιναρψ

1 1
2 10
3 11
4 100
5 101
6 110
7 111
8 1000
9 1001

10 1010
11 1011
12 1100
13 1101
14 1110
15 1111
16 10000

9Ιτ ισ νοτ α γοοδ ιδεα το ασσιγν τηε υσυαλ (δεχιµαλ) νυµβερ ωορδσ, λικε τεν φορ 10 ανδ

ελεϖεν φορ 11, το τηεσε βιναρψ νυµβερσ. ∆οινγ σο χαν λεαδ το χονφυσιον ωιτη δεχιµαλ

νυµερατιον. Ιτ ισ βεττερ το ρεαδ βιναρψ νυµβερσ διγιτ βψ διγιτ; τηυσ, 1101, φορ εξαµπλε,

ωουλδ βε ρεαδ �ονε ονε ζερο ονε� ορ µορε χοµµονλψ �ονε ονε οη ονε.� Τηυσ ψου ωουλδ

χουντ: �ονε, ονε οη, ονε ονε, ονε οη οη, ονε οη ονε,� ανδ σο ον.
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17 10001
18 10010
19 10011
20 10100

Ιφ βιναρψ νυµερατιον ισ νεω το ψου, τηοσε ιντεγερσ προβαβλψ σεεµ ωειρδ.
Εϖεν σο, ασ ψου λοοκ ατ τηεµ ψου σηουλδ ιµµεδιατελψ οβσερϖε σοµε
ιµπορταντ ρεγυλαριτιεσ. Νοτιχε ⇒ρστ, φορ εξαµπλε, τηατ αλλ τηε βιναρψ ιντεγερσ
ωιτη α 1 φολλοωεδ βψ αλλ ζεροσ χορρεσπονδ το τηε δεχιµαλ ιντεγερσ 2,
4, 8, ανδ 16, τηατ ισ, ποωερσ οφ 2. Τηεν νοτιχε τηατ τηε βιναρψ ιντεγερσ
ρεπρεσεντεδ βψ αλλ 1σ αρε αλωαψσ ονε λεσσ τηαν ποωερσ οφ 2.10 (Τηοσε αρε
λικε τηε νινεσ τηατ χηανγε το ζεροσ ον τηε δεχιµαλ οδοµετερ.)

Ωε νεεδ το αδδρεσσ ονε µορε µαττερ βεφορε ωε χονσιδερ ηοω το χηανγε
δεχιµαλσ το βιναρψ νυµβερσ ανδ βιναρψ νυµβερσ το δεχιµαλσ. Ωε σηουλδ
χλαριφψ τηε µαττερ οφ νοτατιον, φορ ιτ ισ ϖερψ εασψ το χονφυσε δεχιµαλ ανδ
βιναρψ νυµβερσ ιφ ωε αρε νοτ χαρεφυλ. Τηε βιναρψ 10 (�ονε οη�) ωηοσε
δεχιµαλ ϖαλυε ισ 2, φορ εξαµπλε, λοοκσ εξαχτλψ λικε τηε δεχιµαλ 10 (�τεν�)
ωηοσε ϖαλυε ισ ⇒ϖε τιµεσ γρεατερ. Ωε νεεδ το αϖοιδ χαλλινγ τηατ βιναρψ 10
�τεν.� Τηισ προβλεµ χαν βε µετ βψ αδδινγ α συβσχριπτ αφτερ α νυµβερ το
ινδιχατε ιτσ βασε ασ ιν τηε ασιδε αβοϖε. Τηυσ ωε χουλδ ωριτε: 20δεχιµαλ =
10100βιναρψ, ανδ ψου ωιλλ οχχασιοναλλψ σεε τηισ ωριττεν ασ: 2010 = 101002

ορ 20τεν = 10100τωο.
Τηερε ισ, οφ χουρσε, α προβλεµ ωιτη τηεσε λαττερ φορµσ βεχαυσε ψου

µυστ αγρεε βεφορεηανδ τηατ τηε συβσχριπτσ ωιλλ βε δεχιµαλ νυµβερσ. Ιν
ωηατ φολλοωσ Ι ωιλλ υσε τηε λαστ οφ τηεσε νοτατιονσ ονλψ ωηεν χονφυσιον
βετωεεν τηε βασεσ µιγητ αρισε. Μορε οφτεν τηε χοντεξτ ωιλλ µακε χλεαρ
ωιτη ωηατ βασε ωε αρε δεαλινγ.
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Τηε γρεατ ποωερ οφ τηε Ηινδυ−Αραβιχ νυµερατιον σψστεµ δεριϖεσ φροµ τηε
ιδεα οφ πλαχε ϖαλυε. Ωε µετ τηισ ιδεα εαρλιερ ωηεν ωε χονσιδερεδ ηοω
νυµβερσ αρε εντερεδ ιντο α χαλχυλατορ. Ιτ ισ ιµπορταντ το υνδερστανδ τηατ

10Χλεαρλψ, τηε νυµβερ οφ βιναρψ διγιτσ νεχεσσαρψ το ρεπρεσεντ α νυµβερ ισ λαργερ τηαν τηε

νυµβερ οφ δεχιµαλ διγιτσ. Ιν φαχτ, φορ 8 ανδ 9, φουρ τιµεσ ασ µανψ βιναρψ διγιτσ αρε ρεθυιρεδ,

1000 ανδ 1001. Βεχαυσε ωε ηαϖε ⇒ϖε τιµεσ ασ µανψ διγιτσ φορ δεχιµαλ νυµερατιον, ψου

µιγητ τηινκ τηατ�ασ α κινδ οφ τραδεοφφ�ψου ωουλδ οφτεν νεεδ ⇒ϖε τιµεσ ασ µανψ διγιτσ

ιν βιναρψ νοτατιον. Τηατ ισ νοτ τηε χασε. Ιν φαχτ αφτερ 9, ιτ ισ νεϖερ νεχεσσαρψ το υσε µορε

τηαν 3.5 τιµεσ ασ µανψ βιναρψ διγιτσ το ρεπρεσεντ α δεχιµαλ. Φορ τηοσε ιντερεστεδ ιν τηε

µατηεµατιχσ τηατ συππορτσ τηισ, Αππενδιξ Ο σηοωσ τηατ τηισ ρατιο οφ βιναρψ το δεχιµαλ

διγιτσ νεεδεδ το ρεπρεσεντ λαργε νυµβερσ αππροαχηεσ 1/ λογ 2 = 3.3219 . . . .
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τηισ σαµε πλαχε ϖαλυε σψστεµ αππλιεσ το βιναρψ νυµβερσ. Λετ�σ σεε ηοω
τηισ ωορκσ.

Ωε κνοω τηατ ωηεν ωε ωριτε 3649, τηοσε διγιτσ ηαϖε �πλαχε ϖαλυεσ�:

Τηουσανδσ Ηυνδρεδσ Τενσ Υνιτσ
3 6 4 9

Μοϖινγ το τηε λεφτ διγιτ βψ διγιτ, εαχη πλαχε χαρριεσ α ϖαλυε 10 τιµεσ
τηε πρεχεδινγ πλαχε.

Τηε σαµε τηινγ ισ τρυε φορ νυµβερσ ιν βιναρψ, εξχεπτ τηατ, ασ ωε προχεεδ
το τηε λεφτ τηε ϖαλυε οφ εαχη διγιτ ισ µυλτιπλιεδ βψ 2. Τηυσ, ιφ ωε ωριτε
1101, ωε ηαϖε:

Ειγητσ Φουρσ Τωοσ Υνιτσ
1 1 0 1

Τηερε ισ, οφ χουρσε, α προβλεµ ωιτη ωηατ Ι ηαϖε ωριττεν. Ονχε αγαιν, Ι
ηαϖε υσεδ δεχιµαλ ναµεσ, τηισ τιµε φορ τηοσε χολυµνσ. Τηε ωορδ �τωο� ισ
οκαψ ασ τηατ σερϖεσ τηε σαµε ρολε ιν τηε βιναρψ σψστεµ ασ τηε ωορδ �τεν�
δοεσ ιν τηε δεχιµαλ σψστεµ. Ιτ ισ τηε �φουρ� ανδ �ειγητ� τηατ χαυσε τηε
προβλεµ.

Ωε χαν γετ αρουνδ τηισ ιν τηε φολλοωινγ ωαψ. Ιν δεχιµαλ, ωε χουλδ
ηαϖε υσεδ εξπονεντσ ανδ εϖαλυατεδ 3649 ασ

Τεν3 Τεν2 Τεν Υνιτ
3 6 4 9

ανδ ιν βιναρψ ωε χουλδ ηαϖε ωριττεν

Τωο3 Τωο2 Τωο Υνιτ
1 1 0 1

Τηε χλεαρ σιµιλαριτψ βετωεεν τηεσε τωο εξπρεσσιονσ οφ πλαχε ϖαλυε συγ−
γεστσ τηατ ανψ Ηινδυ−Αραβιχ νυµβερ µαψ βε ωριττεν ιν πολψνοµιαλ φορµ. Ιφ
t ισ τηε βασε ωε αρε υσινγ, τηεν τηε δεχιµαλ νυµβερ 3649 µαψ βε εξπανδεδ
ασ 3t3 + 6t2 + 4t + 9, ωιτη t = 10, ανδ τηε βιναρψ νυµβερ 1101 µαψ βε
εξπανδεδ ασ 1t3 + 1t2 + 0t + 1, ωιτη t = 2.

Ωε ηαϖε, οφ χουρσε, χηεατεδ α βιτ ιν τηεσε τωο εξπρεσσιονσ. Ωε ηαϖε
αγαιν σλιππεδ ιντο δεχιµαλ µοδε ιν γιϖινγ τηε ϖαλυε οφ t . Τηισ σλιππαγε,
ηοωεϖερ, γιϖεσ υσ ονε µεανσ οφ χονϖερτινγ βιναρψ νυµβερσ το δεχιµαλ.
Σιµπλψ συβστιτυτινγ 2 φορ t (ασ ιν τηε σονγ) ιν τηε πολψνοµιαλ, 1t3 + 1t2 +



ΠΛΑΧΕ ςΑΛΥΕ ΑΝ∆ ΧΟΝςΕΡΣΙΟΝ 33

0t + 1, ανδ χαλχυλατινγ ιν δεχιµαλ, ωε οβταιν συχχεσσιϖελψ:

1 ∗ 23 + 1 ∗ 22 + 0 ∗ 2 + 1

1 ∗ 8 + 1 ∗ 4 + 0 + 1

13

ανδ ωε ηαϖε σηοων ωηατ ωε φουνδ ιν ουρ οδοµετερ χουντινγ, τηατ
1101τωο = 13τεν.

Φορ λαργερ νυµβερσ τηισ προχεσσ βεχοµεσ α βιτ χυµβερσοµε, σο ωε
χαν ινστεαδ δεαλ ωιτη ουρ πολψνοµιαλ βψ τηε λεφτ−το−ριγητ ρεπρεσεντατιον
ωε ιντροδυχεδ εαρλιερ ιν τηισ χηαπτερ; τηυσ 1t3 + 1t2 + 0t + 1 βεχοµεσ
((1t + 1)t + 0)t + 1, ωηιχη, εϖαλυατεδ ωιτη t = 2, γιϖεσ υσ

((1 ∗ 2 + 1) ∗ 2 + 0)2 + 1

((3 ∗ 2) ∗ 2 + 1

6 ∗ 2 + 1

13

Τηισ ισ µορε εασιλψ αχχοµπλισηεδ ωιτη τηε σψντηετιχ συβστιτυτιον φορµατ
ωε αλσο ιντροδυχεδ φορ τηε εϖαλυατιον οφ πολψνοµιαλσ. Το χηανγε 1101τωο

το δεχιµαλ βψ τηισ µεανσ, ωε σιµπλψ ωριτε

2 ) 1 1 0 1

ανδ φοργε αηεαδ. Ουρ ρεσυλτ ωιλλ λοοκ λικε τηισ:

2 ) 1 1 0 1

2 6 12

1 3 6 13

Φορ σµαλλ νυµβερσ, ειτηερ µετηοδ ισ εασψ το υσε, βυτ φορ νυµβερσ ωιτη
µανψ διγιτσ, σψντηετιχ συβστιτυτιον ισ φαρ εασιερ. Συπποσε, φορ εξαµπλε, τηατ
ωε ηαϖε τηε νυµβερ 101010101τωο, ωηιχη ωε ωιση το χονϖερτ το δεχιµαλ.
Τηε ωορκεδ−ουτ σψντηετιχ συβστιτυτιον ωουλδ αππεαρ λικε τηισ

2 ) 1 0 1 0 1 0 1 0 1

2 4 10 20 42 84 170 340

1 2 5 10 21 42 85 170 341

ανδ ωε ηαϖε εσταβλισηεδ τηατ 101010101τωο = 341τεν.
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Φορ τηε χαλχυλατορ το χαρρψ ουτ τηισ κινδ οφ µεχηανιστιχ χονϖερσιον, τηε
προχεσσ ισ στραιγητφορωαρδ. Αν αλγοριτηµ λικε τηε ονε ιντροδυχεδ το ρεαδ
νυµβερσ ιντο τηε χαλχυλατορ µαψ βε υσεδ:

Λεφτµοστ διγιτ → N

While διγιτσ ρεµαιν

νεξτ διγιτ → X

2N + X → N

End οφ λοοπ γοϖερνεδ βψ τηε While τεστ

Ηερε αρε προγραµ στεπσ τηατ ωιλλ χαρρψ ουτ τηισ αλγοριτηµ:

PROGRAM:BINDEC

: 0→N

: Prompt B Λεφτµοστ βιναρψ διγιτ
: While B=0 or B=1
: 2N+B→N

: Prompt B Νεξτ διγιτ, ορ εντερ 2 το ενδ λοοπ11

: End (While)

: Disp N

Τηατ ισ α ϖερψ σιµπλε προγραµ, βυτ ιτ ηασ ονε µαϕορ δραωβαχκ. Το υσε
ιτ, ψου ηαϖε το εντερ τηε βιναρψ διγιτσ ονε ατ α τιµε. Ωε ωουλδ λικε το
ηαϖε α προγραµ τηατ ωιλλ αλλοω ψου το εντερ ατ τηε προµπτ α βιναρψ ιντεγερ
λικε 1101 ανδ ηαϖε τηε προγραµ δισπλαψ 13 ιν ρεσπονσε.

Το σολϖε ουρ νεω προβλεµ ωε ωιλλ νοτ µοδιφψ ωηατ ωε ηαϖε δεϖελοπεδ,
βυτ ωιλλ σταρτ οϖερ ωιτη α διφφερεντ αππροαχη. Ωε�λλ νοω υσε τηε ιδεα οφ
πλαχε ϖαλυε ανδ ωορκ ουτ ουρ ανσωερ βψ εϖαλυατινγ τηε βιναρψ διγιτσ
βεγιννινγ ον τηε ριγητ.

Το χηανγε τηατ βιναρψ ιντεγερ 1101 ιντο δεχιµαλ, ωε ρεχαλλ ηοω ωε
ασσιγνεδ πλαχε ϖαλυε το τηατ νυµβερ:

Τωο3 Τωο2 Τωο Υνιτ
1 1 0 1

Ωε νοω σιµπλψ ασσιγν τηε δεχιµαλ ϖαλυεσ το τηε πλαχε ϖαλυεσ:

23 22 2 1
1 1 0 1

11Τηισ προγραµ δοεσ νοτ φολλοω τηε αλγοριτηµ βεχαυσε ψου ηαϖε νο προγραµµινγ τοολ

το τεστ ωηετηερ B ισ 0 ορ 1. Τηε εντρψ οφ 2 (ορ ανψ νυµεριχαλ ϖαλυε νοτ ονε ορ τωο)

τριχκσ τηε προγραµ ιντο ενδινγ τηε λοοπ. Αλτηουγη τηε αλγοριτηµ�σ τεστ ισ νοτ αϖαιλαβλε

ασ α προγραµµινγ στεπ, ψουρ χαλχυλατορ ηασ ιτ ιντερναλλψ. Αλσο τηε νονπρογραµ χοµ−

µεντσ αππεαρ ον τηε ριγητ ιν ρεγυλαρ τεξτ φοντ το διστινγυιση τηεµ φροµ προγραµµινγ

λινεσ.
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Ηαϖινγ δονε τηατ, ωε χαν εασιλψ αδδ υπ ουρ δεχιµαλ ϖαλυεσ. Ωορκινγ
φροµ τηε ριγητ, ωε ηαϖε

1 ∗ 1 = 1
0 ∗ 2 = 0

1 ∗ 22 = 1 ∗ 4 = 4

1 ∗ 23 = 1 ∗ 8 = 8
Συµ = 13

Το αχχοµπλιση αλλ τηατ, τηινγσ γετ α λιττλε τριχκψ. Φιρστ, ωε νεεδ α ωαψ
το πιχκ οφφ τηε διγιτσ ονε ατ α τιµε.

Το γετ τηε υνιτσ διγιτ, U , φροµ B = 1101, ωε υσε τηε προγραµ λινε
B−10*int(B/10)→U.

Βψ νοω ψου σηουλδ ρεχογνιζε ωηατ τηατ ινστρυχτιον ισ δοινγ. Ιτ ισ ⇒νδινγ
τηε ρεµαινδερ ωηεν B ισ διϖιδεδ βψ 10, βψ τηε προχεσσ ωε ιντροδυχεδ
εαρλιερ ιν τηισ χηαπτερ. Ανδ ινδεεδ, ιφ ψου διϖιδε 1101 βψ 10, ψου γετ α
ρεµαινδερ οφ 1.12

Νοω ωε ωαντ το µοϖε ον το τηε νεξτ διγιτ. Ιν ορδερ το τρεατ ιτ ασ τηε
υνιτσ διγιτ οφ α νυµβερ, ωε νεεδ το γετ ριδ οφ τηατ 1 ωε ηαϖε αλρεαδψ υσεδ
ανδ χηανγε 1101 το 110. Ονχε αγαιν, ωε αππλψ ιντεγερ διϖισιον: 110 ισ
τηε ιντεγερ θυοτιεντ ωηεν ψου διϖιδε 1101 βψ 10. Τηυσ ουρ νεω ϖαλυε οφ
B ισ οβταινεδ βψ int(B/10)→B.

Ωε αλσο νεεδ α µεχηανισµ το µυλτιπλψ τηε διγιτσ ωε οβταιν φροµ εαχη
πλαχε βψ τηε αππροπριατε ποωερ οφ 2. Το δο τηισ, ωε σετ α ϖαλυε φορ τηε
εξπονεντ, E, το 0 ατ τηε ουτσετ, σινχε τηε υνιτσ διγιτ ωιλλ βε µυλτιπλιεδ βψ
20 = 1. Τηεν ωε ωιλλ ινχρεασε τηισ εξπονεντ βψ ονε ασ ωε εϖαλυατε εαχη
συβσεθυεντ διγιτ.

Ηερε, τηεν, ισ τηε προγραµ το αχχοµπλιση αλλ τηισ:

PROGRAM:BINDEC2

: 0→D

: 0→E

: Prompt B

: While B>0

: B−10*int(B/10)→U Σπλιτ οφφ α διγιτ.
: U*2^E+D→D Εϖαλυατε τηε διγιτ.
: int(B/10)→B �Ρεµοϖε� τηατ διγιτ.
: E+1→E Ινχρεασε τηε εξπονεντ.
: End (While)

: Disp D

12Αλερτ ρεαδερσ µαψ βε χονχερνεδ ηερε. Ωε αρε αππλψινγ δεχιµαλ διϖισιον το α βιναρψ

νυµβερ. Ρεχαλλ τηατ ιν βιναρψ, ηοωεϖερ, τηε βασε τωο ισ ωριττεν 10, ϕυστ ασ ιν δεχιµαλ

τηε βασε τεν ισ ωριττεν 10. ∆εσπιτε τηισ, ψου χαν φολλοω τηε αργυµεντ βψ τηινκινγ οφ τηε

διϖισιον ασ ιτ ωουλδ βε χαλχυλατεδ ιν δεχιµαλ φορµ.



36 ΝΥΜΒΕΡΣ, ΑΛΓΟΡΙΤΗΜΣ, ΑΝ∆ ΠΡΟΓΡΑΜΣ

Ωε ηαϖε νοω σολϖεδ τηε ⇒ρστ οφ ουρ τωο προβλεµσ. Ψου χαν χονϖερτ α
βιναρψ νυµβερ το α δεχιµαλ νυµβερ βψ µεανσ οφ τηισ προγραµ. Ωε αρε
λεφτ ωιτη τηε ρεϖερσε προβλεµ, χονϖερτινγ α δεχιµαλ νυµβερ το βιναρψ.
Αλτηουγη τηε προχεσσ ισ νοτ χοµπλιχατεδ ονχε ωε ϕυστιφψ ιτ, τηατ ϕυστι⇒χα−
τιον ωιλλ τακε σοµε εφφορτ.

Ωε βεγιν ωιτη α φαµιλιαρ εξαµπλε: χονϖερτ 13τεν το βιναρψ. (Ψου κνοω
τηε ανσωερ, οφ χουρσε, βεχαυσε ψου ϕυστ σαω ηοω το χονϖερτ ιν τηε οτηερ
διρεχτιον.) Ωε χαν δο τηισ βψ ωορκινγ βαχκωαρδ τηρουγη τηε σψντηετιχ
διϖισιον ωε υσεδ το χονϖερτ φροµ βιναρψ το δεχιµαλ. Ατ ⇒ρστ ωε κνοω
ονλψ τηε φολλοωινγ:

2 ) 1

1 13

Βυτ τηε φολλοωινγ φαχτσ αρε αϖαιλαβλε το υσ:

1. Αλλ τηε διγιτσ ιν τηε τοπ λινε ωιλλ βε 0σ ορ 1σ, βεχαυσε τηεψ ωιλλ βε
βιναρψ διγιτσ.

2. Αλλ τηε νυµβερσ ιν τηε σεχονδ λινε ωιλλ βε εϖεν, βεχαυσε τηεψ αρε
οβταινεδ βψ µυλτιπλψινγ τηε πρεϖιουσ συµ βψ 2.

Τηε ονλψ ωαψ ωε χουλδ οβταιν τηατ 13 τηεν ωουλδ βε το ηαϖε α 1 ιν
τηε τοπ λινε ανδ 12 βελοω ιτ. Τηατ γιϖεσ υσ

2 ) 1 1
12

1 13

Νοω ωε ασκ ουρσελϖεσ ηοω ωε οβταινεδ τηε 12. Ιτ ωασ τηε προδυχτ οφ
2 τιµεσ τηε πρεϖιουσ ϖαλυε ιν τηε βοττοµ λινε. Τηατ εντρψ µυστ τηεν ηαϖε
βεεν 6.

2 ) 1 1
12

1 6 13

Νοω ωε ρεπεατ τηε προχεσσ ωε υσεδ ωιτη 13. Τηατ 6 µυστ βε τηε συµ
οφ αν εϖεν νυµβερ πλυσ 0 ορ 1. Τηε ονλψ ποσσιβιλιτψ φορ τηισ ισ 0 + 6, ανδ
ωε ηαϖε:

2 ) 1 0 1
6 12

1 6 13
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Ρεπεατ τηισ προχεδυρε ιν τηε νεξτ χολυµν, ανδ ψου αρριϖε ατ τηε βιναρψ
ρεσυλτ, 1101, ιν τηε τοπ ροω.

2 ) 1 1 0 1
2 6 12

1 3 6 13

Υνφορτυνατελψ, τηατ ισ α ρατηερ χυµβερσοµε προχεσσ το φολλοω το χονϖερτ
δεχιµαλ το βιναρψ. Βυτ χαρεφυλ εξαµινατιον οφ τηε προχεσσ σηοωσ τωο
ιµπορταντ φαχτσ:

1. Ωηενεϖερ τηε νυµβερ ιν τηε λοωερ λινε ωασ οδδ, τηε διγιτ ιν τηε
τοπ λινε ωασ 1; ωηενεϖερ τηε νυµβερ ιν τηε τηιρδ λινε ωασ εϖεν, τηε
διγιτ ιν τηε τοπ λινε ωασ 0.

2. Ασ ωε προγρεσσ το τηε λεφτ αλονγ τηατ βοττοµ λινε, τηε ϖαλυεσ αρε τηε
ωηολε−νυµβερ θυοτιεντσ οβταινεδ βψ διϖιδινγ τηε πρεχεδινγ νυµβερσ
βψ 2. (τηε ρεµαινδερ ωασ αλρεαδψ υσεδ ανδ ισ νο λονγερ χονσιδερεδ.)13

Ωε χαν χοµβινε τηεσε τωο φαχτσ ιντο ονε προχεσσ βψ νοτιχινγ τηατ φαχτ
1 αβοϖε ισ εθυιϖαλεντ το

1′. Τηε νυµβερ ιν τηε τοπ λινε ισ τηε ρεµαινδερ ωηεν τηε νυµβερ ιν
τηε βοττοµ λινε ισ διϖιδεδ βψ 2.

Ιτ αππεαρσ τηατ ουρ ολδ φριενδ�διϖιδινγ βψ 2 το οβταιν θυοτιεντ ανδ
ρεµαινδερ�ισ τηε κεψ το τηισ χονϖερσιον, ανδ ινδεεδ τηατ ισ τηε χασε. Ιν
ουρ εξαµπλε ωε διϖιδε 13 βψ 2, πλαχινγ τηε θυοτιεντ, 6, το ουρ λεφτ ανδ
τηε ρεµαινδερ, 1, ιν ουρ ανσωερ. Τηεν ωε ρεπεατ τηισ προχεσσ ωιτη τηε 6,
ανδ σο ον.

Το χηανγε τηε δεχιµαλ νυµβερ 13 το βιναρψ, τηεν, ωε ωουλδ γο τηρουγη
τηε φολλοωινγ στεπσ

13/2 = 6 Ρ 1

6/2 = 3 Ρ 0

3/2 = 1 Ρ 1

1/2 = 0 Ρ 1

13Ψου χαν χηεχκ τηεσε ποιντσ ουτ ωιτη τηε πρεϖιουσ ανδ λονγερ σψντηετιχ συβστιτυτιον

εξαµπλε εσταβλισηινγ τηε εθυιϖαλενχε οφ 101010101τωο = 341τεν.
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ανδ ωε ωουλδ τακε τηοσε ρεµαινδερσ ιν ρεϖερσε ορδερ το οβταιν τηε βιναρψ
νυµβερ 1101.

Ηαππιλψ, ωε ηαϖε δεϖελοπεδ τηε προχεδυρε το οβταιν τηε θυοτιεντ ανδ
ρεµαινδερ ωηεν διϖιδινγ βψ 2. Ωε χαν υσε τηε φολλοωινγ τωο προγραµµινγ
λινεσ:

int(D/2)→Q

D−2Q→R

Ωε µυστ νοω αδδρεσσ τηε σεχονδ προβλεµ. Ιτ ισ ονε οφ ρεπρεσεντατιον.
Ρεµεµβερ τηατ ουρ προχεδυρε οφ συχχεσσιϖε διϖισιονσ γαϖε υσ τηε διγιτσ,
βυτ ιν ρεϖερσε ορδερ. Ωε χερταινλψ δον�τ ωαντ το ενδ υπ ωιτη τηε βιναρψ
νυµβερ ωιτη ιτσ διγιτσ ρεϖερσεδ, σο ωε νεεδ τακε ιντο αχχουντ τηισ ορδερινγ.

Ωε χαν ρεσπονδ το τηισ προβλεµ ϕυστ ασ ωε διδ ιν ουρ προγραµ χηανγινγ
βιναρψ ιντεγερσ το δεχιµαλ ιντεγερσ.

Ωε�ρε νοω ρεαδψ φορ α φυλλ προγραµ το χηανγε α δεχιµαλ νυµβερ το
βιναρψ:

PROGRAM:DECBIN

: 0→B

: 0→E

: Prompt D

: While D>0

: D−2∗int(D/2)→U Σπλιττινγ οφφ α βιναρψ διγιτ
: U*10^E+B→B Βυιλδινγ τηε βιναρψ νυµβερ
: int(D/2)→D Ελιµινατινγ τηε δεχιµαλ διγιτ
: E+1→E Ινχρεασινγ τηε εξπονεντ
: End (While)

: Disp B

Ουρ τωο προγραµσ BINDEC2 ανδ DECBIN αλλοω υσ το χηανγε βαχκ ανδ
φορτη βετωεεν βιναρψ ανδ δεχιµαλ ιντεγερσ. Αλτηουγη ωε δο νοτ νεεδ τηεσε
προγραµσ φορ προχεσσινγ λαργε νυµβερσ ιν χαλχυλατορσ, ωε ωιλλ ⇒νδ τηατ
τηε ιδεασ τηατ τηοσε προγραµσ ιλλυστρατε ωιλλ οχχυρ αγαιν ανδ αγαιν ιν τηε
χηαπτερσ τηατ φολλοω.

Ι χονχλυδε τηισ χηαπτερ ωιτη α βριεφ χοµµεντ αβουτ βιναρψ−χοδεδ δεχ−
ιµαλσ (ΒΧ∆σ), φορ τηατ ισ τηε ωαψ νυµβερσ αρε εντερεδ ανδ προχεσσεδ ιν
χαλχυλατορσ. Ιν τηισ σψστεµ εαχη δεχιµαλ διγιτ ισ ινδιϖιδυαλλψ τρανσλατεδ το
βιναρψ. Τηυσ 3972015 ωουλδ βε ρεπρεσεντεδ ασ

0011 1001 0111 0010 0000 0001 0101

Νοτιχε ηοω φουρ βιναρψ διγιτσ αρε υσεδ φορ εαχη δεχιµαλ διγιτ. Χοµ−
πυτερσ δο νοτ υσε τηισ ρεπρεσεντατιον βεχαυσε σπαχε ισ σαϖεδ υσινγ φυλλ
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βιναρψ ρεπρεσεντατιον. Φορ εξαµπλε, σεϖεν−διγιτ νυµβερσ ιν ρεγυλαρ βιναρψ
ρεπρεσεντατιον ωουλδ ρεθυιρε ονλψ 24 διγιτσ ασ οπποσεδ το τηε 28 διγιτσ
οφ ΒΧ∆.

Τηερε ισ µορε ινφορµατιον αβουτ τηε ελεχτρονιχσ τηατ συππορτ βιναρψ προ−
χεσσινγ ιν Αππενδιξεσ Φ ανδ Γ, ανδ σοµε ινσιγητ ιντο ηοω χαρριεσ µιγητ
βε ηανδλεδ φορ ΒΧ∆ αριτηµετιχ µαψ βε ιντερπρετεδ φροµ τηε δισχυσσιον οφ
µυλτιπλιχατιον οφ λαργε νυµβερσ ιν Αππενδιξ Λ.



3
ΙΝΤΕΓΕΡ ΠΟΩΕΡΣ

Τηε µοστ ποωερφυλ φορχε ιν τηε υνιϖερσε ισ χοµπουνδ ιντερεστ.

�Αλβερτ Εινστειν

Ιντεγερ ποωερσ1 αρε το µυλτιπλιχατιον ασ µυλτιπλιχατιον ισ το αδδιτιον. ϑυστ
ασ ωε ηαϖε φορ αδδιτιον

b + b + b + b + b = 5b

ωε ηαϖε φορ µυλτιπλιχατιον:

b ∗ b ∗ b ∗ b ∗ b = b5

Τηυσ ιτ ισ θυιτε ρεασοναβλε, ιφ ωε τηινκ οφ µυλτιπλιχατιον ασ µυλτιπλε αδδι−
τιον, το τηινκ οφ ποωερσ ασ α κινδ οφ µυλτιπλε (µυλτιπλε αδδιτιον).

Τηερε αρε σεϖεραλ ωαψσ το δε⇒νε ιντεγερ ποωερσ. Τηε µοστ χοµµον
ονε ισ τηε ονε ωε αλλ λεαρνεδ ιν σχηοολ:

bn = 1 ∗ b ∗ b ∗ · · · ∗ b φορ ιντεγερ n ≥ 0

\ n φαχτορσ /

Ψουρ δε⇒νιτιον µαψ νοτ ηαϖε ηαδ τηατ 1 ατ τηε βεγιννινγ, βυτ ιτ αλλοωσ
υσ το ινχλυδε n = 0 ασ ωελλ ασ ιντεγερσ n > 0 ιν ουρ δε⇒νιτιον. Νοω τηε
δε⇒νιτιον χον⇒ρµσ τηατ b5 = b ∗ b ∗ b ∗ b ∗ b, βυτ ιτ αλσο ρεσολϖεσ τηε χασε
ωηερε ωε ηαϖε νο φαχτορσ, b0 = 1.

1Ιν χοµµον υσαγε, τηε ωορδ ποωερ σιµπλψ µεανσ στρενγτη. Ιν µατηεµατιχσ ποωερ ανδ

εξπονεντ ηαϖε διστινχτ µεανινγσ. Ιν τηε εξπρεσσιον be = p, b ισ τηε βασε, e τηε εξπονεντ

ανδ p τηε ποωερ. Τηυσ, φορ εξαµπλε, τηε ποωερσ οφ 5 ινχλυδε 5, 25, 125, 625, ανδ σο ον.

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.

40
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Αν αλτερνατε δε⇒νιτιον ηασ τωο παρτσ:

b0 = 1, bn+1 = bn ∗ b, φορ ιντεγερ n ≥ 0

Τηισ ισ χαλλεδ α ρεχυρσιϖε δε⇒νιτιον βεχαυσε ψου µυστ βυιλδ (ορ ρεχυρ) τηε
ϖαλυεσ το ρεαχη τηε ϖαλυε ψου ωιση το δετερµινε.

Συπποσε, φορ εξαµπλε, τηατ ψου ωιση το δετερµινε b3 βψ τηισ δε⇒νιτιον.
Τηερε αρε τωο ωαψσ το δο τηισ. Ιν τηε ⇒ρστ, σταρτ ωιτη b0 = 1. Νοω λετ
n = 0 το γιϖε b1 = b0+1 = b0 ∗ b = 1 ∗ b = b. Νεξτ λετ n = 1 το γιϖε
b2 = b1+1 = b1 ∗ b1 = b ∗ b. Φιναλλψ λετ n = 2 το γιϖε b3 = b2+1 = b2 ∗
b1 = b ∗ b ∗ b.

Ωιτηουτ αλλ τηατ δισχυσσιον, τηισ µετηοδ βυιλδσ ιν ρεχυρσιϖε στεπσ:
b0 = 1, b1 = b, b2 = b ∗ b, b3 = b ∗ b ∗ b.

Τηε σεχονδ ωαψ ισ το ωορκ βαχκωαρδ. Ωε ωαντ b3 = b2+1, σο λετ
n = 2 ιν τηε δε⇒νιτιον. Τηε δε⇒νιτιον τελλσ υσ τηατ b2+1 = b2 ∗ b, βυτ
b2 = b1+1 = b ∗ b1. Χοµβινινγ τηεσε γιϖεσ υσ b3 = b ∗ b ∗ b1. Φιναλλψ
b1 = b0+1 = b0 ∗ b = 1 ∗ b; τηισ λαστ ονε ισ φροµ τηε ⇒ρστ παρτ οφ τηε δεφ−
ινιτιον. Συβστιτυτινγ τηισ ιν b3 = b ∗ b ∗ b1 γιϖεσ υσ b3 = b ∗ b ∗ b ∗ 1 ορ
σιµπλψ b ∗ b ∗ b.

Αγαιν, σιµπλιφψινγ τηισ προχεδυρε, τηε ποωερ βρεακσ δοων ασ b3 =
b2 ∗ b = b1 ∗ b ∗ b = b ∗ b ∗ b.

Τηισ µαψ αλλ σεεµ λικε α γρεατ δεαλ οφ εφφορτ το αρριϖε ατ σοµετηινγ τηατ
ωε κνεω το βε µυχη εασιερ φροµ ουρ ⇒ρστ δε⇒νιτιον. Ιτ τυρνσ ουτ το βε
υσεφυλ φορ υσ το τηινκ οφ ποωερσ ιν τηισ ρεχυρσιϖε φορµ το βυιλδ α σιµπλε
προγραµ το χαλχυλατε τηεµ.

Ηερε ισ α προγραµ φορ χαλχυλατινγ BE φορ ποσιτιϖε ιντεγερ E:

PROGRAM:POSIPOW2

: Prompt B,E

: 1→P

: For (I,1,E)

: P*B→P

: End (For)

: Disp P

Ι χονσιδερ τηατ προγραµ α περφεχτ γεµ. Ιτ ισ σιµπλιχιτψ ιτσελφ. Ονχε τηε
ϖαλυεσ οφ B ανδ E αρε εντερεδ ιν τηε ⇒ρστ στεπ, τηε ποωερ P ισ σετ εθυαλ
το 1 ανδ ψου εντερ τηε For λοοπ. Εαχη τιµε ψου πασσ τηρουγη τηισ For

2Ναµινγ προγραµσ, εσπεχιαλλψ ωηεν τηε νυµβερ οφ σψµβολσ αλλοωεδ ισ ρεστριχτεδ, ισ νοτ

αλωαψσ εασψ. Ηερε Ι ηαϖε ναµεδ τηισ προγραµ POSIPOW φορ ποσιτιϖε ιντεγραλ ποωερσ. Α

ρεαλ προβλεµ, ηοωεϖερ, ισ ρεµεµβερινγ ωηατ τηοσε αββρεϖιατιονσ ρεπρεσεντεδ ωηεν ψου

οριγιναλλψ ωροτε τηεµ.
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λοοπ, τηε χυρρεντ ϖαλυε οφ P ισ µυλτιπλιεδ βψ B. Ψου αρε βυιλδινγ τηε
ποωερ στεπ βψ στεπ ασ ιν τηε ρεχυρσιϖε δε⇒νιτιον.

Τηυσ ωε ηαϖε

Πασσ τηρουγη For λοοπ P

Βεφορε 1
1 B

2 B ∗ B

3 B ∗ B ∗ B

4 B ∗ B ∗ B ∗ B

. . . .

Νοτιχε τηατ τηε προγραµ εϖεν ωορκσ φορ E = 0. Ωηψ? Βεχαυσε, ωηεν
E = 0, τηε For λοοπ ισ νοτ χαλχυλατεδ. Τηε ϖαλυε οφ E ισ αλρεαδψ γρεατερ
τηαν τηε σταρτινγ ϖαλυε, 1, οφ τηε λοοπ. Τηυσ P ρεµαινσ υνχηανγεδ ανδ ωε
ηαϖε BE = 1.

Ιτ ισ ωορτη τυρνινγ ασιδε φορ α µοµεντ το σηοω τηατ µυλτιπλιχατιον
χαν αλσο βε δε⇒νεδ ρεχυρσιϖελψ ανδ χαλχυλατεδ βψ α ρελατεδ προγραµ. Α
ρεχυρσιϖε δε⇒νιτιον οφ µυλτιπλιχατιον βψ α ωηολε νυµβερ ισ:

0 ∗ a = 0, (n+1) ∗ a = a + n ∗ a φορ ιντεγερ a ≥ 0

Ωιτη τηισ δε⇒νιτιον ψου χαλχυλατε συχχεσσιϖελψ αφτερ 0 ∗ a = 0, 1 ∗ a =
a, 2 ∗ a = a + a, 3 ∗ a = a + a + a, ανδ σο ον. Τηε προγραµ τηατ ωουλδ
αχχοµπλιση τηισ ισ

PROGRAM:INTMULT

: Prompt A,N

: 0→P

: For (I,1,N)

: P+A→P

: End

: Disp P

Τηισ τιµε, οφ χουρσε, P αχχυµυλατεσ τηε προδυχτ, νοτ τηε ποωερ.
Ρετυρνινγ το ουρ προγραµ το χαλχυλατε ποωερσ οφ BE:

PROGRAM:POSIPOW

: Prompt B,E

: 1→P

: For (I,1,E)

: P*B→P

: End

: Disp P
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Σιµπλε τηουγη ιτ ισ, τηισ προγραµ ραισεσ αν ιµπορταντ ισσυε, ανδ τηε βεστ
ωαψ το εξποσε τηατ ισσυε ισ το χονσιδερ αν ηιστοριχαλ εξαµπλε.

Πετερ Μινυετ ισ χρεδιτεδ ωιτη πυρχηασε ιν 1626 οφ Μανηατταν Ισλανδ
φροµ λοχαλ Νατιϖε Αµεριχανσ φορ τρινκετσ ϖαλυεδ ατ ∃24. Ηοω ηιστοριανσ
αρριϖεδ ατ τηατ παρτιχυλαρ ϖαλυε ισ βεψονδ µε, βυτ ωε ωιλλ προχεεδ ωιτη
τηατ ωιδελψ πυβλισηεδ παψµεντ. Μανψ πεοπλε τηινκ οφ τηισ ασ α ∆υτχη
ριποφφ οφ υνινφορµεδ αβοριγινεσ. Βυτ συπποσε τηατ τηοσε Ινδιανσ ινϖεστεδ
τηειρ ∃24 (περηαπσ ιν ρεαλ εστατε; ιτ ωασ τοο εαρλψ φορ α χασινο) το προϖιδε
αν αννυαλ ρετυρν οφ 8%, ωηιχη τηεψ λεαϖε ινϖεστεδ το βε χοµπουνδεδ
αννυαλλψ. Ωηατ ωουλδ τηειρ ∃24 βε ωορτη ιν, σαψ, 2010?

Τηισ ισ α στανδαρδ ινϖεστµεντ προβλεµ. Τηε πρινχιπαλ, P , ισ µυλτιπλιεδ
βψ 1.08 εαχη ψεαρ το γιϖε α νεω P . Τηε φορµυλα το χαρρψ τηισ ουτ ισ
A = P(1 + R)N , ωιτη R τηε αννυαλ ρατε οφ ρετυρν ανδ N τηε νυµβερ οφ
ψεαρσ. Ιν τηισ χασε ωε ωουλδ ηαϖε A = 24(1.08)384.

Ωε χαν χαλχυλατε τηατ 1.08384 ωιτη ουρ ποωερ προγραµ, υσινγ B = 1.08
ανδ E = 384. Ιφ ψου ηαϖε εντερεδ τηατ προγραµ, ψου σηουλδ τρψ τηισ νοω,
ανδ ονχε ψου ηαϖε α ϖαλυε, χοµπαρε τηατ ϖαλυε ανδ τηε τιµε ιτ τοοκ το
χαλχυλατε ιτ ωιτη τηε ϖαλυε ανδ τιµε ψου γετ αν ανσωερ βψ κεψινγ ιν
1.08 ∧ 384 ΕΝΤΕΡ.

Τηε µατηεµατιχαλ ρεσυλτσ σηουλδ βε τηε σαµε: 6.834741711e12 ορ
6,834,741,711,000.3 Βυτ ωηιλε ψου αρριϖε ατ τηε σαµε ανσωερ, τηε τιµε
ιτ τακεσ φορ ψουρ προγραµ το ρυν ισ σιγνι⇒χαντλψ λονγερ τηαν τηε τιµε φορ
τηε �διρεχτ� χαλχυλατιον βψ υσινγ ψουρ χαλχυλατορ�σ ποωερ κεψ. Ωηατ αρε
τηοσε τιµεσ? Υσινγ α στοπωατχη, ον µψ χαλχυλατορ τηε προγραµ τοοκ 5.8
σεχονδσ, ωηιλε τηε κεψ γαϖε αν ανσωερ αλµοστ ινσταντανεουσλψ.

Χλεαρλψ ουρ προγραµ ισ σλοω χοµπαρεδ το τηε χαλχυλατορ�σ οων προχεσσ−
ινγ φορ λαργε ποωερσ, βυτ ιτ ισ στιλλ ϖερψ φαστ. Ιν τηισ ρεγαρδ ϕυστ τηινκ οφ
µυλτιπλψινγ 1.08 ∗ 1.08 ∗ 1.08 ∗ · · · ωιτη 384 φαχτορσ εϖεν υσινγ α χαλχυ−
λατορ. Ιν τηε προγραµ τηατ For λοοπ ισ πασσεδ τηρουγη 384 τιµεσ δυρινγ
τηατ 5.8 σεχονδσ; τηυσ (νοτ χουντινγ οτηερ στεπσ ιν τηε προγραµ) ιτ δοεσ
σο οϖερ 65 τιµεσ περ σεχονδ. Τηατ�σ φαστερ τηαν ψουρ ινχανδεσχεντ λιγητ

3Σχιεντι⇒χ νοτατιον γιϖεσ υσ τηε µεανσ το ρεπρεσεντ νυµβερσ τοο λαργε ορ τοο σµαλλ φορ αλλ

οφ τηειρ διγιτσ το βε ινχλυδεδ ιν τηε χαλχυλατορ δισπλαψ. Τηε e12 ατ τηε ενδ οφ τηισ νυµβερ

τρανσλατεσ ιντο ∗1012. Ρεχαλλινγ τηατ εαχη µυλτιπλιχατιον βψ 10 µοϖεσ τηε διγιτ ονε πλαχε

(το τηε ριγητ ωηεν ποσιτιϖε, το τηε λεφτ ωηεν νεγατιϖε), τηισ µεανσ τηατ τηε δεχιµαλ ποιντ

ιν 6.834741711 µυστ βε µοϖεδ το τηε ριγητ 12 πλαχεσ. Ονχε ωε γετ βεψονδ τηε λαστ διγιτ

δισπλαψεδ, 1 ιν τηισ χασε, ωε αφ⇒ξ ζεροσ. Τηε ζεροσ αρε νοτ µεαντ το βε χορρεχτ (ε.γ., α

µορε ποωερφυλ χοµπυτερ ωουλδ σηοω τηατ τηισ νυµβερ ωουλδ χοντινυε 384); ρατηερ, τηεψ

ινδιχατε τηε µαγνιτυδε οφ τηε νυµβερ. Ωηεν τηε σχιεντι⇒χ νοτατιον εξπονεντ ισ νεγατιϖε

ασ ιν 3.75e
−4, ωε ηαϖε 3.75 ∗ 10−4. Τηισ τιµε ωε µοϖε τηε δεχιµαλ ποιντ το τηε λεφτ

φουρ διγιτσ, αφ⇒ξινγ ζεροσ ωηεν νεχεσσαρψ το γιϖε .000375. Σχιεντι⇒χ νοτατιον αλσο γιϖεσ

σχιεντιστσ τηε αβιλιτψ το εξπρεσσ ηοω αχχυρατε α µεασυρεµεντ ισ.
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⇓ασηεσ εαχη σεχονδ.4 Νοτ βαδ, βυτ εϖεν σο νοτ ασ θυιχκ ασ ψουρ χαλχυλατορ�σ
ηαρδωιρεδ προγραµ.

Ωε χαν ιµπροϖε τηισ σπεεδ ιν στρικινγ φασηιον. Ηερε ισ α σοµεωηατ
µορε χοµπλιχατεδ προγραµ το δο τηισ:

PROGRAM:QINTPOW

: Prompt B,E

: 1→P

: While E>0

: E−2*int(E/2)→R

: If R=1
: P*B→P

: B*B→B

: int(E/2)→E

: End

: Disp P

Ιφ ψου τρψ τηατ προγραµ, ψου ωιλλ ⇒νδ τηατ ιτ χαλχυλατεσ 1.08384 αλµοστ ασ
φαστ ασ τηε ηαρδωιρεδ χαλχυλατορ προγραµ.

Το σηοω ψου ηοω τηατ προγραµ ωορκσ, Ι ωιλλ τακε ψου ον στιλλ ανοτηερ
διϖερσιον�α διϖερσιον φροµ α διϖερσιον ιν τηισ χασε. Ι προµισε το ρετυρν
το τιε τηινγσ υπ βψ τηε ενδ οφ τηε χηαπτερ.

Τηερε ισ αν ιντερεστινγ µετηοδ οφ µυλτιπλψινγ χαλλεδ δυπλατιον ανδ

µεδιατιον τηατ ωασ προβαβλψ υσεδ το µυλτιπλψ Ροµαν νυµεραλσ τωο µιλ−
λεννια αγο. Τηε µετηοδ ρεθυιρεσ ονλψ τηε αβιλιτψ το χαρρψ ουτ τηρεε σιµπλε
οπερατιονσ: µυλτιπλψ βψ 2, διϖιδε βψ 2, ανδ αδδ.

Συπποσε, φορ εξαµπλε, τηατ ωε ωιση το µυλτιπλψ 23 ∗ 35. Ωε ωριτε τηε
φαχτορσ ατ τηε ηεαδ οφ τωο χολυµνσ:

23 35

Νεξτ ωε διϖιδε τηε λεφτ χολυµν βψ 2, δισχαρδινγ ανψ ρεµαινδερ, ανδ µυλ−
τιπλψ τηε ριγητ χολυµν βψ 2. Ωε ωιλλ τηεν ηαϖε

23 35
11 70

Ωε χοντινυε ιν τηισ ωαψ υντιλ τηε λεφτ χολυµν ρεαχηεσ 1. Ωε ωιλλ τηεν ηαϖε

23 35
11 70
5 140
2 280
1 560

4Μοστ ινχανδεσχεντ λιγητσ ωορκ ατ 120 ηερτζ (Ηζ), ωηιχη µεανσ 120 χηανγεσ περ σεχονδ

ινχλυδινγ βοτη ον ανδ οφφ; τηυσ τηε λιγητ τυρνσ ον ανδ τηεν οφφ 60 τιµεσ περ σεχονδ.
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Νοω ωε δο σοµετηινγ στρανγε. Ωε χροσσ ουτ ανψ νυµβερ ιν τηε ριγητ
χολυµν οπποσιτε αν εϖεν νυµβερ ιν τηε λεφτ. Ιν τηισ χασε ωε ωουλδ χροσσ
ουτ τηε 280:

23 35
11 70
5 140
2 280
1 560

Φιναλλψ ωε σιµπλψ αδδ τηε νυµβερσ ρεµαινινγ ιν τηε ριγητ χολυµν το οβταιν
ουρ προδυχτ:

23 35
11 70
5 140
2 280
1 560

805

Νοτιχε τηατ, αλτηουγη τηε νυµβερσ αρε θυιτε διφφερεντ, τηισ µετηοδ αλσο
ωορκσ ωηεν ωε ιντερχηανγε τηε φαχτορσ:

35 23
17 46
8 92
4 184
2 368
1 736

805

Μορε εϖεν νυµβερ παρτνερσ χροσσεδ ουτ τηισ τιµε, βυτ τηε σαµε προδυχτ.
Ιφ ψου αρε εσπεχιαλλψ αλερτ, ψου ωιλλ νοτιχε τηατ τηισ προχεσσ ισ σιµιλαρ

το τηε ονε ωε υσεδ ιν Χηαπτερ 2 το χονϖερτ α δεχιµαλ νυµβερ το βιναρψ.
Ωε αρε, ιν φαχτ, δοινγ ϕυστ τηατ: χονϖερτινγ τηε νυµβερ ιν τηε λεφτ χολυµν
το βιναρψ.

Το σεε ωηατ ισ γοινγ ον ηερε, χονσιδερ αν εασψ θυεστιον: Ωηιχη οφ τηε
φολλοωινγ νυµβερσ ωουλδ χονϖερτ το α βιναρψ νυµβερ ωιτη α ονε ιν ιτσ
υνιτσ χολυµν: 3456 ορ 3457? Οφ χουρσε, τηε ανσωερ το τηατ θυεστιον ισ
3457. Βεχαυσε ιτ ισ οδδ, ιτ ηασ α βιναρψ διγιτ ονε ιν ιτσ υνιτσ χολυµν. Τηε
ρεστ οφ τηε χολυµνσ ρεπρεσεντ µυλτιπλεσ οφ 2. Εϖεν νυµβερσ ωουλδ ηαϖε
α ζερο ιν τηατ υνιτσ διγιτ. Νοω λετ�σ σεε ηοω τηατ αππλιεσ το 23 ∗ 35. Ωε
βεγαν βψ ωριτινγ 23 ανδ 35 ιν τωο χολυµνσ

23 35
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ανδ τηατ 23 = 2 ∗ 11 + 1. Ωε τακε χαρε οφ τηατ ρεµαινδερ οφ 1 (ορ βιναρψ
υνιτσ διγιτ) βψ µυλτιπλψινγ ιτ βψ 35. Ιν εφφεχτ, ωε ηαϖε

23 1 ∗ 35

Νοω ωε ηαϖε 11 τωοσ λεφτ αφτερ διϖιδινγ βψ 2 ανδ �δισχαρδινγ� τηατ
ρεµαινδερ οφ 1. (Ψου ηαϖε σεεν τηατ ωε ωερεν�τ ρεαλλψ δισχαρδινγ ιτ. Ιν φαχτ,
ωε υσεδ ιτ ασ α µυλτιπλιερ.) Τηε νυµβερ 11 ισ οδδ αγαιν, σο ωε ηαϖε α 1 ιν
τηε τωοσ χολυµν οφ τηε βιναρψ ρεπρεσεντατιον οφ 23. Τηυσ ωε ηαϖε σο φαρ

23 1 ∗ 35
11 2 ∗ 35

ανδ ονχε τηατ τωο ισ τακεν χαρε οφ, ωε ηαϖε 5 φουρσ λεφτ. Οδδ αγαιν, σο
ωε ηαϖε α ονε ιν τηε φουρσ χολυµν οφ ουρ βιναρψ ρεπρεσεντατιον:

23 1 ∗ 35
11 2 ∗ 35
5 4 ∗ 35

Βυτ τηισ τιµε ωηεν ωε διϖιδε τηατ 5 βψ 2, ωε ηαϖε 2 ιν τηε ειγητσ βιναρψ
χολυµν. ∆ιϖιδινγ 2 βψ 2 λεαϖεσ α ρεµαινδερ οφ 0. Τηισ µεανσ τηατ τηερε
αρε νο 8σ, σο ωε δο νοτ χουντ 8 ∗ 35. Ωε τηεν ηαϖε:

23 1 ∗ 35
11 2 ∗ 35
5 4 ∗ 35
2 8 ∗ 35

Ουρ λαστ διϖισιον γιϖεσ υσ 1 ιν τηε 16 βιναρψ χολυµν, σο ωε ηαϖε

23 1 ∗ 35
11 2 ∗ 35
5 4 ∗ 35
2 8 ∗ 35
1 16 ∗ 35

Αδδινγ υπ τηοσε ϖαλυεσ ιν τηε ριγητ χολυµν, ωε ηαϖε (1 ∗ 35) + (2 ∗ 35) +
(4 ∗ 35) + (16 ∗ 35). Φαχτορινγ ουτ τηε 35 (ορ αππλψινγ τηε διστριβυτιϖε
λαω) ωε ηαϖε, ασ εξπεχτεδ, (1 + 2 + 4 + 16) ∗ 35 = 23 ∗ 35.

Νοω, ηοω δοεσ τηισ αππλψ το ουρ Πετερ Μινυετ προβλεµ? (Νοτιχε τηατ
ωε αρε ⇒ναλλψ ωορκινγ ουρ ωαψ βαχκ το ουρ ποωερσ προγραµ.)
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Χονσιδερ ωηατ ωε σεεκ ιν τηατ προβλεµ: 1.08384. Ωιτη ουρ ⇒ρστ προγραµ
ωε χαλχυλατεδ τηατ ασ

1.08 ∗ 1.08 ∗ 1.08 ∗ 1.08 · · · (384 φαχτορσ)

βυτ ωε ηαϖε ρυλεσ φορ ποωερσ τηατ αλλοω υσ το βυνχη τηε φαχτορσ. Σπεχι⇒−
χαλλψ, ωε κνοω τηατ bx ∗ by = bx+y .

Ωηατ ωε χαν δο ισ βρεακ τηε 384 δοων ιντο α συµ οφ βιναρψ ποωερσ, ϕυστ
ασ ωε διδ ιν δυπλατιον ανδ µεδιατιον βψ πεελινγ οφφ τηοσε οδδ ρεµαινδερσ.
Ηερε ωε γο:

Νυµβερ R Ποωερ οφ 2
384 0 ∗ 1
192 0 ∗ 2
96 0 ∗ 4
48 0 ∗ 8
24 0 ∗ 16
12 0 ∗ 32
6 0 ∗ 64
3 1 ∗ 128
1 1 ∗ 256

Ψου χαν τηεν ωριτε 384 ασ 128 + 256 ορ 27 + 28. Ψου χαν αλσο, οφ χουρσε,
ρεαδ τηε βιναρψ ρεπρεσεντατιον φορ 384 βψ τακινγ τηε 1σ ανδ 0σ φροµ τηε
βοττοµ οφ τηε χολυµν υπωαρδ: 384τεν = 110000000τωο.

Φορ ουρ πυρποσεσ, υσινγ ουρ ρυλε φορ ποωερσ, ωε ηαϖε 1.08384 =
1.08128 ∗ 1.08256.

Ιν τηισ χασε, εϖεν τηουγη ψου ηαϖε σο φεω φαχτορσ ιν τηε ⇒ναλ προδυχτ,
ψου µιγητ τηινκ τηατ ψου στιλλ ηαϖε το χαλχυλατε 1.082 ασ 1.08 ∗ 1.08 ανδ
1.084 ασ 1.08 ∗ 1.08 ∗ 1.08 ∗ 1.08, ανδ σο ον.

Αη, βυτ νοτιχε σοµετηινγ ελσε αβουτ τηοσε ποωερσ. Ονχε ωε ηαϖε χαλχυ−
λατεδ 1.082, ωε χαν σιµπλψ µυλτιπλψ ιτ βψ ιτσελφ�1.082 ∗ 1.082 = 1.084.
Ωε χαν σιµιλαρλψ µυλτιπλψ 1.084 ∗ 1.084 = 1.088, ιν τηε προχεσσ χυττινγ
δοων στιλλ µορε ον τηε νυµβερ οφ µυλτιπλιχατιονσ.

Ουρ διγρεσσιονσ ρεαχηινγ αν ενδ, ιτ ισ ⇒ναλλψ τιµε το ρετυρν το τηε προ−
γραµ δεσιγνεδ το χαλχυλατε ποωερσ φαστερ το σεε ηοω ιτ χαρριεσ ουτ τηισ
προχεσσ. Ι ηαϖε νυµβερεδ τηε προγραµ λινεσ το ηελπ ρεφερ το τηεµ:

PROGRAM:QINTPOW

1 : Prompt B,E

2 : 1→P

3 : While E>0

4 : E−2*int(E/2)→R

5 : If R=1
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6 : P*B→P

7 : B*B→B

8 : int(E/2)→E

9 : End

10 : Disp P

Ιφ ψου ρυν τηισ προγραµ εντερινγ 1.08 φορ Β ανδ 384 φορ Ε, ψου χαν φολλοω
ωηατ ηαππενσ τηουγη α φεω οφ τηε While λοοπσ.

Βυτ ⇒ρστ ψου νεεδ τωο ρεµινδερσ φροµ Χηαπτερ 2�ανοτηερ διγρεσσιον
βυτ ατ λεαστ α βριεφ ονε. Ψου µαψ ηαϖε φοργοττεν, βυτ τηε φουρτη προγραµ
λινε χαλχυλατεσ τηε ρεµαινδερ ωηεν E ισ διϖιδεδ βψ 2. Αλσο τηε ειγητη λινε
χαλχυλατεσ τηε θυοτιεντ ωηεν E ισ διϖιδεδ βψ 2. Ονχε ψου ρεχογνιζε τηοσε
τωο χαλχυλατιονσ, τηε ρεστ ισ ρεασοναβλψ στραιγητφορωαρδ.

Ιν τηε προγραµ P αχχυµυλατεσ τηε ποωερ τηατ ωιλλ βε ρεπορτεδ ατ τηε
ενδ οφ τηε προγραµ. Ιτ ισ σετ εθυαλ το 1 ιν λινε 2. Νοω ωε ωιλλ εξπλορε
ωηατ ηαππενσ ιν εαχη πασσ τηρουγη τηε While λοοπ.

Ιν λινε 4 ωε διϖιδε τηε εξπονεντ E βψ 2 το οβταιν τηε ρεµαινδερ. Τηατ
τελλσ υσ ιφ ωε ηαϖε α 1 ιν ιτσ υνιτσ διγιτ. Ιν τηισ χασε τηε ρεµαινδερ οφ
384/2 ισ 0, σο τηε ανσωερ το τηε If τεστ ισ φαλσε ανδ ωε σκιπ λινε 6. Ωε
δο, ηοωεϖερ, σθυαρε τηε βασε B ιν λινε 7 ανδ διϖιδε ουρ εξπονεντ E βψ
2 ιν λινε 8, βεφορε ωε γο βαχκ το τακε ουρ σεχονδ πασσ τηρουγη τηε λοοπ.
Ωε λεαϖε τηε λοοπ ωιτη B = 1.082 ανδ E = 192.

Τηε νεξτ τιµε τηρουγη τηε λοοπ, τηε ρεµαινδερ φορ 192/2 ισ αγαιν 0,
σο αγαιν ωε σκιπ τηε If ινστρυχτιον. Τηισ τιµε ωε ενδ τηε λοοπ ωιτη
B = 1.084 ανδ E = 96.

Ιτ τυρνσ ουτ ιν τηισ προχεσσινγ τηατ τηε If τεστ ωιλλ νοτ χοµε ουτ το βε
�τρυε� υντιλ τηε ειγητη πασσ τηρουγη τηε λοοπ ωηεν B = 1.08128 ανδ E = 3.
Τηεν ⇒ναλλψ τηε If τεστ ισ πασσεδ ανδ P βεχοµεσ 1 ∗ 1.08128. Ιτ ισ τρυε ον
τηε λαστ λοοπ πασσ ασ ωελλ το µακε P = 1 ∗ 1.08128 ∗ 1.08256 = 1.08384,
ωηιχη ιν τηισ χασε ισ ουρ ⇒ναλ ανσωερ.

Ψου σηουλδ σεε ιν τηατ σεριεσ οφ ϖαλυεσ ηοω τηε ϖαλυεσ οφ (1.08)N αρε
µυλτιπλιεδ βψ τηε χυρρεντ ϖαλυε οφ τηε ποωερ, P , ωηενεϖερ τηε N τη βιναρψ
διγιτ οφ 384 (φροµ τηε ριγητ) ισ ονε. Τηατ�σ τηε νυµβερ ιν τηε Rτη χολυµν
φροµ τηε ριγητ, τηε ρεµαινδερ ωηεν τηε χυρρεντ εξπονεντ E ισ διϖιδεδ βψ
2. Τηε νυµβερ 384 ηασ λοτσ οφ 0σ ιν ιτσ βιναρψ ρεπρεσεντατιον, σο ονλψ α
φεω οφ τηοσε ποωερσ αρε ινχλυδεδ ιν φορµινγ τηε προδυχτ�σπεχι⇒χαλλψ
1.08128 ανδ 1.08256.

Νοω λετ υσ εστιµατε ηοω µυχη τηε νεω προγραµ ηασ σαϖεδ ιν προ−
χεσσινγ. Ωε κνοω τηατ τηε οριγιναλ χαλχυλατιον οφ 1.08384 ρεθυιρεδ 384
µυλτιπλιχατιονσ, τηε ⇒ρστ 1 ∗ 1.08. Ηοω µανψ δοεσ τηε νεω προγραµ
ρεθυιρε?
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Τηερε αρε τωο κινδσ οφ προδυχτσ χαλχυλατεδ ιν τηε νεω προγραµ. Φιρστ
τηερε αρε τηε προδυχτσ φορ B. Βεγιννινγ ωιτη 1.08, τηε προγραµ ηαδ το
χαλχυλατε 1.082, 1.084, 1.088, 1.0816, 1.0832, 1.0864, 1.08128, ανδ 1.08256.
Βυτ εαχη οφ τηοσε προδυχτσ ρεθυιρεδ ονλψ µυλτιπλψινγ τηε πρεϖιουσ ϖαλυε
βψ ιτσελφ. Τηυσ, φορ εξαµπλε, 1.0832 = 1.0816 ∗ 1.0816. Τηερεφορε, ωε
νεεδ χαρρψ ουτ ονλψ ειγητ οφ τηοσε µυλτιπλιχατιονσ.

Ωε αλσο ηαϖε το µυλτιπλψ το οβταιν τηε συχχεσσιϖε ϖαλυεσ οφ P . Τηοσε
µυλτιπλιχατιονσ οχχυρρεδ ωηεν τηε ϖαλυε οφ R ωασ 1. Ρεχαλλ τηατ R ωασ τηε
ρεµαινδερ ωηεν τηε ρεµαινινγ εξπονεντ ωασ διϖιδεδ βψ 2 ορ εθυιϖαλεντλψ
τηε χυρρεντ βιναρψ διγιτ. Φορ νυµβερσ οφ τηισ σιζε, ηαϖινγ α 1 εαχη τιµε
τηρουγη ωουλδ ηαϖε µεαντ νινε συχη µυλτιπλιχατιονσ.

Εαχη τιµε τηρουγη τηε λοοπ ωε αλσο ηαδ το δο τωο διϖισιονσ (ιν λινεσ 4
ανδ 8) ανδ ονε µορε µυλτιπλιχατιον (ιν λινε 4) ανδ ωε µαδε νινε πασσεσ
τηρουγη τηε λοοπ. Χουντινγ διϖισιον ασ µυλτιπλιχατιον (βψ αν ινϖερσε) ωε
ηαϖε 27 µορε µυλτιπλιχατιονσ το χουντ.

Χοµβινινγ τηεσε, ωε ηαϖε 8 + 9 + 27 = 44 µυλτιπλιχατιονσ ινστεαδ οφ
384, α χονσιδεραβλε σαϖινγσ. Ωε χαν ρετυρν το τηοσε 5.8 σεχονδσ ιτ τοοκ
φορ τηε σιµπλε προγραµ. Ρουγηλψ τρανσλατεδ ιντο τιµε, τηε νεω προγραµ
σηουλδ τακε αβουτ 44/384∗5.8 σεχονδσ ορ αβουτ α τωο−τηιρδσ οφ α σεχ−
ονδ, φαστ ενουγη το χοµπαρε ωιτη τηε σπεεδ οφ τηε χαλχυλατορ�σ ποωερ
∧ κεψ.

Τηισ ισ ονλψ αν εξαµπλε οφ τηε κινδ οφ εφ⇒χιενχψ τηατ χαν βε ηαρδωιρεδ
ιντο α χαλχυλατορ ορ χοµπυτερ.

Ονε ⇒ναλ εξτενσιον φορ ιντεγερ ποωερσ ρεµαινσ. Ωε ηαϖε χονσιδερεδ
ποωερσ BE , φορ E ≥ 0. Ωηατ αβουτ νεγατιϖε ποωερσ?

Τηισ ισ αν εασψ προβλεµ το ρεσολϖε. Ωε νεεδ ονλψ ρεχαλλ τηατ B−N =
1/BN . Τηυσ, ιφ τηε εξπονεντ ισ νεγατιϖε, ωε νεεδ ονλψ χαλχυλατε τηε χορρε−
σπονδινγ ποσιτιϖε ποωερ ανδ τακε τηε ρεχιπροχαλ ατ τηε ενδ οφ τηε προγραµ.
Φορ εξαµπλε, το χαλχυλατε 7−3, ωε χαλχυλατε 73 ανδ τηεν διϖιδε ονε βψ τηατ
ϖαλυε το αρριϖε ατ 1/73.

Ηερε ισ ηοω ουρ σιµπλε ποωερ προγραµ χουλδ βε µοδι⇒εδ το αχχοµπλιση
τηισ:

PROGRAM:INTPOW

: Prompt B,E

: abs(E)→F

: 1→P

: For (I,1,F)

: P*B→P

: End

: If E<0

: 1/P→P

: Disp P
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Τηε χηανγεσ ιν τηισ προγραµ αρε στραιγητφορωαρδ. Ιν τηε σεχονδ στεπ F ισ
τηε ποσιτιϖε ϖαλυε οφ τηε εξπονεντ E (ωηετηερ E ωασ ποσιτιϖε ορ νεγατιϖε).
Τηεν τηε For λοοπ οπερατεσ ωιτη τηισ ϖαλυε προδυχινγ, ωηεν ιτ ηασ χοµ−
πλετεδ ιτσ ϕοβ, τηε ϖαλυε BF . Νοω τηε If ινστρυχτιον κιχκσ ιν. Ιφ τηε ϖαλυε
οφ E ισ νεγατιϖε, ωε νεεδ 1/P = B−F = BE . Ιφ E≥0, BE = BF = P

ανδ ωε λεαϖε τηε ϖαλυε οφ P υνχηανγεδ.
Σιµιλαρ αδδιτιοναλ στεπσ ωουλδ µοδιφψ τηε σηορτχυτ προγραµ QINTPOW,

ανδ ωε νοω αρε αβλε το χαλχυλατε ιντεγερ ποωερσ. Ιν τηε νεξτ τωο χηαπτερσ
ωε ωιλλ χονσιδερ ρατιοναλ ποωερσ: ιν Χηαπτερ 5 σθυαρε ροοτ (ρεσυλτσ οφ τηε
1/2 ορ .5 εξπονεντ) ανδ ιν Χηαπτερ 6, ποωερσ λικε 23.37.

Ονλψ ωηεν ωε ηαϖε χοµπλετεδ τηοσε χηαπτερσ ωιλλ ωε ⇒ναλλψ ηαϖε
αχχοµπλισηεδ ασ µυχη ασ τηατ ρεµαρκαβλε σινγλε ∧ κεψ ον ψουρ χαλχυλατορ.

Ωε σηουλδ νοτ λεαϖε τηισ χηαπτερ ωιτηουτ χοµπλετινγ τηε εξερχισε
ποσεδ βψ Πετερ Μινυιτ�σ δεαλινγσ ωιτη τηε Μανηατταν Ινδιανσ. Ωε χαλ−
χυλατεδ 1.08384, βυτ ωε στιλλ ηαδ το µυλτιπλψ τηατ ϖαλυε βψ τηε ∃24 οριγ−
ιναλλψ ινϖεστεδ. Βψ 2010 τηε Νατιϖε Αµεριχανσ ωουλδ ηαϖε αχχυµυλατεδ
∃164,033,801,100,000, αν αµουντ τηατ ωουλδ γιϖε εϖερψ Αµεριχαν Ινδιαν
οϖερ ∃35 µιλλιον. Περηαπσ τηειρ οριγιναλ βαργαιν ωασν�τ σο βαδ αφτερ αλλ.
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Ροοτ, ηογ, ορ διε.

�∆ενισ Ωιλλιαµ Βρογαν

Βεφορε ωε εξπλορε αλγοριτηµσ φορ εξτραχτινγ σθυαρε ροοτσ, Ι ρεµινδ ρεαδερσ
οφ σοµε νοτατιον. Ωε ηαϖε α γενεραλ σενσε τηατ ⇒νδινγ α σθυαρε ροοτ

�υνδοεσ� σθυαρινγ: 42 = 16 ανδ σο
√

16 = 4. Ωηιλε βοτη οφ τηοσε εθυατιονσ
αρε χορρεχτ, α προβλεµ αρισεσ. Ωηατ ιφ ωε σθυαρε α νεγατιϖε νυµβερ? Φορ

ινστανχε, (−4)2 = 16 αλσο, βυτ ωε στιλλ ηαϖε
√

16 = 4. Ωε δον�τ γετ βαχκ
τηατ −4 τηατ ωε σταρτεδ ωιτη.

Ιτ τυρνσ ουτ τηατ σεϖεραλ τηινγσ αρε ινϖολϖεδ ηερε, ινχλυδινγ σοµε ηιστορψ.

Φιρστ, τηατ ραδιξ σψµβολ, τηε
√

, ωασ εµπλοψεδ βεφορε νεγατιϖε ροοτσ
ωερε χονσιδερεδ ανδ ιτ χοντινυεσ το ρεπρεσεντ τηε ποσιτιϖε σθυαρε ροοτ.1

Ματηεµατιχιανσ αρε ηαππψ ωιτη τηατ υσαγε, σινχε τηατ µακεσ
√

α φυνχ−
τιον. Ωηψ? Βεχαυσε φυνχτιονσ µυστ προδυχε σινγλε ϖαλυεσ. Ιφ ωε αλλοωεδ√

16 το ρεπρεσεντ ±4 (ασ τοο µανψ στυδεντσ βελιεϖε), τηεν
√

ωουλδ νοτ
βε α φυνχτιον.

Τηυσ ωε ηαϖε τωο θυιτε διφφερεντ σιτυατιονσ:

1. Τηερε αρε τωο σθυαρε ροοτσ οφ αλλ ποσιτιϖε ρεαλ νυµβερσ. Τηυσ a

σθυαρε ροοτ οφ 16 µαψ βε ειτηερ 4 ορ −4.

1Ινχιδενταλλψ, τηε βαρ αχροσσ τηε τοπ οφ τηε νυµβερ πλαψσ τηε ρολε οφ παρεντηεσεσ. Τηυσ

ψου ωιλλ ⇒νδ ιν µανψ ολδερ βοοκσ τηε νοτατιον
√

(a + b) ωηερε µοστ οφ υσ ωουλδ ωριτε√
a + b. Νοτιχε τηατ ψουρ χαλχυλατορ αδοπτσ τηε ολδερ νοτατιον.

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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2. Τηερε ισ ονλψ ονε
√

οφ α ποσιτιϖε ρεαλ νυµβερ.
√

16 = 4. Α νυµβερ

λικε
√

16 ισ οφτεν ρεαδ �ραδιχαλ 16� ορ �ροοτ 16� το µακε τηισ
διφφερενχε χλεαρ. Ιτ ισ αλσο, λεσσ χλεαρλψ, ρεφερρεδ το ασ �τηε σθυαρε
ροοτ οφ 16.�

Βυτ τηε προβλεµ γοεσ α βιτ φυρτηερ. Ωηεν ωε ωριτε n2, ωε δον�τ κνοω
ωηετηερ τηατ n ισ ποσιτιϖε ορ νεγατιϖε ορ εϖεν ζερο, ανδ υνλεσσ ωε αρε ϖερψ
χαρεφυλ, τηισ, τοο, ραισεσ αν υνεξπεχτεδ διφ⇒χυλτψ. Συπποσε, φορ εξαµπλε,

τηατ ωε ηαϖε n = −4 ανδ ωε χονσιδερ
√

n2. Χαρρψ ουτ τηε στεπσ: (−4)2 =
16 ανδ

√
16 = 4. Ονχε αγαιν ωε δον�τ γετ βαχκ ωηατ ωε σταρτεδ ωιτη.

Φορ τηισ ρεασον ωε χαννοτ ωριτε
√

n2 = n υνλεσσ ωε σπεχιφψ τηατ ν ≥ 0.

Ιν φαχτ, ιφ n<0,
√

n2 = −n. Ιν συµµαρψ, ωε ηαϖε

√

n2 =
{

n ιφ n ≥ 0
−n ιφ n < 0

(Ι)

Α νεω σψµβολ προϖεσ υσεφυλ ηερε. Ιτ ισ τηε σψµβολ |n| φορ ωηατ ισ χαλλεδ
τηε αβσολυτε ϖαλυε οφ ν. Ωηεν ωε κνοω τηε νυµβερ τηατ n ρεπρεσεντσ, τηε
ιδεα ισ α σιµπλε ονε. Στυδεντσ οφτεν ρεφερ το ιτ ασ �τηε νυµβερ ωιτηουτ
τηε σιγν.� Τηυσ ωε ηαϖε βοτη |5| = 5 ανδ |−5| = 5 ασ ωελλ ασ |0| = 0.
Τηε αβσολυτε ϖαλυε οφ α νυµβερ ισ αλωαψσ νον−νεγατιϖε, βυτ ωε µυστ νοτ
σαψ τηατ |n2| = ν, υνλεσσ ωε κνοω τηατ n ισ ποσιτιϖε.

Ιν φαχτ, τηε φορµαλ δε⇒νιτιον οφ αβσολυτε ϖαλυε ισ

|n| =
{

n ιφ n ≥ 0
−n ιφ n < 0

(ΙΙ)

ανδ ιτ σηουλδ βε ιµµεδιατελψ αππαρεντ (βψ χοµπαρινγ Ι ωιτη ΙΙ) τηατ τηε

δε⇒νιτιονσ οφ
√

n2 ανδ |n| αρε εξαχτλψ τηε σαµε. Τηισ γιϖεσ υσ αν εασιερ

ωαψ το ρεπρεσεντ
√

n2:

√

n2 = |n|

ανδ τηισ χλεαρσ υπ τηε προβλεµ οφ
√

n2 ωηεν ωε δον�τ κνοω ωηετηερ n ισ
ποσιτιϖε ορ νεγατιϖε.2

Αβσολυτε ϖαλυε ηασ αν ιµπορταντ ρολε το πλαψ ιν µατηεµατιχσ. Ιν παρτιχ−
υλαρ, ωηεν ωε ταλκ αβουτ τηε διστανχε βετωεεν τωο νυµβερσ, ωε ωαντ τηατ
διστανχε το βε νοννεγατιϖε. Φορ τηατ ρεασον, ωε λετ |a − b| ρεπρεσεντ τηε

2Τηατ εθυατιον
√

n2 = |n| ωορκσ βοτη ωαψσ, οφ χουρσε. Ψου χαν, φορ εξαµπλε, δετερµινε

τηε αβσολυτε ϖαλυε οφ n, ωηεν ψου ηαϖε αχχεσσ το τηε
√

κεψ, βψ εντερινγ
√

n2. Ιν σιµιλαρ

φασηιον, ψου χουλδ χαλχυλατε
√

n2 βψ εντερινγ abs(n).
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διστανχε βετωεεν a ανδ b. Ιτ µακεσ νο διφφερενχε ωηετηερ a > b ορ a < b

ορ εϖεν a = b, τηατ διστανχε |a − b| ωιλλ νεϖερ τυρν ουτ το βε νεγατιϖε.
Ωιτη τηατ βεηινδ υσ, ωε χαν τυρν το τηε ωαψ ποσιτιϖε σθυαρε ροοτσ αρε

χαλχυλατεδ.
Υντιλ ατ λεαστ τηε 1980σ, ονε οφ τηε αλγοριτηµσ ρεγυλαρλψ ταυγητ ιν ϕυνιορ

ηιγη σχηοολ ωασ φορ σθυαρε ροοτ χαλχυλατιον. Ιτ ωασ α προχεδυρε λεαρνεδ
βψ ρελυχταντ στυδεντσ φορ ηυνδρεδσ οφ ψεαρσ3 ανδ, οφ χουρσε, προµπτλψ
φοργοττεν βψ µοστ. Ιτ σεεµεδ α στρανγε προχεδυρε ανδ, λικε σο µανψ οφ τηε
οτηερσ στυδεντσ ανδ τεαχηερσ ηαδ το µαστερ, φεω κνεω οφ ανψ ϕυστι⇒χατιον
φορ ιτ ωηατσοεϖερ.

Το δεµονστρατε ηοω αρβιτραρψ τηε αλγοριτηµ ισ, Ι�λλ τακε ψου τηρουγη
τηε στεπσ, αππλψινγ τηεµ το αν εξαµπλε. Ωε ωιλλ φολλοω τηισ αλγοριτηµ το

χαλχυλατε
√

5715.36.

1. Σεπαρατε τηε γιϖεν νυµβερ (φορµαλλψ τηε
ραδιχανδ) ιντο παιρσ οφ διγιτσ ωορκινγ λεφτ
ανδ ριγητ φροµ τηε δεχιµαλ ποιντ. Πλαχε α
δεχιµαλ ποιντ ωηερε ψουρ ανσωερ ωιλλ
αππεαρ αβοϖε τηε οριγιναλ δεχιµαλ ποιντ.

.√
57 15.36

2. Φινδ τηε νεαρεστ σθυαρε λεσσ τηαν ορ εθυαλ το
τηε λεφτµοστ παιρ.

49 ≤ 57

3. Ωριτε τηισ νυµβερ βενεατη τηε παιρ ανδ ιτσ
σθυαρε ροοτ αβοϖε ιτ ασ τηε ⇒ρστ διγιτ ιν ψουρ
ανσωερ.

7 .√
57 15.36
49

4. Συβτραχτ ψουρ σθυαρε φροµ τηε παιρ ασ ιν τηε
λονγ−διϖισιον αλγοριτηµ.

7 .√
57 15.36
49
8

5. Βρινγ δοων τηε νεξτ παιρ οφ διγιτσ. 7 .√
57 15.36
49
8 15

6. Μυλτιπλψ ψουρ παρτιαλ ανσωερ βψ 20 ανδ
ωριτε τηε προδυχτ το τηε λεφτ οφ τηε ρεσυλτ
ψου οβταινεδ ιν στεπ 4.

7 .√
57 15.36
49

140 | 8 15
815

140
≈ 5 σο

3Ηιστοριανσ τελλ υσ τηατ βοτη σθυαρε ροοτ χαλχυλατιον µετηοδσ δεσχριβεδ ιν τηισ χηαπτερ ωερε

υσεδ βψ Βαβψλονιανσ οϖερ 2000 ψεαρσ αγο.
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7. ∆ιϖιδε ψουρ ρεσυλτ ιν στεπ 5 βψ ψουρ ανσωερ
ιν στεπ 6 ανδ ωριτε τηε θυοτιεντ ασ τηε νεξτ
διγιτ ιν ψουρ ανσωερ.

7 5.√
57 15.36
49

140 | 8 15

8. Αδδ τηισ διγιτ το ψουρ ανσωερ ιν στεπ 6 ανδ
τηεν µυλτιπλψ τηε ρεσυλτ βψ ιτ, πλαχινγ τηε
προδυχτ υνδερ ψουρ ανσωερ φροµ στεπ 5.

7 5.√
57 15.36
49

140 | 8 15
+5 |

145 ∗ 5| 7 25

9. Συβτραχτ ανδ χοντινυε φροµ στεπ 5. 7 5.√
57 15.36
49

140 | 8 15
+5 |

145 ∗ 5| 7 25
90

10. Τηε χοµπλετεδ αλγοριτηµ ωουλδ λοοκ λικε
τηισ ιν σλιγητλψ αββρεϖιατεδ φορµ:

7 5. 6√
57 15.36
49

140 | 8 15
145 | 7 25
1500 | 90 36
1500 | 90 36

Ανδ ινδεεδ
√

5715.36 = 75.6, ασ ψου χαν χηεχκ υσινγ τηε
√

κεψ ον ψουρ
χαλχυλατορ ορ βψ σθυαρινγ 75.6.4

Λικε οτηερ τεαχηερσ ατ τηατ τιµε, Ι ταυγητ τηατ αλγοριτηµ ασ α µεµοριζεδ
ανδ εσσεντιαλλψ µινδλεσσ προχεσσ, ανδ ιτ ωασν�τ υντιλ ψεαρσ λατερ τηατ Ι
δισχοϖερεδ ωηψ ιτ ωορκσ. Λικε τηε εαρλψ Γρεεκ µατηεµατιχιανσ, Ι ωιλλ
χονσιδερ ιτ ⇒ρστ ασ α προβλεµ ιν γεοµετρψ. Ψου σηουλδ αγρεε τηατ ⇒νδινγ
τηε σθυαρε ροοτ οφ 5715.36 ισ εθυιϖαλεντ το ⇒νδινγ τηε σιδε οφ α σθυαρε
ωιτη αρεα 5715.36.

Ιν οτηερ ωορδσ, ωε αρε φαχεδ ωιτη τηε σθυαρε οφ Φιγυρε 4.1.
Ωε βεγιν βψ ⇒νδινγ α σθυαρε τηατ ωιλλ ⇒τ ινσιδε τηισ ονε ασ ιν Φιγυρε 4.2.

4∆ουβτινγ τηατ ανψ στυδεντ Ι ταυγητ ωουλδ ρεχαλλ τηατ σθυαρε ροοτ αλγοριτηµ, α φεω ψεαρσ

αγο ατ α σχηοολ ρευνιον Ι ασκεδ α φεω οφ τηεµ αβουτ ιτ. Ονλψ ονε ηαδ ανψ ρεχολλεχτιον.

Ηισ ρεσπονσε: �Ιτ ηαδ σοµετηινγ το δο ωιτη µυλτιπλψινγ βψ 20, διδν�τ ιτ?� Ασ, ιν φαχτ, ιτ

διδ.
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s

s

A = 5715.36

Φιγυρε 4.1

x

x

70

70

A = 5715.36

A = 4900

Φιγυρε 4.2

Τηισ χορρεσπονδσ το τηε ⇒ρστ τηρεε στεπσ ιν ουρ αλγοριτηµ, ανδ ωε ηαϖε

7 0. 0√
57 15.36
49 00.00

ορ µορε σιµπλψ
7 .√

57 15.36
49

Χλεαρλψ, ιφ ωε συβτραχτ 4900 φροµ 5715.36, ωε ωιλλ ηαϖε τηε αρεα οφ τηατ
βαχκωαρδ Λ−σηαπεδ βλανκ παρτ οφ τηε διαγραµ.5 Τηυσ τηατ ρεµαινινγ αρεα
ισ 815.36.

5Λ−σηαπεδ ⇒γυρεσ λικε τηατ τυρνεδ υπ σο οφτεν ιν Γρεεκ µατηεµατιχσ τηατ τηεψ ωερε γιϖεν

α ναµε, γνοµον.
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A = 815.36

x

x7070

x

x

70

70

A = 5715.36

A = 4900

Φιγυρε 4.3

Ατ τηισ ποιντ τηε αλγοριτηµ ωουλδ σηοω ονλψ

7 .√
57 15.36
49
8 15

ωιτη τηατ. 36 ρεταινεδ ιν τηε ραδιχανδ υντιλ λατερ.
Ιφ ωε λετ x βε τηε ρεστ οφ τηατ σιδε οφ τηε οριγιναλ σθυαρε, τηατ βαχκωαρδ

Λ−σηαπεδ αρεα µαψ βε χονσιδερεδ ασ τωο 70 βψ x ρεχτανγλεσ ανδ ονε x

βψ x σθυαρε. Ι ηαϖε ρεαλιγνεδ τηοσε τηρεε θυαδριλατεραλσ ιν Φιγυρε 4.3.
Τηε ρεσυλτινγ ⇒γυρε ηασ διµενσιονσ 2 ∗ 70 + x βψ x. Εθυιϖαλεντλψ, ωε

χαν τηινκ οφ τηατ λενγτη ασ 20 ∗ 7 + x, ανδ τηατ 20 ∗ 7 ισ ηοω ωε χαλχυλατεδ
τηε 140 ιν ουρ αλγοριτηµ:

7√
57 15.36
49

140 | 8 15

Τηε 140 ισ, οφ χουρσε, πλαψινγ τηε ρολε οφ ⇒ρστ εστιµατε οφ τηε λενγτη οφ
τηατ λονγ ναρροω ρεχτανγλε, ανδ τηε x (ωηιχη, ψου σηουλδ ρεχαλλ, ρεπρεσεντσ
τηε ρεστ οφ τηε σιδε οφ τηε οριγιναλ σθυαρε ανδ τηυσ τηε ρεστ οφ ουρ σθυαρε
ροοτ) ισ ιτσ ωιδτη. Ωε σεεκ τηε ϖαλυε οφ x βψ διϖιδινγ τηατ 140 ιντο τηε
αρεα 815.36; βυτ χλεαρλψ τηε θυοτιεντ µυστ βε υσεδ ιν τωο ωαψσ, ⇒ρστ το
χοµπλετε τηε λενγτη ανδ τηεν το σερϖε ασ τηε ωιδτη. Ωηεν ωε δεχιδε το
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140 5

5

A = 815.36

Φιγυρε 4.4

χηοοσε x = 5, ωε ηαϖε τηε φολλοωινγ σιτυατιον σηοων ιν Φιγυρε 4.4, ωηιχη
χορρεσπονδσ το τηατ οδδ �αδδ τηεν µυλτιπλψ� στεπ 8 οφ τηε αλγοριτηµ:

7 5.√
57 ′ 15.36
49

140 | 8 15
145 | 7 25

Οφ χουρσε, εϖεν τηισ δοεσ νοτ τακε υπ τηε φυλλ αρεα. Ωε στιλλ ηαϖε 90.36
λεφτ οϖερ:

7 5.√
57 ′ 15.36
49

140 | 8 15
145 | 7 25

90 36

Ωε ρετυρν το τηε οριγιναλ διαγραµ το σεε ηοω το προχεεδ. Ωε νοω ηαϖε
Φιγυρε 4.5.

y75.075.0

y

y

A = 90.36

y

75.0

75.0

Φιγυρε 4.5
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.6

.6

.6
.6150.0

A = 90.36

75.0

75.0

Φιγυρε 4.6

Ηερε ουρ τριαλ διϖισορ ισ 1500 (χορρεσπονδινγ το 150.0 βεχαυσε ωε�ρε
ωορκινγ νοω ωιτη τεντησ), ωηιχη ισ αγαιν 75 τιµεσ ουρ ολδ φριενδ 20. Ανδ
y τυρνσ ουτ το βε 6, χοµπλετινγ τηε προχεδυρε το γιϖε υσ τηε ϖαλυε οφ τηε
σθυαρε�σ σιδε το βε 75.6, ασ σηοων ιν Φιγυρε 4.6.

Τηισ χορρεσπονδσ το τηε χοµπλετεδ αλγοριτηµ:

7 5. 6√
57 15.36
49

140 | 8 15
145 | 7 25
1500 | 90 36
1506 | 90 36

0

Ωε χαν αλσο αππροαχη τηισ σθυαρε ροοτ αλγοριτηµ αλγεβραιχαλλψ. Το δο

σο, Ι οφφερ α σιµπλερ εξαµπλε: ⇒νδινγ
√

676.

Λετ
√

676 = 10t + u, ωιτη t τηε τενσ διγιτ ανδ u τηε υνιτσ διγιτ οφ τηε
σθυαρε ροοτ. Τηεν, σθυαρινγ εαχη σιδε ανδ αππλψινγ σιµπλε αλγεβρα, ωε
ηαϖε

676 = (10t + u)2 = 100t2 + 20tu + u2 = 100t2 + (20t + u)u

ορ, σκιππινγ τηοσε ιντερµεδιατε στεπσ:

676 = 100t2 + (20t + u)u
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Νοτιχε ιν τηισ ρεπρεσεντατιον ηοω ουρ φριενδ 20 αγαιν πλαψσ α ρολε. Χλεαρλψ
τηε λαργεστ ϖαλυε φορ τηε διγιτ t ωε χαν υσε ισ 2, σο ωε ηαϖε

676 = 400 + (20 ∗ 2 + u)u

ωηιχη µαψ αλσο βε ωριττεν

676 − 400 = (20 ∗ 2 + u)u.

Τηισ χορρεσπονδσ το
2√
6 76.

4

40| 2 76

Νοω αλλ ωε νεεδ το δο ισ χηοοσε α συιταβλε u τηατ σατισ⇒εσ 276 = (40 +
u)u, ανδ τηατ τυρνσ ουτ το βε 6. Αδδινγ τηατ 6, µυλτιπλψινγ βψ ιτ, ανδ
πλαχινγ ιτ ιν ουρ ανσωερ ⇒ναλλψ χοµπλετεσ ουρ αλγοριτηµ σινχε 276 =
(40 + 6)6:

2 6√
6 76.

4
40| 2 76
46| 2 76

Νεεδλεσσ το σαψ, τηατ αλγοριτηµ�εϖεν ωηεν ϕυστι⇒εδ�ωασ νοτ α
φαϖοριτε οφ στυδεντσ.6 Γιϖεν τηατ αττιτυδε, ψου χαν ϕυστ ιµαγινε στιλλ εαρλιερ
στυδεντσ ωηο ηαδ το µεµοριζε αν εϖεν µορε χοµπλιχατεδ αλγοριτηµ φορ
χαλχυλατινγ χυβε ροοτ. Τηατ αλγοριτηµ ισ βασεδ ον τηε φολλοωινγ ρελατιον−
σηιπ:

(10t + u)3 = 1000t3 + 300t2u + 30tu2 + u3

= 1000t3 + u(300t2 + u(30t + u))

Νεϖερ εξποσεδ το τηε γεοµετριχ ορ αλγεβραιχ ϕυστι⇒χατιονσ φορ τηατ
σθυαρε ροοτ αλγοριτηµ, ιτ ωασ ποπυλαρ ωιτη νειτηερ στυδεντσ νορ τεαχη−
ερσ. Τηατ ιτ ωασ α ροτε ανδ υνϕυστι⇒εδ προχεδυρε ωασ τηε ρεασον οφτεν
γιϖεν φορ τηε ιντροδυχτιον ιν σχηοολσ οφ α ρεπλαχεµεντ: αν αλγοριτηµ µυχη
σιµπλερ το στατε. Ιτ ισ οφτεν χαλλεδ τηε �διϖιδε ανδ αϖεραγε� σθυαρε ροοτ

6Τηερε ισ ανοτηερ ασπεχτ οφ ιτ τηατ χαυσεδ στυδεντ προβλεµσ. Ιν εστιµατινγ τηε διϖισορ αφτερ

µυλτιπλψινγ βψ 20, τηερε ισ α τενδενχψ το οϖερεστιµατε, φαιλινγ το αχχουντ φορ τηε φαχτ τηατ

ψου ηαϖε το αδδ βεφορε µυλτιπλψινγ.
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προχεδυρε. Ι κνοω οφ νο σχηοολ τεξτ ορ χλασσροοµ τεαχηερ ωηο εϖερ ναµεδ
τηε µατηεµατιχιαν, Ισααχ Νεωτον, ωηοµ ηιστοριανσ χρεδιτ φορ τηε µετηοδ.7

Ι ωιλλ ναµε ιτ φορ ηιµ ηερε.

ΝΕΩΤΟΝ�Σ ΜΕΤΗΟ∆ ΦΟΡ ΣΘΥΑΡΕ ΡΟΟΤ ΕΞΤΡΑΧΤΙΟΝ

Ηερε ισ τηε ωαψ Νεωτον�σ µετηοδ αππλιεσ το τηε χαλχυλατιον οφ
√

N :

Λινε 1. Γυεσσ αν ανσωερ. Χαλλ ιτ G.
Λινε 2. Χαλχυλατε N/G = H .

Λινε 3. Ιφ G = H , ρεπορτ G ασ
√

N .
Λινε 4. Ιφ νοτ, αϖεραγε G ανδ H το γιϖε α νεω G

ανδ γο βαχκ το στεπ 2.

Χλεαρλψ, τηισ ισ α µυχη µορε στραιγητφορωαρδ προχεδυρε τηαν τηε εαρλιερ

αλγοριτηµ. Λετ�σ σεε ηοω ιτ αππλιεσ το ουρ οριγιναλ εξαµπλε,
√

5715.36.
(Ιν δοινγ σο Ι ωιλλ ρεστριχτ χοµπυτατιονσ το τηρεε δεχιµαλ διγιτσ.)

Στεπ 1, λινε 1. Ωε χουλδ γυεσσ ανψ ποσιτιϖε νυµβερ ωε ωιση, βυτ λετ�σ
σταρτ ασ ωε διδ βεφορε ωιτη G = 70.

Στεπ 2, λινε 2. Χαλχυλατε H :

5715.36

70
= 81.648

Στεπ 3, λινε 3. G = 70 ανδ H = 81.648 αρε νοτ εθυαλ, σο ωε χοντινυε.

Στεπ 4, λινε 4. Αϖεραγε G ανδ H :

81.648 + 70

2
= 75.824

ανδ 75.824 βεχοµεσ α νεω G το ρετυρν το λινε 2 οφ τηε αλγοριτηµ.

Στεπ 5, λινε 2. Χαλχυλατε α νεω H :

5715.36

75.824
= 75.377

Στεπ 6, λινε 3. G = 75.824 ανδ H = 75.377 αρε νοτ εθυαλ, σο ωε
χοντινυε.

7Αλτηουγη τηισ µετηοδ ωασ υσεδ µυχη εαρλιερ βψ τηε Βαβψλονιανσ, τηειρ υσε αππεαρσ το βε

σιµιλαρ το τηατ οφ τωεντιετη−χεντυρψ σχηοολ στυδεντσ, ασ α ροτε προχεδυρε. Νεωτον προϖιδεδ

τηε βασισ φορ τηε µετηοδ ασ σηοων ιν Αππενδιξ Ι.
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Στεπ 7, λινε 4. Φορ ουρ νεξτ G, ωε αϖεραγε G ανδ H :

75.824 + 75.377

2
= 75.601

Στεπ 8, λινε 2. Χαλχυλατε α νεω H :

5715.36

75.601
= 75.599

Στεπ 9, λινε 3. G = 75.601 ανδ H = 75.599 αρε χλοσε βυτ στιλλ νοτ εθυαλ,
σο ωε χοντινυε.

Στεπ 10, λινε 4. Αϖεραγε G ανδ H :

75.601 + 75.599

2
= 75.6

Στεπ 11, λινε 2. Χαλχυλατε α νεω H :

5715.36

75.6
= 75.6

Στεπ 12, λινε 3. Σινχε G = 75.6 ανδ H = 75.6 αρε εθυαλ, ωε ρεπορτ 75.6

ασ
√

5715.36.

Ιν συµµαρψ, ηερε αρε ουρ συχχεσσιϖε ϖαλυεσ οφ G ανδ H ασ ωε πασσ τηουγη
τηε αλγοριτηµ στεπσ:

G H

70 81.648
75.824 75.377
75.601 75.599
75.6 75.6

Νεωτον�σ µετηοδ ηασ σεϖεραλ ποσιτιϖε φεατυρεσ. Ιτ ισ εασψ το ρεχαλλ: �γυεσσ
τηεν (διϖιδε, αϖεραγε, ρεπεατ).� Ιτ αλσο χονϖεργεσ ον τηε ανσωερ ραπιδλψ.
Ανδ, ρεµαρκαβλψ, ιτ ισ εϖεν ερρορ χορρεχτινγ; τηατ ισ, ιφ ψου µακε α χοµπυ−
τατιοναλ ερρορ αλονγ τηε ωαψ, τηε προχεδυρε ωιλλ ριγητ ιτσελφ ιν συβσεθυεντ
στεπσ.

Ατ τηε σαµε τιµε τηισ αλγοριτηµ ηασ φεατυρεσ τηατ µακε ιτ α λεσσ τηαν
περφεχτ προχεδυρε φορ παπερ�ανδ�πενχιλ χοµπυτατιον. Το γετ α σενσε οφ
τηε ⇒ρστ προβλεµ, ψου νεεδ ονλψ περφορµ τηοσε στεπσ, δοινγ τηε λονγ
διϖισιον βψ ηανδ. Υνλεσσ ψου αρε διφφερεντ φροµ τηε ρεστ οφ υσ ωηο αρε
υνεντηυσιαστιχ αβουτ χαρρψινγ ουτ λονγ διϖισιον, ψου ωιλλ νοτ βε ηαππψ
ωιτη τηισ τασκ.
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Τηερε ισ ανοτηερ ασπεχτ οφ τηισ προβλεµ τηατ Ι ηαϖε λαργελψ ηιδδεν ιν
µψ ρεχορδκεεπινγ. Ιν τηε αλγοριτηµ στεπσ Ι ρουνδεδ τηε νυµβερσ το τηρεε
δεχιµαλ πλαχεσ. Ηερε ισ τηατ λιστ οφ συχχεσσιϖε Gσ ανδ H σ το 10−διγιτ
αχχυραχψ:

G H

70 81.648
75.824 75.37666174
75.60033087 75.59966913
75.6 75.6

Ουρ χαλχυλατιον διδ νοτ νεεδ τηοσε εξτρα διγιτσ, βυτ φορ µορε αχχυραχψ τηεψ
ωουλδ βε ρεθυιρεδ, µακινγ τηε λονγ−διϖισιον προχεσσ ωιτηουτ α χαλχυλατορ
εϖεν ωορσε.

Βεφορε χαλχυλατορσ βεχαµε αϖαιλαβλε, στυδεντσ ηατεδ τηατ µετηοδ εϖεν
µορε τηαν τηεψ δισλικεδ τηε εαρλιερ αλγοριτηµ. Ι κνοω: Ι ηαδ το τεαχη ιτ
τηρουγη τηε 1950σ ανδ 1960σ. Βυτ τηεν τηε εαρλψ χαλχυλατορσ αππεαρεδ, ανδ
ψου ωουλδ τηινκ τηατ τηεψ ωουλδ µακε τηισ µετηοδ µορε αχχεπταβλε. Εϖεν
ωιτη α χαλχυλατορ, ηοωεϖερ, ρεχοπψινγ τηοσε ϖαλυεσ ιν ορδερ το χαρρψ ουτ
τηε χαλχυλατιονσ ισ βοτη τιµε−χονσυµινγ ανδ αν ινϖιτατιον το ρεχορδκεεπινγ
ερρορσ.

Ωιτη τηε εαρλιεστ χαλχυλατορσ (ωιτηουτ ανψ
√

κεψ, οφ χουρσε), τηερε ωασ

α στιλλ εασιερ αππροαχη. Σεεκινγ x =
√

N ισ εθυιϖαλεντ το σεεκινγ x ωιτη
x2 = Ν. Σιµπλψ γυεσσ συχχεσσιϖε ϖαλυεσ οφ x ανδ αδϕυστ τηεµ δεπενδινγ
ον ωηετηερ τηειρ σθυαρεσ αρε λαργερ ορ σµαλλερ τηαν N . (Νοτε τηατ στυδεντσ
διδν�τ νεεδ α σπεχιαλ κεψ το σθυαρε α νυµβερ; τηεψ χουλδ µερελψ µυλτιπλψ
τηε νυµβερ βψ ιτσελφ.)

Ηερε, φορ εξαµπλε, ισ ηοω ψου µιγητ ⇒νδ
√

5715.36 βψ τηισ µεανσ. Ωε
σεεκ αν x συχη τηατ x2 = 5715.36. Ασ ωε διδ βεφορε, ωε�λλ σταρτ ωιτη α
γυεσσ οφ 70.

Γυεσσ Σθυαρε

70 4900 Τοο σµαλλ; τηυσ τηε ανσωερ ισ βετωεεν 70 ανδ 80
75 5625 Τοο σµαλλ; τηυσ τηε ανσωερ ισ βετωεεν 75 ανδ 80
78 6084 Τοο λαργε; τηυσ τηε ανσωερ ισ βετωεεν 75 ανδ 78
77 5929 Στιλλ τοο λαργε; τηυσ τηε ανσωερ ισ βετωεεν 75 ανδ 77
76 5776 Στιλλ τοο λαργε; τηυσ τηε ανσωερ ισ βετωεεν 75 ανδ 76
75.5 5700.25 Τοο σµαλλ; τηυσ τηε ανσωερ ισ βετωεεν 75.5 ανδ 76
75.7 5730.49 Τοο λαργε; τηυσ τηε ανσωερ ισ βετωεεν 75.5 ανδ 75.7
75.6 5715.36 Βινγο!
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Σινχε 75.62 = 5715.36,
√

5715.36 = 75.6. Ιφ ψου τρψ τηατ µετηοδ το χαλ−
χυλατε ανψ οτηερ σθυαρε ροοτ, ψου�λλ ⇒νδ ιτ ϖερψ στραιγητφορωαρδ ανδ ρεασον−
αβλψ φαστ. Ανδ ψου χαν, οφ χουρσε, χαλχυλατε βψ τηισ µεανσ το ανψ νυµβερ
οφ διγιτσ.8

Τηερε ισ α σεχονδ προβλεµ ωιτη Νεωτον�σ µετηοδ τηατ ισ στιλλ µορε
ιµπορταντ ανδ µυστ βε αδδρεσσεδ. Ωηεν ιτ ωασ ιντροδυχεδ ιν σχηοολσ, ανδ
δεσπιτε ιτσ σπονσορσ� χριτιχισµ οφ τηε εαρλιερ µετηοδ φορ φαιλινγ το ϕυστιφψ
τηειρ προχεδυρε, νονε οφ τηοσε σπονσορσ ϕυστι⇒εδ τηισ προχεδυρε ανψ µορε
τηαν τηεψ διδ τηατ ⇒ρστ αλγοριτηµ. Ωε ωιλλ αδδρεσσ τηατ ϕυστι⇒χατιον αφτερ
ωε ηαϖε χονσιδερεδ τηε χαλχυλατορ προγραµ.

Ιτ τυρνσ ουτ τηατ βοτη οφ τηεσε λαστ τωο προχεδυρεσ�Νεωτον�σ µετηοδ
ορ γυεσσ ανδ χηεχκ βψ σθυαρινγ�µαψ βε προγραµµεδ, βυτ ωε ωιλλ χηοοσε
Νεωτον�σ µετηοδ.9

Ηερε ισ α σιµπλε προγραµ τηατ ωιλλ χαλχυλατε
√

N φορ ανψ νοννεγατιϖε
νυµβερ, N .10

PROGRAM:SQRT

: Prompt N

: Prompt G Ινιτιαλ εστιµατε G
: 0→H

: While G 	=H
: N/G→H ∆ιϖιδε Ν βψ ψουρ εστιµατε, Γ, το οβταιν H
: (G+H)/2→G Αϖεραγε G ανδ H το προϖιδε α νεω εστιµατε, G
: End Γο τηρουγη τηε λοοπ αγαιν υντιλ G = H .
: Disp G

Ιφ ψου ρυν τηατ προγραµ ωιτη α ρεασοναβλε ⇒ρστ εστιµατε, G, ψου ωιλλ ⇒νδ
τηατ ιτ χαρριεσ ουτ ιτσ χαλχυλατιον ιν λεσσ τηαν α σεχονδ ανδ αβουτ ασ φαστ ασ
τηε προγραµµεδ

√
κεψ ον ψουρ χαλχυλατορ.11

Το σεε ωηατ ισ γοινγ ον, Ι ωιλλ αδδ τωο αδδιτιοναλ ινστρυχτιονσ ανδ,
σινχε ιτ ισ τηεν συπερ⇓υουσ, ρεµοϖε τηε ⇒ναλ ινστρυχτιον:

8Ιν 1969 µψ δοχτοραλ στυδεντ, Παυλ Πανγ, νοω α χολλεγε πρεσιδεντ, τεστεδ τηεσε τηρεε

µετηοδσ ωιτη µιδδλε σχηοολ στυδεντσ. Τηε χλεαρ ωιννερ ιν τερµσ οφ βοτη πρεφερενχε ανδ

υνδερστανδινγ ωασ τηισ τηιρδ µετηοδ.
9Αν αδαπτατιον οφ τηε γυεσσ ανδ χηεχκ βψ σθυαρινγ µετηοδ τυρνσ ουτ το βε ονε οφ τηοσε

υσεδ το σολϖε χοµπλιχατεδ εθυατιονσ. Ιτ αππεαρσ ιν Αππενδιξ Μ. Ασ ιτ ηαππενσ, ιτ, τοο, ισ

α προχεσσ χρεδιτεδ το Ισααχ Νεωτον.
10Ιν τηε προγραµ τηε ινστρυχτιον While G	=H χουλδ βε ρεπλαχεδ ωιτη Repeat until G=H.
Ωιτη τηισ ινστρυχτιον τηε χηεχκ ωηετηερ G = H ισ ατ τηε ενδ οφ τηε λοοπ. Τηυσ τηε λοοπ

ισ προχεσσεδ ατ λεαστ ονχε. Φορ τηισ ρεασον τηε στεπ 0 → H µαψ βε οµιττεδ.
11

√
N µαψ αλσο βε χαλχυλατεδ βψ N ∧ .5. Ασ ωε ωιλλ σεε ιν τηε νεξτ χηαπτερ, ηοωεϖερ, τηε

προγραµσ µαψ βε ϖερψ διφφερεντ.
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PROGRAM:SQRTCK

: Prompt N

: Prompt G

: 0→H

: While G 	=H
: N/G→H

: Disp G,H Σηοω τηε χυρρεντ ϖαλυε οφ G ανδ H .
: Pause

: (G+H)/2→G

: End (While)

Ιφ ψου ρυν τηατ προγραµ ωιτη N = 5715.36 ανδ G = 70, ψου ωιλλ αλτερνατε
τηε φολλοωινγ ϖαλυεσ οφ G ανδ H :

G H

70 81.648
75.824 75.37666174
75.60033087 75.59966913
75.6 75.6

Ψου σηουλδ ρεχογνιζε τηοσε ϖαλυεσ ασ εξαχτλψ τηε σαµε ονεσ ωε οβταινεδ
βψ χαρρψινγ ουτ τηε αλγοριτηµ εαρλιερ. Τηατ σηουλδ χερταινλψ βε τηε χασε
βεχαυσε τηε αλγοριτηµ σιµπλψ ρεπλιχατεσ τηε στεπσ φορ ηανδ χαλχυλατιον.

ΤΩΟ ΑΣΙ∆ΕΣ ΑΒΟΥΤ ΧΑΛΧΥΛΑΤΟΡ ΧΑΛΧΥΛΑΤΙΟΝ

Τηερε ισ α προβλεµ ωιτη τηε While λοοπ ιν τηε προγραµ ωε ηαϖε υσεδ. Τηατ
χηεχκ ωηετηερ G 	= H χαν οχχασιοναλλψ χαυσε α χαλχυλατορ ορ χοµπυτερ το
ρυν ενδλεσσλψ. Ιτ µαψ σεεµ εασψ το χηεχκ ωηετηερ τωο νυµβερσ αρε εθυαλ,
βυτ ϖερψ σµαλλ διφφερενχεσ βετωεεν νυµβερσ τηατ δο νοτ σηοω υπ ον ψουρ
χαλχυλατορ δισπλαψ µαψ µακε τωο νυµβερσ τηατ αππεαρ τηε σαµε ψετ τυρν
ουτ το βε διφφερεντ. Τηε ρεσυλτ ισ τηε χαλχυλατορ ϖαλυεσ οφ G ανδ H ϕυµπινγ
βαχκ ανδ φορτη βετωεεν τωο νεαρλψ εθυαλ ϖαλυεσ. Τηισ ισ χαλλεδ διτηερινγ.

Το αϖοιδ τηισ προβλεµ, ψουρ χαλχυλατορ προβαβλψ δοεσ σεϖεραλ τηινγσ.
Φιρστ, ασ ψου ηαϖε σεεν, ιτ χαλχυλατεσ ωιτη νυµβερσ µορε αχχυρατε τηαν
τηοσε σηοων ιν τηε δισπλαψ.

∆εσπιτε τηισ αδδιτιοναλ αχχυραχψ, ψουρ χαλχυλατορ χουλδ στιλλ ρυν ιντο
προβλεµσ ωιτη µινυτε διφφερενχεσ βετωεεν νυµβερσ�τηε ριγητµοστ
υνσεεν διγιτ ηοϖερινγ βετωεεν 4 ανδ 5 ανδ τηυσ χαυσινγ ρουνδινγ διφ−
φερενχεσ, φορ εξαµπλε�ανδ τηισ χαν λεαδ το τηε κινδ οφ τηινγ τηατ οχχα−
σιοναλλψ πυνισηεσ υσ ωηεν ουρ χοµπυτερ αχτσ υπ ανδ ωε ηαϖε το πρεσσ
ΕΣΧΑΠΕ ορ εϖεν πυλλ τηε πλυγ.
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Το γετ αρουνδ τηισ, τηε χαλχυλατορ µαψ χηεχκ φορ µινορ διφφερενχεσ. Φορ
εξαµπλε, ιτ µιγητ αππλψ τηε φολλοωινγ ρυλε: Ιφ ιτ ⇒νδσ τηατ τηε διφφερενχε
ισ λεσσ τηαν ηαλφ τηε ϖαλυε οφ τηε ριγητµοστ διγιτ ιν ψουρ δισπλαψ, ιτ ωιλλ
αλλοω τηε νυµβερσ το βε χονσιδερεδ εθυαλ.

Προγραµµερσ πρεφερ το αϖοιδ τηισ κινδ οφ ερρορ βψ προϖιδινγ τηισ
ινστρυχτιον τηεµσελϖεσ. Φορ εξαµπλε, φορ ουρ στατεµεντ While G 	=H, τηεψ
µιγητ συβστιτυτε σοµετηινγ λικε While abs(G−H)/G>.00000000005.12

Α σιµιλαρ συβστιτυτιον χαν βε υσεδ το τεστ εθυαλιτψ.
Τηερε ισ ανοτηερ προβλεµ ωιτη τηε προγραµ Ι ηαϖε ιντροδυχεδ. Ψουρ

χαλχυλατορ
√

κεψ δοεσ νοτ ρεθυιρε ψου το εντερ αν ινιτιαλ γυεσσ, G. Ιτ ονλψ
χαλλσ φορ α ϖαλυε οφ N . Το σολϖε τηισ προβλεµ, ινστεαδ οφ ασκινγ φορ G ιν
τηε προγραµ, ωε χαν υσε αν αρβιτραρψ ϖαλυε οφ G, σαψ, 10. Ηερε τηεν ισ
τηε ρεϖισεδ προγραµ:

PROGRAM:SQRTG10

: Prompt N

: 10→G Συβστιτυτινγ φορ Prompt G

: 0→H

: While G 	=H
: N/G→H

: (G+H)/2→G

: End

: Disp G

Λετ�σ σεε ωηατ τηατ ινιτιαλ γυεσσ, χλεαρλψ α ποορ ονε φορ τηισ χαλχυλατιον,

δοεσ το ουρ χοµπυτατιον οφ
√

5715.36. Ηερε αρε τηε συχχεσσιϖε (βυτ υνρε−
πορτεδ13) ϖαλυεσ οφ G ανδ H ωηεν τηισ προγραµ ισ ρυν:

G H

10 571.536
290.768 19.6560832
155.2120416 36.82291619
96.0174789 59.52416233
77.77082061 73.48977361
75.63029711 75.56971503
75.60000607 75.59999393
75.6 75.6

12Τεχηνιχαλλψ |G − H |/G ισ τηε ρελατιϖε ερρορ βετωεεν H ανδ G ρελατιϖε το G.
13Ωε χαν οβταιν τηεσε ϖαλυεσ βψ ρυννινγ τηε προγραµ SQRTCK ον παγε 64 ωιτη N =
5715.36 ανδ G = 10.
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Νοτιχε τηατ, δεσπιτε τηε ωιδε σωινγσ οφ τηε ⇒ρστ φεω ϖαλυεσ, τηε προγραµ
ζεροεσ ιν ον τηε ανσωερ ιν ονλψ α φεω αδδιτιοναλ στεπσ, ανδ τηε χαλχυλατορ
ιν λαργε παρτ µακεσ υπ φορ τηεσε αδδιτιοναλ στεπσ ωιτη ιτσ ραπιδ προχεσσινγ.

Τηε χηοιχε οφ 10 φορ G ιν τηε προγραµ ωασ αρβιτραρψ ανδ τηε χαλχυλατιον
οφ τηε σθυαρε ροοτσ οφ ϖερψ λαργε νυµβερσ, σαψ, 1025, ορ ϖερψ σµαλλ νυµ−
βερσ, σαψ, 10−25, ωουλδ τακε ενουγη στεπσ το µακε τηε τιµε ωαιτινγ φορ
αν ανσωερ εϖιδεντ ιν χοµπαρισον το τηε αλµοστ ινσταντανεουσ χαλχυλατιον

υσινγ τηε
√

κεψ. Χλεαρλψ, τηεν, ιν τηισ χασε τηε χαλχυλατορ αλγοριτηµ ισ
µορε σοπηιστιχατεδ τηαν ουρσ.

ΑΡΙΤΗΜΕΤΙΧ ΑΝ∆ ΓΕΟΜΕΤΡΙΧ ΜΕΑΝΣ

Σο φαρ, ψου ηαϖε βεεν ασκεδ το αχχεπτ Νεωτον�σ αλγοριτηµ ωιτηουτ ϕυστι−
⇒χατιον. Το εσταβλιση τηατ ιτ δοεσ ινδεεδ γιϖε υσ χορρεχτ ανσωερσ, ωε νοω
προϖιδε τηε µατη τηατ συππορτσ τηισ προχεσσ.

Τηε �τριχκ� οφ Νεωτον�σ αλγοριτηµ ισ το υσε τηε αριτηµετιχ µεαν ασ αν
αππροξιµατιον φορ τηε γεοµετριχ µεαν ιν ηισ αλγοριτηµ. Το υνδερστανδ ηισ
προχεδυρε, ωε νεεδ το δε⇒νε τηοσε µεανσ.

Το ⇒νδ τηε αϖεραγε οφ τωο νυµβερσ, ωε χαλχυλατε ηαλφ τηειρ συµ. Ματη−
εµατιχιανσ ασσιγν τηε µορε φορµαλ ναµε αριτηµετιχ µεαν (Α.Μ.) το τηατ
αϖεραγε, σο, φορ τωο νυµβερσ a ανδ b, ωε ηαϖε

Α.Μ. =
a + b

2

Τηερε αρε οτηερ τψπεσ οφ µεανσ ασ ωελλ14 ανδ τηε ονε ωε αρε χονχερνεδ
ωιτη ηερε ισ χαλλεδ τηε γεοµετριχ µεαν (Γ.Μ.). Λικε τηε Α.Μ., ιτ, τοο, ηασ
αν αλτερνατε ναµε: τηε µεαν προπορτιοναλ.15 Φορ τωο ποσιτιϖε νυµβερσ, ιτ
ισ δε⇒νεδ ασ τηε σθυαρε ροοτ οφ τηειρ προδυχτ. Τηυσ φορ a ανδ b, ωε ηαϖε

Γ.Μ. =
√

ab

14Αµονγ τηεµ αρε τηε ηαρµονιχ µεαν:
1

1
2

(

1
a

+ 1
b

) =
2ab

a + b
,

ανδ τηε ροοτ µεαν σθυαρε,
√

a2 + b2

2
.

Ματηεµατιχιανσ γενεραλιζε αλλ οφ τηεσε µεανσ το αππλψ το µορε τηαν τωο ϖαλυεσ a ανδ b.
15Τηε µεαν προπορτιοναλ βετωεεν τωο νυµβερσ a ανδ b ισ τηε νυµβερ x ιν τηε προπορτιον:

a/x = x/b. Το σεε τηατ x χορρεσπονδσ το τηε Γ.Μ., σολϖε τηε προπορτιον φορ x: x2 = ab

ανδ x =
√

ab.
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a

O C B

E

D

A

b

Φιγυρε 4.7 Αριτηµετιχ ανδ γεοµετριχ µεανσ.

Ωε χαν χοµπαρε τηε Α.Μ. ανδ Γ.Μ. φορ γιϖεν α ανδ β γεοµετριχαλλψ ιν
Φιγυρε 4.7.

Τηε γιϖεν σεγµεντσ a ανδ b αρε πλαχεδ ενδ το ενδ ασ σηοων ιν
Φιγυρε 4.7, ωιτη a = AC ανδ b = CB. Τηε µιδποιντ O οφ ΑΒ ισ λοχατεδ,
ανδ α σεµιχιρχλε ισ χονστρυχτεδ ωιτη ΑΒ ασ διαµετερ. Σεγµεντσ Ο∆ ανδ
ΧΕ αρε χονστρυχτεδ περπενδιχυλαρ το ΑΒ, µεετινγ τηε σεµιχιρχλε ατ D

ανδ E.
Σινχε a + b = AB, τηε διαµετερ οφ τηε σεµιχιρχλε, ανδ OD ισ α ραδιυσ

οφ τηατ σεµιχιρχλε, OD = (a + b)/2. Τηυσ, Ο∆ ισ τηε Α.Μ. οφ a ανδ b.
Αν ανγλε ινσχριβεδ ιν α σεµιχιρχλε ισ α ριγητ ανγλε, σο ανγλε ΑΕΒ ισ α

ριγητ ανγλε. Τηυσ τηε τριανγλεσ ΑΧΕ ανδ ΕΧΒ αρε σιµιλαρ, ανδ ωε ηαϖε

τηε προπορτιον a/CE = CE/b σο (CE)2 = ab ανδ CE =
√

ab. Ωε ηαϖε
σηοων τηατ ΧΕ ισ τηε Γ.Μ. οφ a ανδ b.

Αν ιµπορταντ φεατυρε οφ τηισ διαγραµ ισ τηε χοµπαρισον οφ OD ανδ
CE. Νοτιχε τηατ ϖαρψινγ τηε ποσιτιον οφ C ον AB χηανγεσ τηε ρελατιονσηιπ
βετωεεν a ανδ b, βυτ φορ ανψ ποσιτιον, OD ≥ CE. Ιν φαχτ, τηεψ ωιλλ βε
εθυαλ ονλψ ωηεν a = b. Τηισ εσταβλισηεσ τηατ Α.Μ. ≥ Γ.Μ.

Ωε χαν σηοω τηισ υσεφυλ ρελατιονσηιπ16 αλγεβραιχαλλψ ασ ωελλ. Ωε βεγιν
ωιτη α στατεµεντ τηατ ισ αλωαψσ τρυε φορ ποσιτιϖε νυµβερσ, a ανδ b; σινχε
ανψ νυµβερ σθυαρεδ ισ νοννεγατιϖε: (a − b)2 ≥ 0. Σθυαρινγ, ωε ηαϖε a2 −
2ab + b2 ≥ 0. Αδδ 4ab το βοτη σιδεσ οφ τηε ινεθυαλιτψ το οβταιν a2 +
2ab + b2 ≥ 4ab. Τηε λεφτ σιδε ισ αγαιν α περφεχτ σθυαρε: (a + b)2 ≥ 4ab,
ανδ, σινχε βοτη σιδεσ αρε ποσιτιϖε, ωε χαν τακε τηειρ σθυαρε ροοτσ το οβταιν

a + b ≥ 2
√

ab. Φιναλλψ, διϖιδινγ βψ 2 γιϖεσ υσ τηε ινεθυαλιτψ ωε σεεκ,

(a + b)/2 ≥
√

ab, ωηιχη εσταβλισηεσ ονχε αγαιν τηατ: Α.Μ. ≥ Γ.Μ.
Νοω ωε ηαϖε τηε τοολσ ωε νεεδ ιν ορδερ το ινϖεστιγατε Νεωτον�σ αλγο−

ριτηµ φορ σθυαρε ροοτ.

16Φορ σεϖεραλ ιντερεστινγ αππλιχατιονσ οφ τηισ ρελατιονσηιπ, σεε Π. ϑ. Ναηιν, Ωηεν Λεαστ Ισ

Βεστ, Πρινχετον Υνιϖερσιτψ Πρεσσ, 2004, εσπεχιαλλψ παγεσ 13�20.
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ΩΗΨ ΝΕΩΤΟΝ�Σ ΑΛΓΟΡΙΤΗΜ ΦΟΡ ΣΘΥΑΡΕ

ΡΟΟΤ ΩΟΡΚΣ

Νεωτον�σ Μετηοδ ινϖολϖεσ α σεριεσ οφ ωηατ ωε ηαϖε χαλλεδ γυεσσεσ, ωηιχη
ωε ηαϖε δεσιγνατεδ G ιν τηε προγραµ. Εστιµατεσ µαψ βε α βεττερ ωορδ
φορ τηεµ, βυτ ωε ωιλλ στιχκ ωιτη G.

Λοοκ ατ τηατ προγραµ αγαιν. Ι ηαϖε νυµβερεδ τηε στεπσ φορ ρεφερενχε:

PROGRAM:SQRT

1 : Prompt N

2 : 10→G

3 : 0→H

4 : While G	=H
5 : N/G→H

6 : (G+H)/2→G

7 : End

8 : Disp G

Νοω ρεχαλλ τηε ρολεσ οφ τηοσε τηρεε λεττερσ, N , G, ανδ H . Ωε σεεκ
√

N

ανδ τηε προγραµ χαλλσ φορ τηε ϖαλυε οφ N το προχεσσ ιν λινε 1. Λινε 2
ασσιγνσ τηατ αρβιτραρψ ϖαλυε οφ 10 το Γ. Ιν λινε 5, H πλαψσ τηε ρολε οφ τηε
θυοτιεντ οφ τηε διϖισιον στεπ οφ �∆ιϖιδε ανδ αϖεραγε.� Ιτ ισ σετ ατ 0 ιν λινε
3 σο τηατ τηερε ισ νο ποσσιβιλιτψ τηατ ιτ ωιλλ βε εθυαλ το τηατ ινιτιαλ γυεσσ
G.17 Τηισ ισ νεχεσσαρψ ιν ορδερ το εντερ τηε While λοοπ.

Χλεαρλψ τηε ϖαλυεσ οφ G ανδ H χηανγε ασ τηε λοοπ ρεπεατσ. Ιν ορδερ το
εξαµινε τηεσε χηανγεσ ωε νεεδ το δεσιγνατε τηεµ ωιτη διφφερεντ σψµβολσ,
ανδ τηισ ισ α περφεχτ ρολε φορ συβσχριπτσ. Ωε σετ τηε ινιτιαλ ϖαλυεσ οφ G

ανδ H το βε G0 ανδ H0. Τηεν συβσεθυεντ ϖαλυεσ ωιλλ βε G1, G2, G3, . . .

ανδ H1, H2, H3, . . .
18 ανδ ωηεν ωε ωαντ το ταλκ αβουτ α γενεραλ ϖαλυε

οφ Γ ορ Η, ωε χαν δεσιγνατε τηατ ϖαλυε ασ Gn ορ Hn.
19 Υσινγ τηεσε

συβσχριπτσ, ωε χαν δεσχριβε ηοω ωε προχεσσ τηε αλγοριτηµ φροµ στεπ το
στεπ ασ Hn = N/Gn ανδ

Gn+1 =
Gn + Hn

2
.

17Χαλχυλατορ ανδ χοµπυτερ υσερσ οφτεν φοργετ τηατ ϖαλυεσ λεφτ φροµ πρεϖιουσ προγραµσ

χοντινυε το ρεσιδε ιν µεµορψ. Ηερε, φορ εξαµπλε, τηε χονχερν ισ τηατ α λεφτοϖερ H = 10

ωουλδ λεαδ το
√

N = 10 φορ ανψ N . Ανψ νεγατιϖε ϖαλυε φορ H ωουλδ ηαϖε σερϖεδ εθυαλλψ

ωελλ ιν στεπ 3. Ιν τηισ προγραµ ωιτη G ασσιγνεδ τηε ϖαλυε 10, ανψ νυµβερ διφφερεντ φροµ

10 ωουλδ δο φορ H .
18Νοτιχε ηοω τηεσε συβσχριπτσ αλλοω υσ το ρεχαλλ τηε βασιχ ϖαριαβλε ωηιλε σεπαρατινγ ιτσ

ϖαλυεσ ατ σταγεσ ιν τηε προχεσσ.
19∆ο νοτ χονφυσε τηισ n φορ α γενεραλ στεπ νυµβερ ωιτη τηε N φορ ωηιχη ωε σεεκ τηε

σθυαρε ροοτ.
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Ιφ τηισ αλγοριτηµ ισ το ωορκ, ιτ µυστ προϖιδε α σεριεσ οφ ϖαλυεσ τηατ ωιλλ

γετ χλοσερ ανδ χλοσερ το
√

N , ⇒ναλλψ γεττινγ σο χλοσε τηατ ωε ωιλλ βε αβλε

το δισχερν νο διφφερενχε βετωεεν τηατ ϖαλυε ανδ
√

N .20 Τηισ συγγεστσ τηατ
ωε στυδψ τηε ερρορ ατ εαχη σταγε οφ τηε προχεσσ. Τηατ ερρορ, ωηιχη ωε ωιλλ

χαλλ En βεχαυσε ιτ διφφερσ ατ εαχη στεπ n, ωε δε⇒νε ασ En = |Gn −
√

N |.
Νοτε σεϖεραλ τηινγσ αβουτ τηατ δε⇒νιτιον. Φιρστ, τηε ερρορ ισ χηανγινγ

(ηοπεφυλλψ ρεδυχινγ) ανδ τηατ ισ ωηψ τηε συβσχριπτ n ισ υσεδ. Φορ εαχη
Gn, τηερε ισ α χορρεσπονδινγ En. Τηε σεχονδ τηινγ αβουτ τηε δε⇒νιτιον
ισ τηε υσε οφ αβσολυτε ϖαλυε, ωηιχη ωασ δε⇒νεδ εαρλιερ ιν τηισ χηαπτερ.
Τηε ρεασον φορ ιτσ υσε ηερε ισ ουρ ωιση το ηαϖε En ποσιτιϖε. Ιφ Gn ≥√

N , Gn −
√

N ωουλδ βε ποσιτιϖε (ορ ζερο), βυτ ιφ Gn <
√

N , Gn −
√

N

ωουλδ βε νεγατιϖε; ιν ειτηερ χασε τηε αβσολυτε ϖαλυε ωουλδ µακε τηε
χορρεσπονδινγ ϖαλυε οφ En ποσιτιϖε.

∆εαλινγ ωιτη αβσολυτε ϖαλυε αλγεβραιχαλλψ ισ ρατηερ χοµπλιχατεδ, ηοω−
εϖερ. Φορ τηατ ρεασον ιτ ωιλλ βε υσεφυλ το σηοω τηατ, φορ ϖαλυεσ οφ n ≥ 1,
Gn ≥

√
N . Ιν τηατ χασε ωε χαν ρεµοϖε τηε αβσολυτε ϖαλυε σιγνσ βεχαυσε

Gn −
√

N ωιλλ βε νοννεγατιϖε ανδ τηε αβσολυτε ϖαλυε οφ α νοννεγατιϖε
νυµβερ ισ τηατ νυµβερ.

Φορτυνατελψ, νο µαττερ ωηατ ϖαλυε ωε χηοοσε φορ G0, ιτ ισ στραιγητφορ−

ωαρδ το σηοω τηατ συχχεσσιϖε ϖαλυεσ οφ Gn ωιλλ βε γρεατερ τηαν
√

N . Ηερε
ισ ηοω ωε χαν δο τηισ.

Ωε ηαϖε εσταβλισηεδ τηατ

Hn =
N

Gn

ανδ Gn+1 =
Gn + Hn

2
.

Νοτε τηατ τηε ⇒ρστ εθυατιον ισ εθυιϖαλεντ το GnHn = N ανδ τηερεφορε τηε

γεοµετριχ µεαν οφ τηεσε ϖαλυεσ,
√

GnHn =
√

N .
Ωε αλσο κνοω τηατ τηε Α.Μ. ≥ Γ.Μ. Αππλψινγ τηισ το τηε ϖαριαβλεσ Gn

ανδ Hn, ωε ηαϖε

Gn + Hn

2
≥

√

GnHn

Συβστιτυτινγ ωηατ ωε ηαϖε εσταβλισηεδ φορ εαχη µεµβερ οφ τηισ εθυατιον,

ωε ηαϖε ωηατ ωε σετ ουτ το σηοω τηατ Gn+1 ≥
√

N φορ n = 0, 1, 2, 3, . . . .

Νοτιχε τηατ τηισ στατεµεντ δοεσ νοτ σαψ τηατ G0 ≥
√

N . (Ιν φαχτ, ουρ

χηοιχε οφ G0 = 10 ιν ουρ προγραµ ωουλδ βε λεσσ τηαν
√

N φορ ανψ
N ≥ 100.) Βυτ ιτ δοεσ σαψ τηατ, νο µαττερ ωηατ τηε χηοιχε οφ α ποσι−

τιϖε G0, Gn ≥
√

N φορ n = 1, 2, 3, . . . . Το σεε τηατ τηισ ισ τρυε, σιµπλψ

20Ιν σοµε χασεσ ασ ωιτη
√

64 τηε ϖαλυε ωιλλ βε εξαχτ, βυτ ιν οτηερσ, λικε
√

5 ωηεν τηε

ροοτ ισ ιρρατιοναλ, τηε ϖαλυε ωιλλ βε ασ νεαρ ασ ψουρ χαλχυλατορ ωιλλ δισπλαψ.
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συβστιτυτε τηε γιϖεν ϖαλυεσ φορ n συχχεσσιϖελψ ιν τηε πρεϖιουσ στατεµεντ
φορ Gn+1.

Ιτ ισ νοτ νεχεσσαρψ, βυτ ωε χουλδ ηαϖε σετ G0 ιν ουρ προγραµ σο τηατ

ιτ, τοο, ωουλδ βε γρεατερ τηαν
√

N . Ιν πλαχε οφ τηε στατεµεντ 10→G, ωε

χουλδ ηαϖε ωριττεν N+1/4→G. Το σηοω τηατ N + 1/4 ≥
√

N , ωε σιµπλψ
συβστιτυτε 2Ν φορ a ανδ 1/2 φορ b ιν τηε Α.Μ. ≥ Γ.Μ. τηεορεµ

a + b

2
≥

√
ab

Τηε ρεσυλτινγ στατεµεντ,

2N + 1
2

2
≥

√

2N ∗
1

2
,

ρεδυχεσ το τηε δεσιρεδ N + 1/4 ≥
√

N .
Κνοωινγ τηατ Gn ≥

√
N ατ λεαστ φορ αλλ n ≥ 1, ωε χονσιδερ ηοω τηε χορ−

ρεσπονδινγ Hn ρελατεσ το
√

N . Τακινγ ρεχιπροχαλσ οφ ινεθυαλιτιεσ ρελατινγ

ποσιτιϖε ϖαλυεσ ρεϖερσεσ τηε ορδερ, τηυσ Gn ≥
√

N λεαδσ το

1

Gn

≤
1

√
N

Μυλτιπλψινγ εαχη σιδε οφ τηισ ινεθυαλιτψ βψ N γιϖεσ

N

Gn

≤
N

√
N

Σινχε τηε λεφτ σιδε ισ Hn ανδ τηε ριγητ
√

N , ωε ηαϖε σηοων τηατ Hn ≤
√

N .

Ωε νοω ηαϖε τηε ιµπορταντ ρελατιονσηιπ Hn ≤
√

N ≤ Gn φορ n =
1, 2, 3, 4, . . . . Ιν οτηερ ωορδσ, ωε ηαϖε

√
N βετωεεν Hn ανδ Gn.

Ωε�ρε ⇒ναλλψ ρεαδψ το εξπλορε τηοσε ερρορσ. Ρεχαλλ τηατ ωε δε⇒νεδ

τηε ερρορ En = |Gn −
√

N |. Σινχε ωε ηαϖε προϖεδ τηατ Gn ≥
√

N φορ
n ≥ 1, ηοωεϖερ, ωε χαν δροπ τηε αβσολυτε ϖαλυε σιγνσ το γιϖε En =
Gn −

√
N .

Ιφ ωε χαν σηοω τηατ τηε ερρορ ισ σηρινκινγ σιγνι⇒χαντλψ φροµ στεπ το
στεπ, ωε ωιλλ ηαϖε προϖεδ ουρ αλγοριτηµ ωορκσ. Ωηατ ωε σεεκ τηεν ισ τηε
ρελατιον βετωεεν En+1 ανδ En. Σπεχι⇒χαλλψ ωε ωαντ En+1 < En ασ ωε

αππροαχη
√

N . Ωε ωιλλ βεγιν ωιτη τηε ρεσυλτ ωε ϕυστ προϖεδ ανδ βυιλδ
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υπον ιτ. Ψου σηουλδ βε αβλε το φολλοω τηεσε στεπσ:

Hn ≤
√

N

Gn + Hn ≤ Gn +
√

N

Gn + Hn

2
≤

Gn +
√

N

2

Gn+1 ≤
Gn +

√
N

2

Gn+1 −
√

N ≤
Gn +

√
N

2
−

√
N

Gn+1 −
√

N ≤
Gn +

√
N − 2

√
N

2

Gn+1 −
√

N ≤
Gn −

√
N

2

En+1 ≤
En

2

Ωε ηαϖε προϖεδ τηατ τηε ερρορ ισ ατ λεαστ ηαλϖεδ ιν εαχη πασσ τηρουγη
τηε αλγοριτηµ. Ιφ εαχη En+1 = En/2, ωε ωουλδ ηαϖε τηε σιτυατιον δεπιχτεδ
ιν Φιγυρε 4.8.

Τηατ ωε αχτυαλλψ δο µυχη βεττερ τηαν τηισ ωε χαν σεε βψ φολλοωινγ

α σιµπλε εξαµπλε, τηε προγραµ χαλχυλατιον οφ
√

9. Ωε εξπεχτ En+1 ≤

G5...
G4

G3

G2

G1

G0

√N

Φιγυρε 4.8 Gn ϖαλυεσ αππροαχη
√

N .
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En/2, ωηιχη ισ εθυιϖαλεντ το εξπεχτινγ En+1/En ≤ 1
2
. Τηε φουρτη χολυµν

χαλχυλατεσ τηε συχχεσσιϖε ϖαλυεσ οφ En+1/En:

n Gn En = Gn −
√

N En+1/En

1 9.25 6.25
2 5.111486486 2.111486486 <0.34
3 3.436113369 0.436113369 <0.21
4 3.027675872 0.027675872 <0.07
5 3.000126492 0.000126492 <0.005
6 3.000000003 0.000000003 <0.00003
7 3 0 0

Ιν τηισ ταβυλατιον, νοτε τηατ τηε ερρορ νοτ ονλψ δεχρεασεσ το λεσσ τηαν ηαλφ
ατ εαχη στεπ βυτ αλσο δεχρεασεσ µορε ραπιδλψ ασ τηε αλγοριτηµ προγρεσσεσ.
Ψου χαν σεε ιν Αππενδιξ Η τηατ, ονχε ψου ηαϖε α χορρεχτ δεχιµαλ φραχτιον

διγιτ, ιν οτηερ ωορδσ ωηεν ψου αρε ωιτηιν ονε οφ
√

N , τηε νυµβερ οφ
χορρεχτ δεχιµαλ διγιτσ ατ λεαστ δουβλεσ ωιτη εαχη συχχεσσιϖε στεπ.

Ψου νοω ηαϖε νοτ ονλψ α φαστ αλγοριτηµ τηατ χαρριεσ ουτ τηε ωορκ οφ

ψουρ χαλχυλατορ�σ
√

N κεψ βυτ ψου αλσο ηαϖε αν αλγοριτηµ τηατ ψου χαν

υσε ασ παρτ οφ τηε προχεσσ φορ οτηερ κεψσ. Τηυσ
√

N χαν πλαψ τηε ρολε οφ
ωηατ ισ χαλλεδ α συβρουτινε ιν οτηερ χαλχυλατιονσ.

Φροµ νοω ον, τηεν, ωε νεεδ νοτ ωριτε ουτ τηοσε προγραµ στεπσ. Ωε ωιλλ

χαλλ ον τηατ συβρουτινε µερελψ βψ ωριτινγ
√

N ιν ουρ προγραµσ. Ωηενεϖερ
ωε δο τηισ, ωε ωιλλ κνοω τηατ τηε χαλχυλατορ χουλδ βε σενδινγ N ιντο α
µοδι⇒χατιον οφ τηατ νινε−στεπ προγραµ. Ασ ψου ωιλλ σεε ιν λατερ χηαπτερσ,
τηισ γιϖεσ υσ αν ιµπορταντ τοολ φορ δεσιγνινγ αδδιτιοναλ αλγοριτηµσ.

Σεϖεραλ ⇒ναλ νοτεσ. Ρεαδερσ φαµιλιαρ ωιτη τηε χαλχυλυσ χαν σεε ιν
Αππενδιξ Ι ηοω τηισ �διϖιδε ανδ αϖεραγε� αλγοριτηµ ισ ινδεεδ α παρ−
τιχυλαρ χασε οφ τηε µορε γενεραλ Νεωτον�σ Μετηοδ. Αππενδιξεσ ϑ ανδ Κ
προϖιδε σοµε ωαψσ το αππροξιµατε ιρρατιοναλ νυµβερσ ωιτη ινχρεασινγλψ
αχχυρατε φραχτιονσ. Αππενδιξ ϑ αλσο σηοωσ ηοω τηε Γρεεκσ προϖεδ τηε
εξιστενχε οφ αν ιρρατιοναλ ρατιο.
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Το ηιµ ωηο λοοκσ ον τηε ωορλδ ρατιοναλλψ, τηε ωορλδ ιν ιτσ
τυρν πρεσεντσ α ρατιοναλ ασπεχτ. Τηε ρελατιον ισ µυτυαλ.

�Γεοργ Ωιληελµ Φριεδριχη Ηεγελ

ΡΑΤΙΟΝΑΛ ΑΝ∆ ΡΕΑΛ ΝΥΜΒΕΡΣ

Ατ τηε ουτσετ Ι σεεκ το χλαριφψ σοµετηινγ αβουτ ρατιοναλ ανδ ρεαλ νυµβερσ.
Μοστ ρεαδερσ ωηο ηαϖε στυδιεδ µατηεµατιχσ ιν σχηοολ ορ χολλεγε κνοω
τηατ τηε ρατιοναλ νυµβερσ ινχλυδε τηε ιντεγερσ ανδ φραχτιονσ. Τηεψ µαψ
βε δε⇒νεδ ασ αλλ νυµβερσ τηατ χαν βε ωριττεν ασ a/b, ωιτη a ανψ ιντεγερ
ανδ b ανψ ποσιτιϖε ιντεγερ.1 Τηυσ, νυµβερσ λικε 7

283
ανδ −59

13
αρε ρατιοναλ

νυµβερσ. Τηε ιντεγερσ ⇒τ τηισ δε⇒νιτιον ασ ωελλ, σινχε τηεψ µαψ βε ωριττεν
ωιτη 1 ιν τηε δενοµινατορ. Φορ εξαµπλε, −37 = −37

1
. Σο τοο αρε δεχιµαλ

φραχτιονσ λικε 379
1000

= .379 ορ −21
10

= 2.1 ρατιοναλ νυµβερσ.
Βυτ τηερε αρε αλσο νυµβερσ τηατ αρε νοτ αµονγ τηε ρατιοναλσ. Τηεψ

αρε χαλλεδ ιρρατιοναλ νυµβερσ. Τηεσε ινχλυδε νυµβερσ λικε
√

7, π , e, ανδ
χοσ 27◦. Τηε ρατιοναλ ανδ ιρρατιοναλ νυµβερσ τογετηερ µακε υπ τηε ρεαλ
νυµβερσ.2

1Τηεψ µαψ αλσο βε δε⇒νεδ ασ νυµβερσ τηατ µαψ βε εξπρεσσεδ ασ ρεπεατινγ δεχιµαλσ.

Τηυσ νυµβερσ συχη ασ 1
3

= .33333 . . . , ανδ 3
7

= .428571 428571 42857 . . . αρε ρατιοναλσ.

Ρεπεατινγ ζεροσ αρε αλσο αλλοωεδ ιν ορδερ το µακε νυµβερσ τηατ δο νοτ σεεµ το νεεδ

ρεπεατινγ το βε δεχιµαλσ, λικε 27 ανδ 1
2
, φορ εξαµπλε, ⇒τ τηισ χατεγορψ: 27 = 27.00000 . . . ,

ανδ 1
2

= .500000 . . . .
2Υνλικε ρατιοναλ νυµβερσ, ιρρατιοναλ νυµβερσ χαννοτ βε εξπρεσσεδ ασ ρεπεατινγ δεχιµαλσ.

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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Νοω ηερε ισ ωηερε σοµε χονφυσιον αρισεσ. Ψουρ χαλχυλατορ ηασ α κεψ
µαρκεδ π , ανδ ωε ηαϖε α χαλχυλατορ κεψ (ανδ α προγραµ) το χαλχυλατε

σθυαρε ροοτσ λικε
√

7; ηοωεϖερ, ψουρ χαλχυλατορ ωιλλ δεαλ ονλψ ωιτη ρατιοναλ
νυµβερσ. Ιν φαχτ, ιτ δεαλσ ονλψ ωιτη τερµινατινγ δεχιµαλσ, α ρατιοναλ νυµβερ

συβσετ. Τηε π ανδ
√

7 τηατ ψουρ χαλχυλατορ ρεπορτσ αρε 10−διγιτ δεχιµαλ
αππροξιµατιονσ οφ τηοσε ρεαλ νυµβερσ.

Τηισ χαλχυλατορ ανδ χοµπυτερ ρεστριχτιον το δεχιµαλσ δοεσ νοτ αφφεχτ
ουρ χαλχυλατιονσ, ανδ ωε ωιλλ εϖεν δεϖελοπ α προγραµ το χαλχυλατε ποω−
ερσ λικε eπ , κνοωινγ τηατ βψ �χαλχυλατε� ωε µεαν τηατ ωε ωιλλ ⇒νδ
δεχιµαλ αππροξιµατιονσ, ϕυστ ασ τηε χαλχυλατορ ϖαλυεσ οφ e ανδ π αρε
αππροξιµατιονσ. Φορ υσ, τηεν, ωε ονλψ ηαϖε τηε 10−διγιτ αππροξιµατιονσ
eπ = 2.7182818283.141592654 = 23.14069263.

Αλτηουγη ωε ωιλλ υσε σιµπλερ εξαµπλεσ, τηε προγραµ ωε ωιλλ δεϖελοπ
ιν τηισ χηαπτερ ωιλλ χαρρψ ουτ τηατ κινδ οφ χαλχυλατιον.

ΡΑΤΙΟΝΑΛ ΠΟΩΕΡΣ ΩΕ ΧΑΝ ΑΛΡΕΑ∆Ψ ΧΑΛΧΥΛΑΤΕ

Βεφορε ωε ιντροδυχε α προγραµ το χαλχυλατε BE φορ ανψ εξπονεντ E, ψου
σηουλδ υνδερστανδ τηατ ψου αλρεαδψ χαν εϖαλυατε µανψ ρατιοναλ ποωερσ.
Ιν Χηαπτερ 3 ωε αδδρεσσεδ τηε προβλεµ οφ χαλχυλατινγ ωιτη ιντεγραλ εξπο−
νεντσ, εξπονεντσ λικε 5, 17, ανδ −3. Ιν Χηαπτερ 4 ωηεν ωε δεϖελοπεδ
τηε σθυαρε ροοτ αλγοριτηµ, ψου αδδεδ το τηεσε τηε εξπονεντ 1

2
= .5 σινχε√

x = x1/2 = x.5.
Βψ χοµβινινγ τηε προγραµσ οφ τηοσε χηαπτερσ, ψου χαν τηεν αλσο χαλ−

χυλατε εξπρεσσιονσ λικε 75.5, 3.1417.5, ανδ 0.004−3.5.
Ηερε ισ ηοω το χηανγε τηε φορµ οφ τηοσε εξπρεσσιονσ σο τηατ ψου χαν

υσε τηε εαρλιερ προγραµσ ορ τηε κεψσ τηεψ ρεπρεσεντ:

75.5 = 75+.5 = 75 ∗ 7.5 = 75 ∗
√

7

3.1417.5 = 3.1417+.5 = 3.1417 ∗ 3.14.5 = 3.1417 ∗
√

3.14

0.004−3.5 =
(

1

0.004

)3+.5

= 2503+.5 = 2503 ∗ 250.5 = 2503 ∗
√

250

Ιν εαχη χασε ψου ωουλδ τηεν µυλτιπλψ τηε ιντεγραλ ποωερ τηατ ψου οβταινεδ
φροµ τηε προγραµ οφ Χηαπτερ 3 βψ τηε σθυαρε ροοτ τηατ ψου οβταινεδ φροµ
τηε προγραµ οφ Χηαπτερ 4 το γετ ψουρ ανσωερ. Ιν τηε χασε οφ 75.5, φορ
εξαµπλε, ψου ωουλδ ηαϖε

75 ∗
√

7 = 16807 ∗ 2.645751311 = 44467.14229
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Ωε χαν δο στιλλ µορε τηαν τηισ. Ωε χαν εντερ α νυµβερ, σαψ, 16, ιν
ουρ σθυαρε ροοτ προγραµ, τηεν τακε τηε ρεσυλτ ανδ εντερ ιτ ιν τηε σαµε
προγραµ. Τηισ ωουλδ γιϖε υσ τηε σθυαρε ροοτ οφ τηε σθυαρε ροοτ οφ 16:
√√

16 =
√

4 = 2.
Τηισ προχεσσ ωουλδ αππλψ το ανψ νυµβερ. Φορ εξαµπλε, φορ 5, ωε µιγητ

ηαϖε
√√

5 =
√

2.236067977 = 1.495348781

ϑυστ ωηατ ισ ιτ τηατ ωε�ρε χαλχυλατινγ ηερε? Ιφ ωε ρεπρεσεντ τηοσε σθυαρε

ροοτσ βψ 1
2

ποωερσ, ωε ηαϖε
√√

x =
(

x1/2
)1/2 = x1/4 = x.25.

Αηα! Ωε χαν χαλχυλατε νοτ ϕυστ x.5 βυτ αλσο x.25. Ιν εξαχτλψ τηε σαµε
ωαψ ωε ηαϖε

√

√√
x =

(

(

x1/2
)1/2

)1/2

= x1/8 = x.125.

Ιν φαχτ, ωιτη α συιταβλε νυµβερ οφ σθυαρε ροοτσ ωε χαν χαλχυλατε ανψ
ποωερ ωηοσε εξπονεντ ισ ιτσελφ α ποωερ οφ 1

2
. Τηυσ ωε χαν χαλχυλατε ωιτη

τηε φολλοωινγ εξπονεντσ: .5, .25, .125, .0625, .03125, .015625, .0078125,
ανδ σο ον.

Ρεχαλλ ατ τηισ ποιντ τηατ τηε προγραµ ωε δεϖελοπεδ ιν τηε λαστ χηαπτερ

ϕυστι⇒εδ ουρ υσε οφ τηε
√

κεψ ον ουρ χαλχυλατορ. Ωε ωιλλ υσε ιτ φροµ νοω
ον. Ιφ, φορ εξαµπλε, ψου ωαντ το χαλχυλατε 347.125, ψου χαν σιµπλψ εντερ

(νοτε τηατ παρεντηεσεσ αρε οµιττεδ ηερε ανδ ιν σιµιλαρ σιτυατιονσ.)
√ √

√
347. Ωηεν ψου τηεν πρεσσ ΕΝΤΕΡ, ψουρ χαλχυλατορ σηουλδ δισπλαψ

2.077500727. Ψου χαν χηεχκ τηατ τηισ ισ ινδεεδ τηε σαµε ασ 347.125 βψ
εντερινγ 347∧ .125.3

Ωε ωιλλ σεε τηατ τηισ αβιλιτψ το χαλχυλατε συχη ποωερσ ισ τηε κεψ το τηε
ρατιοναλ ποωερ προγραµ τηατ ωε ωιλλ δεϖελοπ.

ΒΙΝΑΡΨ ΝΥΜΒΕΡΣ ΒΕΤΩΕΕΝ ΖΕΡΟ ΑΝ∆ ΟΝΕ

Ωε ταλκεδ αβουτ βιναρψ νυµβερσ φορ τηε ωηολε νυµβερσ ιν Χηαπτερ 2; ιν
τηισ χηαπτερ ωε ωιλλ µακε υσε οφ βιναρψ νυµβερσ βετωεεν ζερο ανδ ονε.4

ϑυστ ασ .1 ρεπρεσεντσ τηε δεχιµαλ νυµβερ ονε−τεντη, τηατ σαµε σψµβολ,
.1, ρεπρεσεντσ ονε−ηαλφ ιν βιναρψ. Τηε κεψ το υνδερστανδινγ α γενεραλ βιναρψ

3Ιν δοινγ τηισ ωε αρε, οφ χουρσε, γεττινγ αηεαδ οφ τηε γαµε. Ιτ ισ εξαχτλψ συχη χαλχυλατιονσ

τηατ ωε ωιλλ ιντροδυχε λατερ ιν τηισ χηαπτερ. Ατ τηισ ποιντ συχη α χηεχκ µερελψ ασσυρεσ υσ

τηατ ωε αρε ον τηε ριγητ τραχκ.
4Ωηατ σηουλδ ωε χαλλ τηεσε νυµβερσ? Βινιµαλσ? Βιχψχλεσ? Ι κνοω οφ νο στανδαρδ ναµε

φορ τηεµ.
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λικε 1001.101 ισ το οβσερϖε τηατ τηε πλαχε ϖαλυεσ χοντινυε το τηε ριγητ ασ
ιν τηε φολλοωινγ δισπλαψ:

23 22 21 20 2−1 2−2 2−3

1 0 0 1 · 1 0 1

Τηε δεχιµαλ ϖαλυεσ χορρεσπονδινγ το τηεσε πλαχεσ αρε

8 0 0 1 1
2

0 1
8

ορ, χονϖερτινγ το δεχιµαλ φραχτιονσ:

8 0 0 1 .5 0 .125

Συµµινγ τηεσε ϖαλυεσ, ωε ηαϖε 1001.101τωο = 9.625τεν.
Νοω ιφ ψου φοχυσ αττεντιον ον τηοσε ϖαλυεσ βετωεεν ζερο ανδ ονε, ψου

σηουλδ σεε τηατ τηε δεχιµαλ εθυιϖαλεντσ οφ τηοσε βιναριεσ αρε εξαχτλψ τηοσε
ϖαλυεσ τηατ ωε φουνδ ιν ταλκινγ αβουτ ροοτσ ιν τηε πρεϖιουσ σεχτιον. Τηεψ
αρε .5, .25, .125, .0625, .03125, ανδ σο ον.

Τηατ συγγεστσ α ωαψ το τηινκ αβουτ χαλχυλατινγ συχη νυµβερσ. Χονσιδερ
τηε φολλοωινγ χαρεφυλλψ χηοσεν εξαµπλε: 3.625. Ωε χαν ρεωριτε 3.625 ασ
3.5+.125, ανδ τηεν (αγαιν ρεχαλλινγ τηε ρυλεσ φορ εξπονεντσ) ρεωριτε τηισ ασ
3.5 ∗ 3.125. Αη, βυτ τηισ ισ τηε σαµε ασ 31/2 ∗ 31/8, ανδ ψου κνοω φροµ τηε

λαστ σεχτιον τηατ τηισ ισ
√

3 ∗
√

√√
3.5

Τηισ ψου χαν χαλχυλατε. Ψου χαν κεψ

√
3 ∗

√ √ √
3 ΕΝΤΕΡ

το ⇒νδ τηατ 3.625 = 1.987013346. (Ψου χαν αλσο χηεχκ τηατ ρεσυλτ βψ εντερ−
ινγ 3∧ .625.)

Τηερε ισ σοµετηινγ ελσε ψου σηουλδ νοτιχε αβουτ τηισ παρτιχυλαρ χαλχυ−
λατιον. Ιφ ωε ωριτε τηε εξπονεντ .625 ιν βιναρψ, ωε ωουλδ ηαϖε 3.101, ανδ
τηατ εξπονεντ τελλσ υσ ωηερε τηε σθυαρε ροοτσ αππεαρ ιν ουρ χαλχυλατιον:

3.101 = 31/2+0/4+1/8 = 31/2 ∗ 31/8 =
√

3 ∗

√

√√
3

Τηατ βιναρψ φορµ αλσο τελλσ υσ ηοω το προχεεδ ιν τηε φολλοωινγ ωαψ.
Βεγιννινγ ωιτη .1τωο, ωε νεεδεδ α σινγλε σθυαρε ροοτ. Τηεν ωε ινχρεασε

5Ιν µανψ οφ τηε δεσχριπτιονσ τηατ φολλοω, τηε
√

σψµβολσ αρε ρεταινεδ το χλαριφψ τηε ισσυεσ

ινϖολϖεδ, ωηερεασ ιν τηε προγραµ προχεσσινγ τηεψ ωουλδ βε χαλχυλατεδ ανδ τηε ρεσυλτινγ

δεχιµαλ ϖαλυεσ χαρριεδ φορωαρδ.
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τηε νυµβερ ωιτη εαχη πλαχε ασ ωε µοϖε το τηε ριγητ, ινχλυδινγ τηε φαχτορ
ιν ουρ προδυχτ ονλψ ωηεν α 1 αππεαρσ. Ωιτηουτ τηε ιντερµεδιατε στεπσ,
τηεν, ηερε ισ ηοω α µορε χοµπλιχατεδ βιναρψ ποωερ ωουλδ ωορκ ωιτηουτ
τηοσε ιντερµεδιατε στεπσ:

7.01011 =
√√

7 ∗

√

√

√√
7 ∗

√

√

√

√

√

√

√√
7

Τηατ εξπονεντ ωασ, οφ χουρσε, ιν βιναρψ. Ωε χαν χηανγε ιτ το δεχιµαλ
φορµ: .01011τωο = 1

4
+ 1

16
+ 1

32
= 11

32
= .34375τεν.

Τηυσ, ιφ ωε χαρριεδ ουτ τηε χαλχυλατιον αβοϖε, ωε ωουλδ ηαϖε χαλχυλατεδ
7.34375.

Ιτ ωουλδ βε νιχε ιφ αλλ εξπονεντσ ωερε εθυιϖαλεντ το προδυχτσ οφ ποωερσ
οφ 1

2
. Υνφορτυνατελψ τηεψ αρε νοτ, βυτ, βψ υσινγ τηεσε εξπονεντσ ωιτη χαρε,

ψου ωιλλ σεε τηατ ωε χαν αππροξιµατε ανψ ποωερ.

∆ΕςΕΛΟΠΙΝΓ ΑΝ ΑΛΓΟΡΙΤΗΜ ΤΟ ΧΑΛΧΥΛΑΤΕ

ΡΑΤΙΟΝΑΛ ΠΟΩΕΡΣ

Ατ τηε ουτσετ ψου σηουλδ νοτιχε τηατ ωε χαν αλωαψσ σεπαρατε τηε ιντεγερ
παρτ οφ ανψ ποωερ φροµ τηε παρτ λεσσ τηαν ονε ιν τηε σαµε ωαψ ωε διδ
ιν τηε πρεϖιουσ σεχτιον. Φορ τηατ ρεασον, ωε ωιλλ φοχυσ ον τηε χαλχυλατιον
οφ ρατιοναλ εξπονεντσ, E, ωιτη 0 < E < 1. Ιν οτηερ ωορδσ, ωε ωαντ το
χαλχυλατε τηε ϖαλυεσ οφ εξπρεσσιονσ λικε: 37.5.709

Νοτιχε τηατ τηε βασε χαν βε ανψ ποσιτιϖε νυµβερ;6 ονλψ τηε εξπονεντ ισ
ρεστριχτεδ ιν τηισ ωαψ.

Ηερε ισ ονε ωαψ το τηινκ αβουτ χαλχυλατινγ α ποωερ λικε τηε εξαµπλε
ωε ηαϖε σηοων:

1. Χηανγε τηε εξπονεντ το βιναρψ φορµ.

2. Υσε σθυαρε ροοτσ ασ σηοων ιν τηε λαστ σεχτιον το εϖαλυατε τηε εξπρεσσιον.

3. Στοπ ωηεν συφ⇒χιεντ αχχυραχψ ισ ρεαχηεδ.

Τηατ ισ, ιν φαχτ, ωηατ ωε ωιλλ δο βυτ, ονχε ωε δεϖελοπ α προγραµ, ωε
ωιλλ χοµβινε τηε ⇒ρστ τωο οφ τηοσε αλγοριτηµ στεπσ. Ωε ωιλλ αλσο νεεδ
το σεε ηοω το ενδ τηε προχεσσ ιφ τηε εξπονεντ ισν�τ εξαχτλψ εθυιϖαλεντ το
α βιναρψ.

Λετ�σ σεε ηοω ωε µιγητ αχχοµπλιση στεπ 1. Ωε�λλ υσε τηατ .709 εξπονεντ
φορ ουρ εξαµπλε. Ωε χουλδ συβτραχτ .5 φροµ .709 ανδ υσε ιτ ασ .1 ιν βιναρψ,
ανδ ωε χουλδ χοντινυε ιν τηισ ωαψ, συβτραχτινγ συχχεσσιϖε ποωερσ οφ .5.

6Τηερε ισ νο προβλεµ ωιτη B < 0 φορ ιντεγερ ποωερσ. Ωε κνοω, φορ εξαµπλε, τηατ (−2)3 =
−8 ανδ (−2)−3 = − 1

8
, βυτ ωε χουλδ νοτ ασσιγν α ρεαλ νυµβερ ϖαλυε το ποωερσ λικε (−2).37.
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Τηε προχεσσ ωουλδ λοοκ λικε τηισ ωιτη τηε νεω διγιτ ιν ιταλιχσ:

∆εχιµαλ Βιναρψ

.709

−.5 ⇒ .1

.209

.209

−.25 ωον�τ γο σο ⇒ .10

.209

−.125 ⇒ .101

.084

.084

−.0625 ⇒ .1011

.0215

.0215

−.03125 ωον�τ γο σο ⇒ .10110

.0215

−.015625 ⇒ .101101

.005875

.005875

−.0078125 ωον�τ γο σο ⇒ .1011010

ανδ σο ον.
Τηερε ισ αν αλτερνατε προχεσσ τηατ λεαδσ το τηε σαµε ρεσυλτ. Ιτ ισ βασεδ

ον τηε φαχτ τηατ εαχη τιµε ωε δουβλε τηε ρεµαινινγ δεχιµαλ νυµβερ, τηε
ωηολε νυµβερ ρεσυλτινγ ισ τηε βιναρψ ϖαλυε ωε σεεκ. Ηερε ισ ηοω τηισ
ωορκσ φορ τηισ σαµε δεχιµαλ .709:

.709 ∗ 2 = 1.418 ⇒ .1

.418 ∗ 2 = 0.836 ⇒ .10

.836 ∗ 2 = 1.672 ⇒ .101

.672 ∗ 2 = 1.344 ⇒ .1011

.344 ∗ 2 = 0.688 ⇒ .10110

.688 ∗ 2 = 1.376 ⇒ .101101

.376 ∗ 2 = 0.752 ⇒ .1011010
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ανδ σο ον.
Νοτιχε τηατ ατ εαχη σταγε ιν τηισ σεχονδ προχεσσ τηε ωηολε−νυµβερ παρτ

οφ τηε δουβλεδ προδυχτ χοντριβυτεσ το τηε βιναρψ ρεπρεσεντατιον ανδ ισ
ρεµοϖεδ φροµ τηε δεχιµαλ.

Νοω λετ�σ σεε ηοω ωε χουλδ τηεν χαρρψ ουτ στεπ 2 οφ τηατ αλγοριτηµ: το
αππλψ σθυαρε ροοτσ το τηοσε βιναρψ ποσιτιονσ ιν τηε εξπονεντ. Ηερε αγαιν
ισ τηε εξαµπλε ωιτη ωηιχη ωε βεγαν τηισ δισχυσσιον: 37.5.709.

Ωε ηαϖε σηοων ηοω το χηανγε τηατ εξπονεντ (βυτ νοτ τηε βασε) το τηε
βιναρψ ϖαλυε: 37.5.1011010..., σο ωε σηουλδ χαλχυλατε

√
37.5 ∗

√

√√
37.5 ∗

√

√

√√
37.5 ∗

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√

√√
37.5 ∗ . . .

στοππινγ ονλψ ωηεν ωε ηαϖε ουρ δεσιρεδ αχχυραχψ.
Ινστεαδ οφ χαρρψινγ ουτ τηοσε προχεσσεσ σεπαρατελψ, ωε ωιλλ σεε τηατ ωε

χαν χοµβινε τηε προχεσσ οφ χονϖερτινγ τηε ποωερ το βιναρψ ανδ τακινγ
τηοσε συχχεσσιϖε σθυαρε ροοτσ. Τηισ λεαδσ το ρεασοναβλψ σηορτ προγραµσ.

ΤΩΟ ΠΡΟΓΡΑΜΣ

Ωε ωιλλ δεϖελοπ τωο προγραµσ το χαλχυλατε BE , ωιτη 0 < E < 1. Τηε ⇒ρστ
ονε φολλοωσ τηε ⇒ρστ προχεσσ ωε υσεδ το χονϖερτ τηε εξπονεντ το βιναρψ. Ι
ηαϖε νυµβερεδ τηε λινεσ ιν ορδερ το ρεφερ το τηεµ ιν τηε εξπλανατιον τηατ
φολλοωσ ιτ:

PROGRAM:RATPOW1

1 : Prompt B,E

2 : 1→P

3 :
√
B →S

4 : .5→X

5 : While E>.00000000005

6 : If E≥X
7 : Then

8 E−X→E

9 : P*S→P

10 : End (If)

11 : X/2→X

12 :
√
S →S

13 : End (While)

14 : Disp P

Βεχαυσε ιτ ισ εασψ το γετ λοστ ιν φολλοωινγ α χοµπλιχατεδ εξαµπλε, ωε�λλ
χονσιδερ α σιµπλε ονε, 7.625. Ωε κνοω τηατ τηισ ισ εθυιϖαλεντ το 7.101 ωηεν
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τηε εξπονεντ ισ βιναρψ. Τηυσ ιτ σηουλδ τακε ονλψ τηρεε πασσεσ τηρουγη τηε
While λοοπ (ονε φορ εαχη βιναρψ διγιτ) το χοµπλετε τηε χαλχυλατιον.

Ιν λινε 1 ωε ωουλδ εντερ B = 7 ανδ E = .625. P ισ γοινγ το αχχυµυλατε

τηε ποωερ ωε σεεκ; ιν λινε 2 ωε σετ τηατ P = 1. Τηε τηιρδ λινε σετσ S =
√

7,
τηε σθυαρε ροοτ οφ τηε βασε, 7. Ιν λινε 4 ωε σετ X = .5. Τηατ .5 ισ τηε ⇒ρστ
νυµβερ τηατ ωε αττεµπτ το συβτραχτ φροµ τηε εξπονεντ ιν τηατ ⇒ρστ δεχιµαλ−
το−βιναρψ χονϖερσιον αλγοριτηµ. Ωιτη τηεσε ϖαλυεσ εσταβλισηεδ, ωε εντερ
τηε While λοοπ.

Τηε If τεστ ασκσ ιφ E ισ λαργε ενουγη το συβτραχτ X = .5 φροµ ιτ. Σινχε
.625 > .5, ωε περφορµ τηισ συβτραχτιον ιν λινε 8, λεαϖινγ E = .125. Βυτ
ρατηερ τηαν ωαιτ υντιλ τηε εντιρε χονϖερσιον το βιναρψ ισ αχχοµπλισηεδ, ωε

µυλτιπλψ P βψ S =
√

7 νοω. Τηυσ ωε νοω ηαϖε P = 1 ∗
√

7 =
√

7.
Βεφορε λεαϖινγ τηε While λοοπ, ωε πρεπαρε ουρσελϖεσ φορ τηε νεξτ πασσ

βψ ρεπλαχινγ X βψ X/2 ιν λινε 11, ωηιχη µακεσ X = .25 ανδ S βψ
√

S

ιν λινε 12, ωηιχη µακεσ S =
√√

7.
Αλτηουγη E = .125 ισ πλεντψ το σενδ υσ τηρουγη τηε While λοοπ αγαιν,

ιτ ισ νοτ ασ λαργε ασ X = .25, σο τηε If τεστ φαιλσ ανδ λινεσ 8 ανδ 9 αρε νοτ
προχεσσεδ. Βυτ λινεσ 11 ανδ 12 αρε, ανδ ωε ενδ τηε λοοπ ωιτη X = .125

ανδ S =
√

√√
7. E ρεµαινσ .125, σο ωε εντερ τηε While λοοπ α τηιρδ

τιµε. Ιν ιτ E = X = .125, σο τηε λινεσ φολλοωινγ If αρε προχεσσεδ. Ιν λινε

8, E βεχοµεσ 0, ανδ ιν λινε 9, P βεχοµεσ
√

7 ∗
√

√√
7. Ιν λινε 11, S

βεχοµεσ

√

√

√√
7 ανδ ιν λινε 12, X βεχοµεσ 0.

Σινχε X = 0, ωε αρε ⇒νισηεδ ωιτη τηε While λοοπ ανδ τηε ϖαλυε P =
√

7 ∗
√

√√
7 ισ ρεπορτεδ.7

Νοω ωε�λλ εξαµινε α σεχονδ προγραµ το χαλχυλατε BE , ωιτη 0 < E < 1.
Τηισ ονε φολλοωσ τηε σεχονδ προχεδυρε φορ χηανγινγ τηε εξπονεντ φροµ
δεχιµαλ το βιναρψ. Ι ηαϖε αγαιν νυµβερεδ τηε λινεσ ιν ορδερ το ρεφερ το
τηεµ ιν τηε φολλοωινγ εξπλανατιον:

PROGRAM:RATPOW2

1 :Prompt B,E

2 : 1→P

3 :
√
B →S

4 : While E>0 and abs(S−1)>.00000000005

5 : int(2E)→I

6 : If I=1
7 : P*S→P

7Νοτιχε τηατ λαστ ϖαλυε οφ S ισ νεϖερ υσεδ. Ιφ αφτερ ρυννινγ τηισ προγραµ ψου τψπε S

ΡΕΤΥΡΝ, ψου ωιλλ οβταιν τηατ φουρτη ροοτ οφ 7 τηατ ωασ ρεταινεδ.
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8 : 2*E−I→E

9 :
√
S →S

10 : End (While)

11 : Disp P

Το χαλχυλατε τηε σαµε εξαµπλε ωε υσεδ ιν τηε οτηερ προγραµ, 7.625, ωε
αγαιν εντερ B = 7 ανδ E = .625 ιν λινε 1 ανδ τηε ϖαλυεσ P = 1 ανδ

S =
√

7 αρε σετ ιν λινεσ 2 ανδ 3.
Νοτιχε τηατ ιν τηισ προγραµ, σινχε E ισ βεινγ δουβλεδ ιν εαχη στεπ,

ιτ µαψ νεϖερ γετ σµαλλ ενουγη το µεετ τηε E < .0000000001 τεστ οφ
τηε While λοοπ τηατ ωε υσεδ ιν τηε οτηερ προγραµ. Φορ τηατ ρεασον, αν
αδδιτιοναλ τεστ ισ νεχεσσαρψ. Τηατ οτηερ τεστ ινϖολϖεσ S, ωηιχη ωιλλ βε

συχχεσσιϖελψ
√

B,
√√

B,

√

√√
B, ανδ σο ον. Βεχαυσε B ισ ποσιτιϖε, τηεσε

νυµβερσ αππροαχη 1.8 Ιν τηε εξαµπλε ωε ηαϖε χηοσεν, ηοωεϖερ, βεχαυσε
E ωιλλ βε ζερο αγαιν αφτερ τηρεε πασσεσ τηρουγη τηε λοοπ, τηισ αδδιτιοναλ
τεστ ωιλλ νοτ αππλψ.

Ιτ ισ ωιτηιν τηε While λοοπ τηατ ωε υσε τηε σεχονδ αλγοριτηµ. Ιν λινε 5
ωε δουβλε τηε εξπονεντ E το µακε E = 1.25 ανδ τακε ιτσ ιντεγερ ϖαλυε,
1, ασ I . Τηισ ισ εξαχτλψ ωηατ ωε διδ το ⇒νδ τηε ⇒ρστ βιναρψ πλαχε ιν τηατ
αλγοριτηµ. Βυτ αγαιν ασ ιν τηε πρεϖιουσ προγραµ, ινστεαδ οφ αχχυµυλατινγ
τηε εντιρε βιναρψ εξπονεντ, ωε προχεσσ ιτ νοω ιν τηε If ινστρυχτιον. Σινχε

I = 1, ωε µυλτιπλψ P βψ τηε χυρρεντ ϖαλυε οφ S, ναµελψ,
√

7. Τηισ µακεσ

P = 1 ∗
√

7.
Νεξτ, ιν λινε 8, σινχε ωε ηαϖε αππλιεδ ιτ το P , ωε συβτραχτ τηατ I = 1

φροµ τηε δουβλεδ ϖαλυε οφ E, µακινγ E = .25. Ανδ βεφορε λεαϖινγ τηε

While λοοπ ιν λινε 9, ωε µακε S =
√√

7, αγαιν ασ ιν τηε οτηερ προγραµ.
Τηε νεξτ τιµε τηρουγη τηε λοοπ, δουβλινγ E προδυχεσ 0.5, σο τηε ιντεγερ

ϖαλυε οφ τηισ ισ I = 0, ανδ τηε If ινστρυχτιον ισ νοτ προχεσσεδ. Ωε ενδ τηε

λοοπ ωιτη E = 1 ανδ S =
√

√√
7.

Τηε λαστ πασσ τηρουγη τηε λοοπ τηεν µακεσ P = 1 ∗
√

7 ∗
√

√√
7, ϕυστ

ασ ωε ωιση.
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Ωε ωιλλ νοω χοµβινε ουρ προγραµ ιν τηισ χηαπτερ ωιτη τηε ονε ιν
Χηαπτερ 3, µοδιφψινγ ιτ ανδ αδδινγ α φεω τουχηεσ ωηερε αππροπριατε, το
χονστρυχτ α νεω προγραµ τηατ χαλχυλατεσ BE φορ B > 0 ανδ ανψ ρατιοναλ E.

8Ωηεν B > 1, ασ E αππροαχηεσ 0, BE αππροαχηεσ 1 φροµ αβοϖε, βυτ ωηεν 0 < B < 1 ασ

E αππροαχηεσ 0, BE αππροαχηεσ 1 φροµ βελοω. Τηατ ισ τηε ρεασον φορ υσινγ τηε αβσολυτε

ϖαλυε οφ S − 1.
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Ινστεαδ οφ νυµβερινγ ινδιϖιδυαλ λινεσ ιν τηισ προγραµ, Ι ηαϖε νυµβερεδ
σιξ σεχτιονσ:

PROGRAM:RPOWALL

1 : Prompt B,E

: 1→P

2 : 0→N

: If E<0

: 1→N

: abs(E)→E

3 : int(E)→I

: B→C

: While I>0

: I−2∗int(I/2)→R

: If R=1
: P∗C→P

: C∗C→C

: int(I/2)→I

: End (While)

4 : E−int(E)→F

:
√
B →S

: .5→X

: While F>.00000000005

: If F≥X
: Then

: F−X→F

: P∗S→P

: End (If)

: X/2→X

:
√
S →S

: End (While)

5 : If N=1
: 1/P→P

6 : Disp P

Λετ�σ σεε ηοω τηισ προγραµ ωορκσ.
Ιν σεχτιον 1 ωε εντερ ουρ ϖαλυεσ φορ B ανδ E ανδ σετ P = 1. Ιν σεχτιον 2

ωε σετ N = 0 ανδ χηανγε ιτ το 1 ονλψ ιφ E ισ νεγατιϖε. (Ωε ωιλλ νοτ υσε
N αγαιν υντιλ σεχτιον 5.) Νεξτ ωε ρεπλαχε E βψ ιτσ αβσολυτε ϖαλυε, τηυσ
µακινγ E ποσιτιϖε.

Ιν σεχτιον 3 ωε σπλιτ οφφ τηε ιντεγερ ϖαλυε οφ E, χαλλινγ ιτ I , ανδ σενδ ιτ
τηρουγη τηε προγραµ φροµ Χηαπτερ 3 φορ ιντεγερ ποωερσ. Ωηεν τηισ σεχτιον
ισ χοµπλετεδ P ρεπρεσεντσ τηε ιντεγερ ποωερ οφ τηε βασε B.

Ηερε ιτ ωιλλ βε υσεφυλ το ρεµινδ ουρσελϖεσ ηοω εξπονεντσ ωορκ. Χον−
σιδερ 74.35 : 74.35 = 74+.35 = 74 ∗ 7.35. Νοτιχε τηατ ωε µυλτιπλψ τηε ιντεγερ
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ποωερ βψ τηε φραχτιοναλ ποωερ το οβταιν ουρ ανσωερ. Φορ τηισ ρεασον ωε
σιµπλψ χοντινυε ωιτη τηε ϖαλυε οφ P οβταινεδ φροµ σεχτιον 3 ασ ωε εντερ
ανδ προχεσσ σεχτιον 4, ωηιχη ισ τηε σαµε ασ ουρ προγραµ RATPOW1, βυτ
ωιτη F ρεπλαχινγ E.

Ωηεν σεχτιον 4 ισ χοµπλετεδ, ωε τηεν, ηαϖε τηε ϖαλυε οφ BE ωιτη
ποσιτιϖε E. Μορεοϖερ, ωε κνοω φροµ σεχτιον 2 ωηετηερ τηε E ωιτη ωηιχη
ωε βεγαν τηε προγραµ ισ ποσιτιϖε ορ νεγατιϖε. Ιφ E < 0, ωε κνοω τηατ
ωε ωουλδ ηαϖε σετ N = 1. Ιν τηατ χασε ωε σιµπλψ ρεπλαχε P ωιτη ιτσ
ρεχιπροχαλ 1/P . Τηε ανσωερ ισ τηεν δισπλαψεδ βψ σεχτιον 6.

Ιτ ισ ωορτη χονσιδερινγ ωηατ ηαππενσ ιν τηισ προγραµ ωηεν σπεχιαλ
ϖαλυεσ οφ E αρε εντερεδ:

1. Ωηατ ιφ E = 0? Ιν σεχτιον 1, P ισ σετ εθυαλ το 1. Ιν σεχτιον 2, N

ρεµαινσ 0. Ιν τηε ⇒ρστ λινε οφ σεχτιον 3, I ισ σετ εθυαλ το 0 ανδ
τηερεφορε τηε While λοοπ ισ σκιππεδ. Ιν τηε ⇒ρστ λινε οφ σεχτιον 4,
σινχε βοτη E ανδ ιντ(E) αρε 0, τηειρ διφφερενχε, F , ισ 0. Τηισ µεανσ
τηατ τηε While λοοπ οφ τηισ σεχτιον ισ σκιππεδ ασ ωελλ. Ιν σεχτιον 5,
σινχε N = 0, P ρεµαινσ υνχηανγεδ. Τηυσ ωε δισπλαψ τηε ανσωερ, 1.
Σινχε B0 = 1, ωε ηαϖε τηε χορρεχτ ρεσυλτ.

2. Ωηατ ιφ E = 1? Τηισ τιµε ιν σεχτιον 3, I = 1, τηεν C = B ανδ
ωε εντερ τηε While λοοπ. Ιν ιτ ωε χαλχυλατε R = 1 (τηε ρεµαινδερ
ωηεν 1 ισ διϖιδεδ βψ 2). Σινχε R = 1, τηε If ινστρυχτιον γιϖεσ υσ
P = 1 ∗ C = C, ανδ τηε ⇒ναλ ινστρυχτιον ιν τηε λοοπ σετσ I = 0 (τηε
θυοτιεντ ωηεν 1 ισ διϖιδεδ βψ 2). Τηισ ϖαλυε οφ I µεανσ τηατ τηε
λοοπ ισ νοτ προχεσσεδ αγαιν. Ιν σεχτιον 4, F = 1 − 1 = 0 ανδ τηεν

S =
√

B ανδ X = .5 (νειτηερ οφ ωηιχη ωιλλ βε υσεδ). Τηε σεχονδ
λοοπ ισ νοτ προχεσσεδ σινχε F = 0 ανδ τηε P = C ισ δισπλαψεδ. Σινχε
ωε σετ C = B, τηισ ισ τηε σαµε ασ δισπλαψινγ B. ϑυστ ωηατ ωε ωαντ
σινχε B1 = B.

3. Ωηατ ιφ E = −1? Τηισ ωουλδ βε ϕυστ λικε προχεσσινγ E = 1, εξχεπτ
τηατ N = 1 ιν σεχτιον 2. Τηυσ ιν σεχτιον 5, ωε ωουλδ συβστιτυτε 1/B
φορ B. Οκαψ αγαιν, σινχε B−1 = 1/B.

Ουρ RPOWALL προγραµ δοεσ ινδεεδ χαλχυλατε BE φορ B > 0 ανδ ανψ E.

Ιν δοινγ σο ιτ χαρριεσ ουτ τηε φυνχτιον οφ τηε xy ανδ x1/y κεψσ ον σοµε
σχιεντι⇒χ χαλχυλατορσ ανδ τηε ∧ κεψ ον οτηερσ.
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Τηε ινϖεντιον οφ λογαριτηµσ χαµε ον τηε ωορλδ ασ α βολτ φροµ τηε βλυε.
Νο πρεϖιουσ ωορκ ηαδ λεδ υπ το ιτ, φορεσηαδοωεδ ιτ ορ ηεραλδεδ ιτσ αρριϖαλ.

Ιτ στανδσ ισολατεδ, βρεακινγ ιν υπον ηυµαν τηουγητ αβρυπτλψ
ωιτηουτ βορροωινγ φροµ τηε ωορκ οφ οτηερ ιντελλεχτσ ορ

φολλοωινγ κνοων λινεσ οφ µατηεµατιχαλ τηουγητ.

�Λορδ Μουλτον

Ωηιλε τοδαψ λογαριτηµσ τυρν υπ ιν συχη αππλιχατιονσ ασ χοµπουνδ ιντερ−
εστ ανδ ραδιοαχτιϖε δεχαψ, τηεψ ωερε οριγιναλλψ ινϖεντεδ το σιµπλιφψ
χαλχυλατιον.

Ιτ ισ διφ⇒χυλτ νοω φορ αλλ βυτ ελδερλψ πεοπλε λικε τηισ αυτηορ, ωηο
λιϖεδ βεφορε τηε αδϖεντ οφ ελεχτρονιχ χαλχυλατορσ, το υνδερστανδ ηοω µυχη
τιµε ωασ αβσορβεδ ιν χαρρψινγ ουτ τηοσε χαλχυλατιονσ. Αν εξαµινατιον οφ
τηε νοτεβοοκσ οφ εαρλψ σχιεντιστσ συχη ασ Νεωτον ανδ Κεπλερ σηοω ηοω
δεταιλεδ ωασ τηειρ αριτηµετιχ. Φορ εξαµπλε, ιτ ωασ νοτ υνχοµµον φορ τηεµ
το µυλτιπλψ νυµβερσ ωιτη 10 ορ εϖεν µορε διγιτσ, ⇒λλινγ νοτεβοοκσ ωιτη
συχη χαλχυλατιονσ.

Ιτ ισ ηαρδ το ιµαγινε σιττινγ δοων ωιτηουτ α χαλχυλατορ το χοµπυτε α
προδυχτ λικε 73857 ∗ 97836.

Ι ϕυστ διδ σο, ανδ ιτ τοοκ µε µορε τηαν 2 µινυτεσ το χαρρψ ουτ τηε αριτη−
µετιχ. Ονχε ⇒νισηεδ, Ι χηεχκεδ µψ ρεσυλτ, 7,225,873,452, βψ χαλχυλατορ,1

1Νοτιχε τηατ Ι κεπτ τηισ προδυχτ ωιτηιν τηε 10−διγιτ ρανγε οφ µψ χαλχυλατορ. Ιφ Ι µυλτιπλιεδ

νυµβερσ ωιτη σιξ ορ µορε διγιτσ βψ α χαλχυλατορ ωιτη 10−διγιτ δισπλαψ, Ι ωουλδ ηαϖε ηαδ το

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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ωηιχη τοοκ νο λονγερ τηαν ρεχορδινγ τηε διγιτσ, ανδ ωασ ρελιεϖεδ το ⇒νδ
τηατ φορ ονχε Ι ηαδ µαδε νο χοµπυτατιον ερρορσ.

Ιν φαχτ, ιν πρεχαλχυλατορ τιµεσ µυχη σχιενχε ρεµαινεδ υνεξπλορεδ
βεχαυσε οφ τηε τιµε νεεδεδ το χαρρψ ουτ τηε λενγτηψ µατηεµατιχαλ οπερα−
τιονσ ρεθυιρεδ.

Ιν ορδερ το αδδρεσσ τηισ χαλχυλατιον προβλεµ, Σχοττιση µατηεµατιχιαν
ϑοην Ναπιερ ανδ α φεω ψεαρσ λατερ ηισ Ενγλιση χολλεαγυε Ηενρψ Βριγγσ
τογετηερ δεϖελοπεδ λογαριτηµσ µυχη ασ ωε κνοω τηεµ τοδαψ. Φροµ τηε
τιµε οφ τηατ ινϖεντιον ιν τηε εαρλψ σεϖεντεεντη χεντυρψ υντιλ τηε µιδδλε οφ
τηε τωεντιετη χεντυρψ, α περιοδ οφ οϖερ 350 ψεαρσ, τηισ µατηεµατιχαλ χον−
χεπτ ωασ υσεδ εξτενσιϖελψ ανδ αλµοστ εξχλυσιϖελψ το σιµπλιφψ χαλχυλατιονσ.

Τηε ϖαλυε οφ λογαριτηµσ (λογαριτηµ ισ αββρεϖιατεδ λογ2) φορ χοµπυτατιον
δεριϖεσ φροµ τηε φαχτ τηατ τηεψ �στεπ δοων� αριτηµετιχαλ προχεσσεσ. Μυλτι−
πλιχατιον ανδ διϖισιον αρε χαλχυλατεδ βψ αδδιτιον ανδ συβτραχτιον, ποωερσ,
ανδ ροοτσ βψ µυλτιπλιχατιον ανδ διϖισιον.

Ηερε αρε τηε φαµιλιαρ προπερτιεσ:

λογ(a ∗ b) = λογ a + λογ b

λογ(a/b) = λογ a − λογ b

λογ(an) = n λογ a

λογ n
√

a =
λογ a

n

Οφ χουρσε, τηε κεψ το υσινγ ανψ οφ τηεσε χαλχυλατιον φορµυλασ�ορ, ιν φαχτ,
το αππλψ λογσ ιν σχιεντι⇒χ σεττινγσ�ισ δετερµινινγ τηε λογαριτηµσ οφ τηε
νυµβερσ.

Αν εξαµπλε ωιλλ δεµονστρατε χαλχυλατιον ωιτη λογσ. Λετ�σ χαρρψ ουτ τηατ
µυλτιπλιχατιον Ι ιντροδυχεδ εαρλιερ, 73857 ∗ 97836.

Φροµ τηατ ⇒ρστ δε⇒νινγ εθυατιον, ωε κνοω τηατ λογ(73857 ∗ 97836) =
λογ 73857 + λογ 97836.

Ωε υσε ουρ χαλχυλατορ�σ λογ κεψ το οβταιν τηε ϖαλυεσ οφ τηε ριγητ σιδε
οφ τηατ εθυατιον: λογ(73857 ∗ 97836) = 4.868391663 + 4.990498688.

αππλψ σοµε αλγεβρα το γετ τηε προδυχτ. Φορ εξαµπλε, Ι χουλδ χαλχυλατε 1234567 × 7654321

βψ χονσιδερινγ τηοσε νυµβερσ ασ βινοµιαλσ (1234t + 567)(7654t + 321), ωιτη t ρεπρε−

σεντινγ τηουσανδ, χαλχυλατινγ τηε φουρ προδυχτσ ανδ χοµβινινγ τηε ρεσυλτσ. Προγραµµινγ

α χοµπυτερ το χαρρψ ουτ συχη µυλτιδιγιτ χαλχυλατιονσ ανδ δισπλαψ τηεµ ιν γρουπσ οφ διγιτσ

ρεπρεσεντσ αν ιντερεστινγ χηαλλενγε. Α προγραµ το δο τηισ ισ πρεσεντεδ ιν Αππενδιξ Λ.
2Τηε ωορδ log ισ υσεδ ιν τωο ωαψσ τηατ αρε υσυαλλψ δετερµινεδ βψ τηε χοντεξτ. Ον

µανψ χαλχυλατορσ λογ ρεπρεσεντσ λογ10, τηατ ισ, λογ ωιτη τηε παρτιχυλαρ βασε 10, βυτ τηε

αββρεϖιατιον λογ ισ οφτεν υσεδ ιν α µορε γενεραλ σενσε ασ µεανινγ λογαριτηµ ωιτη ανψ

βασε. (Βε αωαρε, ηοωεϖερ, τηατ ον σοµε χαλχυλατορσ ανδ χοµπυτερσ λογ ρεπρεσεντσ λογe.)
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Ωε αδδ τηοσε ριγητ σιδε ϖαλυεσ το γιϖε υσ3

λογ(73857 ∗ 97836) = 9.858890351

Ωε νοω ηαϖε τηε λογ οφ τηε προδυχτ. Το γετ τηε προδυχτ ιτσελφ, ωε µυστ
⇒νδ τηε αντιλογ οφ 9.858890351; τηατ ισ, ωε µυστ �υνδο� τηε λογ φυνχτιον.
Μορε φορµαλλψ, ωε µυστ αππλψ τηε ινϖερσε φυνχτιον. Τηατ ισ αχχοµπλισηεδ
βψ τψπινγ 2νδ λογ 9.858890351 ΕΝΤΕΡ το προδυχε 7225873445.

Αηα! Ουρ χαλχυλατορ ηασ νοτ γιϖεν υσ τηε χορρεχτ ανσωερ. Χαν ψου ϕυστ
σεε ψουρ σεϖεντη γραδε τεαχηερ µαρκινγ α βιγ χηεχκ νεξτ το τηατ ρεσυλτ?
�Παρτιαλ χρεδιτ?� ψου ασκ, ανδ σηε σιµπλψ φροωνσ. Ψου χουλδ αργυε τηατ
ψουρ ανσωερ ισ οφφ βψ ονλψ 7 ιν οϖερ 7 βιλλιον. Τηατ ισ α ρελατιϖε ερρορ
οφ λεσσ τηαν .0000001%. Ανδ ινδεεδ τηατ ισ ασ γοοδ ασ µοστ 10−διγιτ
χαλχυλατορσ χαν δο βψ µεανσ οφ λογσ.4

Βεφορε χαλχυλατορσ ωερε αϖαιλαβλε, τηερε ωασ νο σιµπλε µαχηινε ωιτη
α κεψστροκε τηατ ωουλδ προϖιδε τηε λογσ οφ νυµβερσ. Ινστεαδ τηε νυµβερσ
ωερε λοοκεδ υπ ιν βοοκσ οφ ταβλεσ. Βριγγσ, τηε χοινϖεντορ οφ λογαριτηµσ,
προδυχεδ α ταβλε οφ λογσ φορ τηε ιντεγερσ φροµ 1 το 20,000 ανδ φροµ 90,000
το 100,000, αχχυρατε το 14 δεχιµαλ πλαχεσ. (Τηε µισσινγ 20,000 το 90,000
γαπ ωασ λατερ χαλχυλατεδ βψ Αδριααν ςλαχθ, α ∆υτχη πυβλισηερ.5)

Τηερε ωερε, ηοωεϖερ, σλιδε ρυλεσ, δεϖιχεσ λικε τηε ονε σηοων ιν
Φιγυρε 6.1, ωηοσε βασιχ σχαλεσ ωερε µαρκεδ οφφ ιν λογαριτηµιχ διστανχεσ.

Φιγυρε 6.1 Α σλιδε ρυλε.

3Ψου ωουλδ προβαβλψ νοτ ηαϖε ινχλυδεδ τηατ ιντερµεδιατε στεπ, σιµπλψ ηαϖινγ τψπεδ λογ

73857 + λογ 97836 ΕΝΤΕΡ.
4Ιτ αλσο συγγεστσ τηατ χαλχυλατορ µυλτιπλιχατιον, ωηιχη γαϖε υσ αν εξαχτ ανσωερ το τηατ

10−διγιτ προδυχτ, ισ νοτ δονε βψ λογσ.
5Τηισ ανδ οτηερ ιντερεστινγ ινφορµατιον αβουτ τηε εαρλψ ηιστορψ οφ λογαριτηµσ ισ φουνδ ιν

Ελι Μαορ, ε: Τηε Στορψ οφ α Νυµβερ (Πρινχετον Υνιϖερσιτψ Πρεσσ, 1994). Ασ Μαορ ποιντσ

ουτ ανδ ασ ισ σο οφτεν τηε χασε, ιτ µαψ βε τηατ χρεδιτ φορ τηισ δισχοϖερψ ηασ βεεν ασσιγνεδ

το τηε ωρονγ περσον. Α Σωισσ ωατχηµακερ, ϑοοστ Βυργι, δεϖελοπεδ α σψστεµ ϖερψ σιµιλαρ

το ανδ αργυαβλψ βεττερ τηαν Ναπιερ�σ 26 ψεαρσ βεφορε Ναπιερ�σ πυβλιχατιον οφ ηισ ρεσυλτσ

ιν 1614. Υνφορτυνατελψ φορ ηιµ, Βυργι διδ νοτ πυβλιση ηισ ιδεασ υντιλ 1620.
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Ψου χαν σεε ηοω το δεϖελοπ α σιµπλε σλιδε ρυλε υσινγ λογ προπερτιεσ ιν
Αππενδιξ Π.

Τηειρ σχαλεσ προϖιδε τηρεε− ανδ σοµετιµεσ εϖεν φουρ−διγιτ αχχυραχψ φορ
χοµπυτατιονσ. Υντιλ τηε λατε 1970σ τηεσε ωοοδεν ορ µεταλ δεϖιχεσ ωερε
ασ ωιδελψ υσεδ, εσπεχιαλλψ αµονγ ενγινεερσ, ασ σχιεντι⇒χ χαλχυλατορσ αρε
τοδαψ. Ασ σοον ασ τηοσε χαλχυλατορσ βεχαµε αϖαιλαβλε, ηοωεϖερ, σλιδε ρυλεσ
(ασ ωελλ ασ µοστ βοοκσ οφ ταβλεσ) βεχαµε οβσολετε.

ΒΑΣΕ 10 ΛΟΓΑΡΙΤΗΜΣ

λογ ανδ 2νδ λογ

Σινχε σοµε ρεαδερσ ωιλλ ηαϖε φοργοττεν µυχη ινφορµατιον αβουτ λογσ, ιτ
ωιλλ βε υσεφυλ το ρεϖιεω ωηατ λογσ αρε βεφορε ωε δεϖελοπ προγραµσ το
χαλχυλατε τηεµ.

Α κεψ το υνδερστανδινγ λογσ ισ τηε σιµπλε εθυιϖαλενχε: λογαριτηµ =
εξπονεντ.

Ιν φορµαλ τερµσ, ψου χαν σεε τηατ εθυιϖαλενχε ιν τηεσε τωο βασιχ εθ−
υατιονσ:

10λογ N = Ν (Ι)

λογ 10N = Ν (ΙΙ)

Στατεδ ιν προσε, τηοσε εθυατιονσ τελλ υσ ιν τωο διφφερεντ ωαψσ τηατ N ισ τηε
ποωερ οφ 10 ωιτη εξπονεντ λογ N .

Ωηεν ψου τηινκ οφ λογαριτηµσ ιν τηοσε τερµσ, ψου ωιλλ ⇒νδ ιτ σιµπλερ
το δεριϖε µανψ οφ τηειρ προπερτιεσ; φορ εξαµπλε

x ∗ y = 10λογ x ∗ 10λογ y = 10λογ x+λογ y

Τηε σεχονδ εθυαλιτψ σιγν (=) ισ βασεδ ον τηε λαω οφ εξπονεντσ be ∗ bf =
be+f . Νοω ιφ ωε τακε τηε λογαριτηµ οφ τηε ⇒ρστ ανδ λαστ εξπρεσσιονσ, ωε
ηαϖε

λογ(x ∗ y) = λογ(10λογ x+λογ y)

βυτ τηε ριγητ σιδε οφ τηατ εθυατιον ισ, βψ εθυατιον (ΙΙ), εθυαλ το λογ x +
λογ y. Τηυσ ωε ηαϖε δεριϖεδ τηε λογ εθυατιον: λογ(x ∗ y) = λογ x + λογ y.

Οτηερ λογ προπερτιεσ αρε δεριϖεδ σιµιλαρλψ.
Ρετυρν νοω το εθυατιον (Ι): 10λογ N = N . Φροµ ιτ ωε κνοω ιµµεδιατελψ

τηε λογσ οφ ποωερσ οφ 10. Φορ εξαµπλε, συπποσε N = 100. Σινχε 102 =
100 = 10λογ 100, τηοσε ⇒ρστ ανδ λαστ εξπονεντσ αρε εθυαλ, ανδ ωε ηαϖε
λογ 100 = 2.
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Σιµιλαρ συβστιτυτιονσ γιϖε υσ α σεθυενχε οφ ϖαλυεσ:

λογ 1000 = 3

λογ 100 = 2

λογ 10 = 1

λογ 1 = 0

λογ .1 = −1

λογ .01 = −2

λογ .001 = −3

Φορ εξαµπλε, το σηοω τηατ λογ .01 = −2, ωε τηινκ οφ τηε εθυατιον, 10λογ .01 =
.01, ωηιχη ισ τηε σαµε ασ 10λογ .01 = 1

100
= 10−2. Σινχε τηε βασεσ αρε αλικε

(βοτη 10), τηε εξπονεντσ αρε εθυαλ ανδ ωε ηαϖε λογ .01 = −2.
Τηεσε ιντεγερ ϖαλυεσ αρε χαλλεδ τηε χηαραχτεριστιχσ οφ λογσ. Ιφ αλλ ωε

ηαδ το δο ωασ χαλχυλατε ωιτη ποωερσ οφ 10, ωε χουλδ δο σο εασιλψ. Ωηατ
ωε νεεδ, ηοωεϖερ, αρε τηε ϖαλυεσ βετωεεν τηοσε ποωερσ. Φορ εξαµπλε, ωε
νεεδ το ⇒νδ συχη ϖαλυεσ ασ λογ 3, λογ 5280, ανδ λογ .57664.

Βεφορε ωε τυρν το τηατ προβλεµ, ηοωεϖερ, ωε νεεδ το ρεχαλλ σοµε
αδδιτιοναλ βασιχσ. Ρεµεµβερ τηατ ιν χαρρψινγ ουτ ουρ εξαµπλε οφ λογ χαλχυ−
λατιον, ωε χαµε το τηε ποιντ ατ ωηιχη λογ(73857 ∗ 97836) = 9.858890351.

Ωε διδν�τ ωαντ τηισ λογ ανσωερ. Ινστεαδ ωε ωαντεδ τηε αχτυαλ ϖαλυε οφ
73857 ∗ 97836. Αγαιν ωε χαν υσε ουρ δε⇒νινγ ρελατιονσηιπ το δετερµινε
τηισ ρεσυλτ: 73857 ∗ 97836 = 10λογ(73857∗97836) = 109.858890351.

Ωε χουλδ χαλχυλατε 109.858890351 βψ τψπινγ 10 ∧ 9.858890351 ΕΝΤΕΡ
ορ ον α σχιεντι⇒χ χαλχυλατορ υσινγ τηε xy κεψ ωιτη x = 10 ανδ y =
9.858890351 ορ υσινγ τηε προγραµ οφ Χηαπτερ 5. Ωε νεεδ νοτ δο σο,

ηοωεϖερ, βεχαυσε τηε 2νδ λογ σεθυενχε γιϖεσ ψου τηισ ϖαλυε. Ιν φαχτ ιτ ισ
λαβελεδ �10x� ον µοστ χαλχυλατορσ.

Ωηατ ψου σηουλδ τακε φροµ αλλ τηισ αρε τηε φαχτσ τηατ χαλχυλατινγ ωιτη
λογσ ινϖολϖε:

1. Χονϖερτινγ νυµβερσ το τηε χορρεσπονδινγ ποωερσ οφ 10�τηατ ισ,
⇒νδινγ τηειρ λογσ ϖια τηε λογ κεψ

2. Υσινγ τηε ρυλεσ φορ εξπονεντσ το προχεσσ τηε ρεσυλτσ

3. Ρετυρνινγ το τηε ανσωερ βψ υσινγ τηε 2νδ λογ κεψ σεθυενχε�τηατ
ισ, υσινγ τηε αντιλογ ορ �10x� κεψ

Τηυσ, α λαστ ωαψ οφ σεεινγ τηισ χαλχυλατιον ισ 73857 ∗ 97836 =
104.868391663 ∗ 104.990498688 = 109.858890351 = 7225873445.

Ιφ ψου χαρριεδ ουτ τηοσε στεπσ, υσινγ τηε λογ κεψ το ⇒νδ τηε εξπονεντσ ιν

τηε σεχονδ στεπ, αδδινγ τηοσε εξπονεντσ ιν τηε τηιρδ, ανδ αππλψινγ τηε 2νδ
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λογ ορ �10x� κεψσ φορ τηε ⇒ναλ στεπ, ψου ωιλλ ηαϖε σεεν ηοω λογαριτηµσ
χαρρψ ουτ χαλχυλατιονσ.

ΝΑΤΥΡΑΛ ΛΟΓΑΡΙΤΗΜΣ

Ωηεν ψου τηινκ αβουτ ιτ, τηε υσε οφ τηε βασε 10 ισ νοτ νεχεσσαρψ το
ωορκ ωιτη λογαριτηµσ. Φορ χαλχυλατιονσ, ηοωεϖερ, 10 ηασ αδϖανταγεσ. Ιν
παρτιχυλαρ, ψου χαν τελλ τηε χηαραχτεριστιχ βψ ινσπεχτιον. Φορ εξαµπλε, σινχε
385 λιεσ βετωεεν 100 ανδ 1000 ορ 102 ανδ 103, ιτσ χηαραχτεριστιχ ισ 2.
Βεψονδ τηατ, τηε δεχιµαλ παρτ οφ τηε λογ οφ 385, ιτσ σο−χαλλεδ µαντισσα,
ωιλλ βε τηε σαµε ασ τηατ οφ 38.5 ορ 385,000. Α θυιχκ χηεχκ ωιτη τηε λογ

κεψ ωιλλ σηοω τηεσε ϖαλυεσ6

λογ 385 = 2.58546073

λογ 38.5 = 1.58546073

λογ 385, 000 = 5.58546073

Ωηερεασ βασε 10 ηασ τηεσε αδϖανταγεσ φορ χαλχυλατιον, ανοτηερ βασε προϖεσ
µορε υσεφυλ ιν µανψ προβλεµ σεττινγσ, εσπεχιαλλψ τηοσε ρελατεδ το εξπο−
νεντιαλ γροωτη ανδ δεχαψ ανδ χοµπουνδ ιντερεστ. Τηατ βασε ισ τηε ιρρα−
τιοναλ νυµβερ e = 2.718281828 . . . .7 (Ωηιλε τηοσε ρεπεατεδ 1828σ µακε
ιτ αππεαρ τηατ α παττερν ηασ δεϖελοπεδ, ιτ ηασ νοτ. Ιφ ωε χοντινυε τηε ρεπ−
ρεσεντατιον, τηε νεξτ τωο διγιτσ αρε 4 ανδ 5. Τηεψ δο, ηοωεϖερ, µακε τηε
νυµβερ εασιερ το ρεµεµβερ.) Λογαριτηµσ ωιτη τηισ βασε αρε χαλλεδ νατυραλ

λογσ ανδ αρε φουνδ βψ υσε οφ τηε λν κεψ.8

6Α προβλεµ αρισεσ, ηοωεϖερ, ωιτη νεγατιϖε χηαραχτεριστιχσ. Ψου ωιλλ ⇒νδ, φορ εξαµπλε,

τηατ ψουρ λογ κεψ ωιλλ γιϖε ψου λογ 0.0385 = −1.41453927 ινστεαδ οφ τηε −2.58546073

τηατ ψου µιγητ εξπεχτ, κνοωινγ τηατ λογ 385 = 2.58546073. Τηισ προβλεµ ισ αδδρεσσεδ

λατερ ιν τηισ χηαπτερ.
7Τηε ιρρατιοναλ νυµβερ e ηασ α φορµαλ δε⇒νιτιον, ναµελψ

e = λιµ
n→∞

(

1 +
1

n

)n

ωηιχη το µανψ πεοπλε ισ χονφυσινγ ατ βεστ. Ονε ωαψ οφ τηινκινγ αβουτ ιτ ισ τηατ ∃1,000,000e

ισ τηε αµουντ ψου ωουλδ ρεχειϖε ιν ρετυρν ιν ονε ψεαρ φορ ∃1,000,000 ινϖεστεδ ατ 100%

ρατε οφ ιντερεστ χοµπουνδεδ χοντινυουσλψ. Ι ηαϖε υσεδ ∃1,000,000 ∗ e βεχαυσε τηε βανκ

ωουλδ ρουνδ ∃1 ∗ e δοων το ∃2.71. (Ιφ ψου κνοω ωηερε ψου χαν ρεχειϖε τηατ ιντερεστ ρατε

νοτ ινϖολϖινγ οργανιζεδ χριµε, πλεασε ινφορµ τηισ αυτηορ.)
8Τηε νυµβερσ e ανδ 10 αρε νοτ τηε ονλψ υσεφυλ λογ βασεσ. Εσπεχιαλλψ οφ ϖαλυε ιν χοµπυτερ

σχιενχε ισ λογ2, σοµετιµεσ αββρεϖιατεδ λγ. Ονχε ψου ηαϖε αχχεσσ το ονε λογ βασε, ηοωεϖερ,

ψου χαν εασιλψ χονϖερτ το ανοτηερ υσινγ α χηανγε οφ βασε φορµυλα, ωηιχη ωιλλ βε δισχυσσεδ

λατερ ανδ προϖεδ ιν Αππενδιξ Ν. Αν ιντερεστινγ αππλιχαιον τηατ ινϖολϖεσ αλλ τηρεε βασεσ ισ

ιν Αππενδιξ Ο.



90 ΛΟΓΑΡΙΤΗΜΣ

Το χαρρψ ουτ τηε σαµε χαλχυλατιον ωε διδ ωιτη λογ10 ωιτη
λν, σινχε λν 73857 = 11.20988607 ανδ λν 97836 = 11.49104789, ψου
ωουλδ ηαϖε 73857 × 97836 = e11.20988607 × e11.49104789 = e22.70093396 =
7225873476. Τηε χαλχυλατιον e22.70093396 = 7225873476 ισ φουνδ βψ υσινγ
2νδ λν 22.70093396. Νοτιχε τηατ τηισ αππροξιµατιον το τηε εξαχτ ανσωερ
7225873452 ισ διφφερεντ φροµ τηε ανσωερ ωε αχηιεϖεδ υσινγ λογ10 ανδ
αγαιν διφφερεντ φροµ τηε εξαχτ ανσωερ.

∆ΕςΕΛΟΠΙΝΓ Α ΠΡΟΓΡΑΜ ΤΟ ΧΑΛΧΥΛΑΤΕ

ΛΟΓΑΡΙΤΗΜΣ

Ιτ τυρνσ ουτ τηατ, λικε τριγονοµετριχ φυνχτιονσ, ον µανψ χαλχυλατορσ ανδ
χοµπυτερσ λογσ αρε χαλχυλατεδ βψ µεανσ οφ ΧΟΡ∆ΙΧ−βασεδ προγραµσ, ονε
οφ ωηιχη ισ δισχυσσεδ ιν Χηαπτερ 9. Ιν τηισ σεχτιον ωε ωιλλ χονσιδερ α
σλοωερ προγραµ τηατ ισ βασεδ ον α σιµπλε ρελατιονσηιπ βετωεεν νυµβερσ
ανδ τηειρ λογαριτηµσ. Ωε ωιλλ υσε βασε 10 λογσ τηρουγηουτ τηισ σεχτιον βυτ,
ονχε ωε ηαϖε δεϖελοπεδ α προγραµ, ωε ωιλλ σεε ιν α λατερ σεχτιον ηοω το
µοδιφψ ιτ φορ ανψ οτηερ βασε συχη ασ e ορ 2.

Ουρ προγραµ ωιλλ βε διϖιδεδ ιντο τωο παρτσ. Ιν τηε ⇒ρστ παρτ ωε ωιλλ
χαλχυλατε τηε χηαραχτεριστιχ, τηε ωηολε−νυµβερ παρτ οφ τηε λογ; ιν τηε σεχονδ
παρτ, τηε µαντισσα, τηε δεχιµαλ παρτ. Το σιµπλιφψ τηισ δισχυσσιον, φορ νοω
ωε ωιλλ χονσιδερ ονλψ λογριτηµσ οφ νυµβερσ γρεατερ τηαν ορ εθυαλ το ονε.
(Ωε ωιλλ αδδρεσσ τηε προβλεµ οφ χαλχυλατινγ λογσ οφ νυµβερσ βετωεεν ζερο
ανδ ονε λατερ.)

Συπποσε, φορ εξαµπλε, τηατ ωε σεεκ λογ 500. Ηερε αρε προγραµ λινεσ
τηατ ωιλλ λοχατε τηισ λογ βετωεεν τωο νοννεγατιϖε ιντεγερσ, K ανδ M:

: Prompt X

: 1→W

: 0→M

: While X > W

: W*10→W

: M+1→M

: End (While)

: W/10→U

: M−1→K

Λετ�σ σεε ηοω τηατ προγραµ σεγµεντ ωορκσ. Ωε εντερ 500 φορ X. Ιν τηε
σεχονδ ανδ τηιρδ στεπσ τηε προγραµ σετσ W = 1 ανδ ιτσ λογ, M = 0. Νεξτ
ωε ενχουντερ α While λοοπ τηατ ισ γοϖερνεδ βψ χοµπαρινγ X ωιτη W .
Χλεαρλψ ουρ X, 500, ισ > 1, τηε χυρρεντ ϖαλυε οφ W , σο ωε εντερ τηε λοοπ.
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Ωιτηιν τηε While λοοπ, ωε µυλτιπλψ W βψ 10 ανδ ινχρεασε ιτσ λογ,
M , βψ 1. Τηισ χορρεσπονδσ το λογ 10 = 1. Τηισ λοοπ ισ ρεπεατεδ, γιϖινγ
συχχεσσιϖελψ:

While W M

Βεφορε εντρψ 1 0
Αφτερ 1στ πασσ 10 1
Αφτερ 2νδ πασσ 100 2
Αφτερ 3ρδ πασσ 1000 3

Νοτιχε τηατ τηε λοοπ ισ προχεσσεδ υντιλ W > 500. Σινχε ιτ ωασ στιλλ τρυε τηατ
X > M (500 > 100) ωηεν τηε λοοπ ωασ εντερεδ τηε ⇒ναλ τιµε, ωε ενδ
τηισ παρτ οφ τηε προγραµ ωιτη W = 1000 ανδ M = 3. Αλτηουγη W > X

ανδ ιτσ χορρεσπονδινγ M ισ αλσο λαργερ τηαν τηε χηαραχτεριστιχ ωε σεεκ, ασ
ωε ωιλλ σεε, τηεψ ωιλλ προϖε υσεφυλ το υσ.

Ιν τηε ⇒ναλ τωο στεπσ ωε χαλχυλατε U = 100 ανδ K = 2. Νοτιχε τηατ
τηισ λοχατεσ X βετωεεν U ανδ W (ωιτη 100 < 500 < 1000) ανδ λογ X

βετωεεν K ανδ M (ωιτη 2 < λογ X < 3.)
Μορε γενεραλλψ, τηισ προγραµ σεγµεντ τακεσ αν ινπυτ ϖαλυε, X ≥ 1, ανδ

ενδσ ωιτη U ≤ X < W ανδ λογ U ≤ λογ X < λογ W .
Βεφορε ωε µοϖε ον το χαλχυλατε µαντισσασ, Ι ρεµινδ ψου οφ τωο βασιχ

προπερτιεσ οφ λογαριτηµσ τηατ ωε ωιλλ υσε:

1. Ωε ηαϖε

λογ
√

x =
λογ x

2

Το σηοω τηισ, χονσιδερ τηε φολλοωινγ: λογ a2 = λογ(a ∗ a) = λογ a +
λογ a = 2 λογ a; τηυσ λογ a2 = 2 λογ a. Νοω συβστιτυτε

√
x φορ α ανδ

ωε ηαϖε9 λογ x = 2 λογ
√

x. Φιναλλψ, διϖιδινγ εαχη σιδε βψ 2, ωε ηαϖε
τηε δεσιρεδ ρελατιον:

λογ
√

x =
λογ x

2

2. Συπποσε τηατ ωε αλρεαδψ κνοω τωο νυµβερσ ανδ τηειρ λογσ. Φορ
εξαµπλε, ασσυµε τηατ ωε κνοω λογ x = r ανδ λογ y = s, ανδ ωε

9Ψου µαψ ρεχαλλ τηατ
√

a2 = |a|. Ιν ωορκινγ ωιτη λογσ ωε δεαλ ονλψ ωιτη ποσιτιϖε βασεσ

ωιτη |a| = a; τηυσ ωε νεεδ νοτ βε χονχερνεδ ωιτη αβσολυτε ϖαλυε.
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ωαντ το χαλχυλατε λογ
√

xy. Υσινγ ωηατ ωε ϕυστ σηοωεδ ανδ τηε ρυλε
φορ τηε λογ οφ α προδυχτ, ωε ηαϖε:

λογ
√

xy =
λογ x + λογ y

2
=

r + s

2

Ψου σηουλδ νοτιχε σοµετηινγ αβουτ τηισ ρελατιονσηιπ. Ιτ ινϖολϖεσ ουρ
ολδ φριενδσ, ον τηε λεφτ σιδε τηε γεοµετριχ µεαν, ανδ ον τηε ριγητ
σιδε, τηε αριτηµετιχ µεαν. Τηυσ τηε λογ οφ τηε γεοµετριχ µεαν οφ
τωο νυµβερσ ισ τηε αριτηµετιχ µεαν οφ τηειρ λογσ.

Νοω ρεµεµβερ ηοω ωε σταρτεδ τηισ δισχυσσιον. Ωε αγρεεδ το ωορκ
φροµ τωο ϖαλυεσ τηατ ωε αλρεαδψ κνεω, x ανδ y. Λετ�σ σεε ωηατ ηαππενσ
ιφ ωε σταρτ ωιτη τηε x = 100 ανδ y = 1000 τηατ ωερε λεσσ τηαν ανδ γρεατερ
τηαν τηε 500 οφ ουρ εξαµπλε ιν λοχατινγ τηε χηαραχτεριστιχ. Ωε ηαϖε

λογ
√

100 × 1000 =
λογ 100 + λογ 1000

2

Βεχαυσε λογ 100 = 2 ανδ λογ 1000 = 3, ωε ηαϖε λογ
√

100000 = (2 +
3)/2, ανδ, σινχε

√
100000 = 316.227766, ωε ⇒νδ τηατ λογ 316.227766 =

2.5.
Τηατ µαψ ατ ⇒ρστ σεεµ λικε τηε σιλλιεστ χαλχυλατιον ψου ηαϖε εϖερ σεεν.

Ωηατ υσε ισ τηερε φορ τηε λογ οφ 316.227766, εϖεν ιφ ιτ δοεσ εθυαλ α νιχε
δεχιµαλ, 2.5? Ινδεεδ, τηατ λογ αλονε δοεσ ϖερψ λιττλε φορ υσ. Τηε ποιντ ισ,
ηοωεϖερ, τηατ ιτ γιϖεσ υσ αν αδδιτιοναλ ϖαλυε σθυεεζινγ ιν ον τηε ϖαλυε
ωηοσε λογ ωε σεεκ. Ωε νοω κνοω τηε νυµβερ ωηοσε λογ ισ 2, τηε νυµβερ
ωηοσε λογ ισ 3, ανδ, ιν αδδιτιον, τηε νυµβερ ωηοσε λογ ισ 2.5. Ωε χαν υσε
τηε σαµε τεχηνιθυε το ⇒νδ τηε νυµβερσ ωηοσε λογσ αρε 2.25 ανδ 2.75.

Συπποσε, τηεν, τηατ ωε σεεκ τηε νυµβερ ωηοσε λογ ισ 2.75. Ωε χαν ⇒νδ
ιτ ιν τηισ ωαψ:

λογ
√

316.227766 ∗ 1000 =
λογ 316.227766 + λογ 1000

2

λογ
√

316227.766 =
2.5 + 3

2

Χαλχυλατινγ τηε σθυαρε ροοτ ον τηε λεφτ σιδε ανδ σιµπλιφψινγ τηε ριγητ, ωε
ηαϖε λογ 562.3413252 = 2.75.

Ωε χαν, οφ χουρσε, χοντινυε το υσε τηισ τεχηνιθυε το ⇒νδ µορε ανδ µορε
λογσ. Προχεεδινγ το δο σο ωιτηουτ σοµε σψστεµ ωιλλ δο υσ λιττλε γοοδ,
τηουγη, σο ωε µυστ ωορκ ουτ α σψστεµ το χαλχυλατε α παρτιχυλαρ λογαριτηµ.

Ηερε ισ ηοω ωε χαν χοντινυε τηε προχεσσ οφ χαλχυλατινγ
λογ 500. Φροµ τηε προγραµ σεγµεντ τηατ χαλχυλατεδ τηε χηαραχτερισ−
τιχ, ωε αλρεαδψ κνοω τηατ 2 = λογ 100 < λογ 500 < λογ 1000 = 3, σο 2 <
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λογ 500 < 3. Ωε αλσο φουνδ τηατ 2.5 = λογ 316.227766 < λογ 500 <

λογ 1000 = 3, σο 2.5 < λογ 500 < 3 ανδ 2.5 = λογ 316.227766 <

λογ 500 < λογ 562.3413252 = 2.75, σο 2.5 < λογ 500 < 2.75.
Σο φαρ, τηεν, ωε ηαϖε χλοσεδ ιν το τηε ποιντ τηατ ωε κνοω λογ 500 ισ

βετωεεν 2.5 ανδ 2.75. Χοντινυινγ ωιτη τηε χορρεσπονδινγ ϖαλυεσ, ωε ηαϖε

λογ
√

316.227766 ∗ 562.3413252 =
2.5 + 2.75

2

λογ 421.6965034 = 2.625.

Τηισ σθυεεζεσ ιν α βιτ φυρτηερ: 2.625 = λογ 421.6965034 < λογ 500 <

λογ 562.3413252 = 2.75, ανδ ωε ηαϖε 2.625 < λογ 500 < 2.75.
Χοντινυινγ ιν τηισ σαµε ωαψ, ωε ωουλδ ηαϖε

2.6875 < λογ 500 < 2.75

2.6875 < λογ 500 < 2.71875

2.6875 < λογ 500 < 2.703125

2.6953125 < λογ 500 < 2.703125

2.6953125 < λογ 500 < 2.69921875

2.697265625 < λογ 500 < 2.69921875

2.698242188 < λογ 500 < 2.69921875

2.698730469 < λογ 500 < 2.69921875

2.698730469 < λογ 500 < 2.698974609

2.698852539 < λογ 500 < 2.698974609

2.698913574 < λογ 500 < 2.698974609

2.698944092 < λογ 500 < 2.698974609

2.698959351 < λογ 500 < 2.698974609

2.69896698 < λογ 500 < 2.698974609

2.69896698 < λογ 500 < 2.698970795

2.698968887 < λογ 500 < 2.698970795

2.698969841 < λογ 500 < 2.698970795

2.698969841 < λογ 500 < 2.698970318

2.698969841 < λογ 500 < 2.698970079
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2.698969960 < 500 < 2.698970079

2.698969960 < 500 < 2.698970020

2.698969990 < 500 < 2.698970020

2.698969990 < 500 < 2.698970005

2.698969997 < 500 < 2.698970005

2.698970001 < 500 < 2.698970005

2.698970003 < 500 < 2.698970005

2.698970004 < 500 < 2.698970005

2.698970004 < 500 < 2.698970004

ανδ ινδεεδ, ασ ψου χαν χηεχκ βψ υσινγ α χαλχυλατορ�σ λογ κεψ, λογ 500 =
2.698970004.

Ι ηαϖε σηοων ονλψ τηε ρεσυλτ οφ αλλ οφ τηοσε στεπσ, εαχη ινϖολϖινγ χαλ−
χυλατιον οφ α γεοµετριχ µεαν ανδ αν αριτηµετιχ µεαν ανδ δετερµινινγ
ωηιχη σιδε οφ τηε ινεθυαλιτψ το χηανγε, ιν ορδερ το σηοω ηοω σλοωλψ τηισ
προχεδυρε χονϖεργεσ.

Ψου ωιλλ νοω σεε τηατ ουρ προγραµ το χαλχυλατε λογσ ωιλλ χαρρψ ουτ
εξαχτλψ τηε στεπσ ωε ηαϖε δεσχριβεδ ανδ ωορκεδ ουτ βψ διρεχτ χαλχυλατιον.

Τηισ προγραµ χονσιστσ οφ τωο παρτσ. Ωε ηαϖε αλρεαδψ σεεν τηε ⇒ρστ παρτ,
χαλχυλατιον οφ τηε χηαραχτεριστιχ. Τηε σεχονδ παρτ τηατ ωε ωιλλ δεϖελοπ
νοω ωιλλ χαλχυλατε τηε µαντισσα, τηε δεχιµαλ παρτ οφ τηε λογ. Τηε ινδε−
πενδενχε οφ τηεσε τωο παρτσ σηουλδ βε εϖιδεντ ωηεν ωε ρεχαλλ τηατ
κνοωινγ λογ 500 = 2.69897004, ωε αλσο κνοω τηατ λογ 50 = 1.69897004,
λογ 5000 = 3.69897004 ανδ σο ον.

Ωηατ ωε νεεδ το δο το δεϖελοπ τηισ σεχονδ παρτ οφ ουρ προγραµ ισ
το σηοω ηοω το χαρρψ ουτ τηατ λονγ σεριεσ οφ χαλχυλατιονσ. Ωε νεεδ ονλψ
ασσυµε ωηατ ωε κνοω σο φαρ: τηατ ωε σεεκ βεττερ ανδ βεττερ αππροξιµα−
τιονσ το λογ X, δεσιγνατεδ L ιν τηε προγραµ, ανδ τηατ ωε κνοω (φροµ
τηε σεαρχη φορ τηε χηαραχτεριστιχ ιν τηε ⇒ρστ παρτ οφ τηε προγραµ) τηατ
K ≤ L < M . Οφ χουρσε, ωηεν ωε βεγιν τηισ προχεσσ, K ανδ M αρε ιντε−
γερσ ωιτη K + 1 = M . Ωε αλσο κνοω τηατ U ≤ X < W .

Ηερε, τηεν, αρε προγραµ στεπσ τηατ ωιλλ χοντινυε τηισ προχεσσ:

. . .

: While K 	= M

:
√

(U*W)→V

: (K + M)/2→L

: If X > V

: Then

: V→U

: L→K
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: Else

: V→W

: L→M

: End (If)

: End (While)

: Disp L

Το σεε ηοω τηε στεπσ µιρρορ τηε προχεσσ ωε ωεντ τηρουγη µεχηανιχαλλψ
εαρλιερ, χονσιδερ ηοω ιτ ωουλδ ηαϖε προχεσσεδ τηε ⇒ρστ στεπ οφ τηατ εξαµπλε,
⇒νδινγ λογ 500. Ηερε ισ ωηατ ωε ωουλδ κνοω φροµ τηε εαρλιερ προγραµ
σεγµεντ ασ ωε εντερ τηισ προγραµ σεχτιον:

1. X = 500, τηε νυµβερ ωηοσε λογ ωε σεεκ

2. Βεχαυσε 100 < X < 1000, U = 100 ανδ W = 1000

3. Βεχαυσε 2 < λογ X < 3, K = 2 ανδ M = 3.

Φιρστ, ωε σηουλδ σεε τηατ εαχη πασσ τηρουγη τηε While λοοπ ρεπρεσεντσ
ονε στεπ ιν τηε προχεσσ οφ ναρροωινγ τηε ιντερϖαλ ωιτηιν ωηιχη λογ 500 ισ
λοχατεδ.

Τηε τωο προγραµ λινεσ τηατ ναρροω τηε ιντερϖαλ αρε

:
√

(U*W)→V

: (K + M)/2→L

Ονχε τηεσε γεοµετριχ ανδ αριτηµετιχ µεανσ αρε χαλχυλατεδ, τηε δεχισιον
ισ µαδε ωηετηερ το ρεδυχε τηε νυµβερ ανδ λογ ιντερϖαλ φροµ αβοϖε ορ το
ραισε ιτ φροµ βελοω; τηεν τηε αππροπριατε αχτιον ισ τακεν.

: If X > V

: Then

: V→U

: L→K

: Else

: V→W

: L→M

: End (If)

Τηισ If-Then-Else σεριεσ οφ στεπσ µαψ βε ιλλυστρατεδ βψ τωο φαµιλιαρ
αχτιϖιτιεσ:

Τηε ⇒ρστ ισ τηε τρυε/φαλσε τεστ. Τηε If λινε ισ ασκινγ α θυεστιον, ιν
τηισ χασε, �Ισ X > V ?� Τηερε αρε ονλψ τωο ανσωερσ το α τρυε/φαλσε
θυεστιον, ασ τηερε αρε ηερε. Τρυε τακεσ υσ το τηε Then ινστρυχτιονσ,
φαλσε τακεσ υσ το τηε Else ινστρυχτιονσ.
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Τηε σεχονδ ισ τηε χηιλδρεν�σ γαµε �Τωεντψ Θυεστιονσ� ωηεν πλαψεδ
ωιτη νυµβερσ. Ιν τηατ γαµε ψου σεεκ α νυµβερ λοχατεδ βετωεεν, σαψ,
1 ανδ 100. Α γοοδ στρατεγψ ισ το ασκ α θυεστιον τηατ ωιλλ διϖιδε τηε
νυµβερσ ιν ηαλφ, φορ εξαµπλε, ψου µιγητ ασκ, �Ισ τηε νυµβερ γρεατερ
τηαν 50?�10 Ιφ τηε ανσωερ ισ �Ψεσ,� ψου κνοω νοω τηατ ψουρ νυµβερ
ισ βετωεεν 51 ανδ 100; ιφ τηε ανσωερ ισ �Νο,� ψου κνοω τηατ τηε
νυµβερ ισ βετωεεν 1 ανδ 50. Αν αλγοριτηµ φορ τηισ σινγλε στεπ χουλδ
βε ωριττεν ασ φολλοωσ:

If N > 50

Then 51 < N < 100

Else 1 < N < 50

End

Ιν τηε χασε οφ ουρ προγραµ τηε If θυεστιον X > V ? δετερµινεσ ωηετηερ
ωε χλοσε ιν φροµ βελοω ορ αβοϖε. Α τρυε ανσωερ λεαδσ υσ το χλοσε ιν φροµ
βελοω, ανδ τηοσε αρε τηε αχτιονσ φολλοωινγ Then. Ιφ τηε ανσωερ ισ φαλσε,
ωε χλοσε ιν φροµ αβοϖε βψ τακινγ τηε αχτιονσ φολλοωινγ Else. Τηισ ισ
ρεπρεσεντεδ ιν τηε διαγραµ οφ Φιγυρε 6.2.

Ωηατ ωε ηαϖε δονε ιν τηισ προγραµ σεγµεντ ισ αν εξαµπλε οφ ωηατ
προγραµµερσ χαλλ βιναρψ σεαρχη ορ ιντερϖαλ βισεχτιον. Τηισ χοµµον τεχη−
νιθυε ισ υσεδ ωιδελψ βψ προγραµµερσ, ανδ αν εξαµπλε οφ ιτσ υσε ιν ⇒νδινγ
α ροοτ οφ αν εθυατιον ισ γιϖεν ιν Αππενδιξ Μ.

Yes, X > V

is here
No, Else make

these changes

Then make

these changes
because X ≤ V

is here

V

U

L

W

K

If X > V

K

MW

L

U

V

M

Φιγυρε 6.2 Τηε If-Then-Else ρολε ιν βιναρψ σεαρχη.

10Τηερε αρε οτηερ ποσσιβιλιτιεσ το σεπαρατε τηε νυµβερσ ιντο τωο εθυαλ γρουπσ, φορ εξαµπλε,

�Ισ τηε νυµβερ οδδ?�
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Νοτιχε τηατ ιν βοτη τηε Then ανδ Else λινεσ οφ ουρ προγραµ τωο αχτιονσ
αρε τακεν. Βοτη τηε νυµβερ βουνδαρψ ανδ τηε χορρεσπονδινγ λογ βουνδαρψ
αρε µοϖεδ.

Τηε While λοοπ ισ ρεπεατεδ υντιλ τηε βουνδαριεσ ηαϖε σθυεεζεδ σο χλοσε
τηατ τηεψ αππροξιµατελψ χοινχιδε; τηατ ισ, ωηεν K = M , τηε προχεσσ ισ
χοµπλετε. Ιν φαχτ, τηε While λοοπ ισ ρεπεατινγ εξαχτλψ τηοσε αππροξιµατιον
στεπσ σηοων ον παγεσ 93�94.

Ηερε, τηεν, ισ α προγραµ χοµβινινγ τηεσε τωο παρτσ:

PROGRAM:LOGGRE111

: Prompt X

: 1→W

: 0→M

: While X > W

: W∗10→W

: M+1→M

: End (While)

: W/10→U

: M−1→K

: While K 	= M

:
√

(U*W)→V

: (K+M)/2→L

: If X > V

: Then

: V→U

: L→K

: Else

: V→W

: L→M

: End (If)

: End (While)

: Disp L

Τηερε ισ µυχη γοινγ ον ιν τηισ προγραµ. Ωε κνοω φροµ τηε ωορκεδ−
ουτ στεπσ ον παγεσ 93�94 τηατ ιφ ωε εντερ X = 500, τηε σεχονδ While

λοοπ αλονε µυστ βε προχεσσεδ 30 τιµεσ βεφορε ωε αχηιεϖε τηε ανσωερ,
2.698970004 φορ λογ 500. Τηυσ ιτ ισ νοτ υνεξπεχτεδ τηατ τηισ προγραµ ισ
ρελατιϖελψ σλοω. Ον µψ χαλχυλατορ ιτ τοοκ αλµοστ 3 σεχονδσ το χαλχυλατε
τηισ ϖαλυε. Τηε λογ κεψ, ον τηε οτηερ ηανδ, αππεαρσ το προδυχε αν ανσωερ
ινσταντλψ.

Σεϖεραλ ιµπορταντ θυεστιονσ ρεµαιν το βε αδδρεσσεδ.

11Τηισ ναµε ισ αν αββρεϖιατιον φορ �λογ γρεατερ τηαν ορ εθυαλ το 1.�
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ΛΟΓΑΡΙΤΗΜΣ ΟΦ ΣΜΑΛΛ ΝΥΜΒΕΡΣ

Τηε προγραµ ωε δεϖελοπεδ ιν τηε λαστ σεχτιον χονσιδερσ ονλψ νυµβερσ
X ≥ 1. Τηερε ισ ανοτηερ ρεστριχτιον ασ ωελλ: ωε δεαλ ονλψ ωιτη λογαριτηµσ
οφ ποσιτιϖε νυµβερσ. Τηε ρεασον: λογσ αρε εξπονεντσ ανδ ρατιοναλ εξπονεντσ
ον νεγατιϖε βασεσ αρε υσεφυλ ονλψ ιν αδϖανχεδ ωορκ.12 Ωε δο ωαντ το κνοω
ϖαλυεσ λικε λογ .5 ανδ λογ .00067, σο ωε ωαντ το εξτενδ ουρ προγραµ το
χαλχυλατε λογσ οφ νυµβερσ ιν τηε ρανγε 0 < X < 1.

Νοτιχε τηατ τηισ προβλεµ ινϖολϖεσ χαλχυλατιον ονλψ οφ τηε χηαραχτεριστιχ
φορ ωε κνοω τηατ, φορ εξαµπλε, τηε µαντισσα ισ τηε σαµε φορ λογ .00067 ασ
ιτ ισ φορ λογ 6.7.

Ονε ωαψ το αδδρεσσ τηισ προβλεµ ωουλδ βε το χηανγε ουρ σταρτινγ ποιντ
ιν τηε ⇒ρστ παρτ οφ τηε προγραµ. Ωε χουλδ, φορ εξαµπλε, ρεπλαχε τηε προγραµ
λινεσ

: 1→W

: 0→M

ωιτη

: .00001→W

: −5→M

Τηισ προγραµ ρεϖισιον ωουλδ τακε χαρε οφ λογσ φορ νυµβερσ ασ σµαλλ ασ
.00001. Υνφορτυνατελψ, µυχη οφ σχιενχε ινϖολϖεσ νυµβερσ φαρ σµαλλερ τηαν
τηατ. Ιτ ωουλδ, οφ χουρσε, βε ποσσιβλε το σετ τηοσε σταρτινγ νυµβερσ στιλλ
σµαλλερ, βυτ ωε σεεκ α µορε γενεραλ αππροαχη τηατ ωιλλ αχχοµµοδατε αλλ
ποσιτιϖε νυµβερσ.

Ωε ωιλλ χονσιδερ τωο σολυτιονσ το τηισ προβλεµ. Ιν τηε ⇒ρστ ωε τρεατ
νεγατιϖε χηαραχτεριστιχσ διφφερεντλψ φροµ ποσιτιϖε χηαραχτεριστιχσ. Ηερε ισ α
προγραµ σεγµεντ τηατ σεπαρατεσ χαλχυλατιον οφ τηε χηαραχτεριστιχ φορ X ≥ 1
(ωηατ ωε διδ ιν τηε πρεϖιουσ προγραµ) ανδ 0 < X < 1:

: Prompt X

: 1→W

: 0→M

: If X ≥ 1

: Then

: While X > W

: W*10→W

12Εξχεπτιονσ ινχλυδε α φεω ποωερσ λικε (−27)1/3 = −3. Οτηερσ ηαϖε χοµπλεξ ροοτσ λικε

(−8)1/3 = 1 ± i
√

3 ασ ωελλ ασ −2 (σεε Χηαπτερ 9), µοστ οφ ωηιχη ρεθυιρε µορε αδϖανχεδ

χαλχυλατορσ ορ χοµπυτερσ.
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: M+1→M

: End (While)

: W/10→U

: M−1→K

: Else

: While X < W

: W*.1→W

: M−1→M

: End (While)

: W→U

: U*10→W

: M→K

: K+1→M

: End (If)

Τηε χηανγε ηερε ισ τηε αδδιτιον οφ µορε If-Then-Else προγραµ λινεσ,
τηε Else λινεσ τακινγ χαρε οφ ϖαλυεσ οφ X βετωεεν 0 ανδ 1.

Νοτε τηατ ιν τηατ Else σεχτιον τηε While λοοπ δεσχενδσ:

: While X < W

: W/10→W

: M − 1→M

: End (While)

Ασ τηε ϖαλυε οφ W ισ διϖιδεδ βψ 10, τηε χορρεσπονδινγ χηαραχτεριστιχ, M ,
ισ ρεδυχεδ βψ 1.

Ονχε W ισ λεσσ τηαν X ωε µυστ αδϕυστ τηε ϖαλυεσ οφ W , U , M ανδ K

σο τηατ U ≤ X < W ανδ K ≤ λογ X < M . Τηεσε λινεσ αρε διφφερεντ φροµ
τηοσε ατ τηε ενδ οφ τηε Then ινστρυχτιονσ βεχαυσε W ≤ X ανδ M ≤ λογ X.
Τηε ⇒ρστ ινστρυχτιον, W→U, γιϖεσ υσ U ≤ X, ασ ωε ωιση, ανδ τηε σεχονδ
λινε, U*10→W, πλαχεσ W ωηερε ωε ωαντ ιτ, ιµµεδιατελψ αβοϖε X ιν
νυµεριχαλ ϖαλυε:

: W→U

: U*10→W

: M→K

: K + 1→M

Τηεν σιµιλαρ αδϕυστµεντσ αρε µαδε φορ M ανδ K . Ασ ωιτη W , M ηασ
οϖερτακεν λογ X ανδ ωε ηαϖε M ≤ λογ X. M→K χορρεχτσ τηισ το µακε
K ≤ λογ X. Τηεν τηε χορρεχτεδ ϖαλυε οφ M ισ φουνδ βψ αδδινγ 1 το τηισ
ϖαλυε.

Τηε σεχονδ αππροαχη ισ µυχη σιµπλερ. Ιν ιτ ωε ωιλλ δετερµινε α χορ−
ρεχτιον το βε αππλιεδ ατ τηε ενδ οφ τηε προγραµ. Ηερε αρε προγραµ λινεσ
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τηατ ωιλλ δο τηισ. Τηεψ ωιλλ βε ινσερτεδ ατ τηε βεγιννινγ οφ τηε προγραµ
ιµµεδιατελψ αφτερ τηε ινστρυχτιον Prompt X:

: 0→C

: While X < 1

: 10*X→X

: C+1→C

: End (While)

Νοτιχε ⇒ρστ τηατ τηισ While λοοπ ωουλδ βε βψπασσεδ ιφ X ≥ 1.
Το σεε ηοω τηισ προγραµ σεγµεντ ωορκσ, χονσιδερ ηοω ιτ ωουλδ ⇒νδ

τηε χορρεχτιον φαχτορ φορ λογ .005. Εντερινγ τηε While λοοπ, X = .005, ανδ
C = 0, ωε ωουλδ τηεν ηαϖε

X C

Αφτερ πασσ 1 .05 1
Αφτερ πασσ 2 .5 2
Αφτερ πασσ 3 5 3

ανδ τηεν, βεχαυσε X > 1 ωε ωουλδ λεαϖε τηε λοοπ ωιτη X = 5 ανδ C = 3.
Τηεσε ϖαλυεσ ωουλδ βε υσεδ ιν τηε ρεστ οφ τηε προγραµ. Τηε (ινχορρεχτ)

ϖαλυε οφ X ωουλδ προδυχε α χηαραχτεριστιχ K = 0, ανδ τηε While λοοπ οφ
τηατ χηαραχτεριστιχ χαλχυλατιον σεχτιον ωουλδ βε προχεσσεδ ϕυστ ονχε.

Τηεν τηε µαντισσα ωουλδ βε χαλχυλατεδ φορ 5 ινστεαδ οφ .005, βυτ ωε
κνοω τηατ τηεψ ωουλδ βε τηε σαµε. Ωηεν ωε ρεαχη τηε ⇒ναλ στεπ οφ τηε
φυλλ προγραµ, τηεν, ωε ηαϖε L = λογ 5. Ωε χηανγε τηατ στεπ φροµ Disp

L το Disp L−C το χορρεχτ τηατ χηαραχτεριστιχ.
Ηερε ισ τηε χοµπλετε προγραµ ωιτη τηεσε λινεσ ινσερτεδ (Ι λεαϖε τηε

πρεπαρατιον οφ α χοµπλετε προγραµ φορ τηε οτηερ σολυτιον το τηισ προβλεµ
το τηε ρεαδερ):

PROGRAM:LOGX

: Prompt X

: 0→C

: While X < 1

: 10*X→X

: C+1→C

: End (While)

: 1→W

: 0→M

: While X > W

: W*10→W

: M+1→M
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: End (While)

: W/10→U

: M−1→K

: While K 	= M

:
√

(U*W)→V

: (K+M)/2→L

: If X > V

: Then

: V→U

: L→K

: Else

: V→W

: L→M

: End (If)

: End (While)

: Disp L−C

Ιν τηε εξαµπλε ωε χονσιδερεδ λογ .005, ανδ Ι χλαιµεδ τηατ τηε χορ−
ρεχτιον φαχτορ, C = 3, ωουλδ γιϖε υσ τηισ λογ ινστεαδ οφ τηε λογ 5 τηατ
εντερεδ τηατ λαστ προγραµ λινε. Ιφ ψου ωερε το ρυν τηε προγραµ φορ λογ
5 ανδ τηεν φορ λογ .005 (ορ ιφ ψου υσεδ τηε λογ κεψ το δετερµινε τηεσε
ϖαλυεσ), ψου ωουλδ αχηιεϖε τηε φολλοωινγ ρεσυλτσ: λογ 5 = 0.6989700043
ανδ λογ .005 = −2.301029996.

Ψουρ ιµµεδιατε ρεαχτιον µαψ ωελλ βε: �Ωαιτ α µινυτε. Αρεν�τ τηοσε
µαντισσασ συπποσεδ το βε τηε σαµε? Ανδ ισν�τ τηατ χηαραχτεριστιχ οφ λογ
.005 συπποσεδ το βε −3?�

Ωηατ ηασ ηαππενεδ ηερε ισ τηατ ψουρ χαλχυλατορ ηασ χοµβινεδ −3 +
0.698970004 το γιϖε −2.301029996. Τηισ ισ σοµετηινγ τηατ τηοσε οφ υσ
ωηο λεαρνεδ λογσ υσινγ λογ ταβλεσ µυστ γετ υσεδ το. Ιν ταβλεσ µαντισσασ
αρε αλωαψσ ποσιτιϖε, σο ψου ενδ υπ ωιτη µιξτυρεσ οφ νεγατιϖε χηαραχ−
τεριστιχσ ανδ ποσιτιϖε µαντισσασ λικε τηατ λογ 0.005 = −3 + 0.698970004.
Φορ χοµπυτατιοναλ πυρποσεσ, τηε χαλχυλατορ ανσωερ µακεσ µανψ προβλεµσ

µυχη εασιερ. Φορ εξαµπλε, συπποσε τηατ ωε ωαντ το χαλχυλατε x = 4
√

.005
βψ υσινγ λογαριτηµσ:13

λογ x = λογ
4
√

.005 =
λογ .005

4

Τηυσ ωε µυστ διϖιδε λογ 0.005 βψ 4 ανδ τηεν ⇒νδ τηε αντιλογ.14 Ιφ, ιν τηατ
ολδ ωορλδ οφ ταβλε υσε, ψου διδ τηισ προβλεµ, ψου ωουλδ ηαϖε βεεν φαχεδ

13Οφ χουρσε, ωε χουλδ σιµπλψ χαλχυλατε τηε ανσωερ βψ υσινγ 0.005∧(.25).
14Το σεε τηισ, λετ x = 4

√
0.005. Τηεν λογ x = λογ

4
√

0.005 ανδ, βψ τηε προπερτιεσ οφ λογα−

ριτηµσ, λογ x = (λογ 0.005)/4.
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ωιτη

−3 + 0.698970004

4

Χλεαρλψ, διρεχτ διϖισιον ωουλδ χαυσε προβλεµσ βεχαυσε τηατ ωουλδ γιϖε
ψου α χηαραχτεριστιχ οφ −.75, ωηιχη τελλσ υσ νοτηινγ αβουτ τηε πλαχεµεντ
οφ τηε δεχιµαλ ποιντ ιν τηε ανσωερ. Τηε υσυαλ ωαψ οφ ηανδλινγ τηισ σιτυα−
τιον ωασ το µακε αν αδϕυστµεντ το ρεπλαχε τηε χηαραχτεριστιχ βψ α νυµβερ
διϖισιβλε βψ 4. Ηερε, φορ εξαµπλε, ψου χουλδ χηανγε τηε προβλεµ το βψ
συβτραχτινγ 1 φροµ τηε χηαραχτεριστιχ ανδ αδδινγ ιτ βαχκ το τηε µαντισσα,15

το µακε τηισ χηανγε:

−3 + 0.698970004

4
=

−4 + 1.698970004

4

Ονλψ νοω µαψ τηε διϖισιον βε περφορµεδ, γιϖινγ −1 + .424742501. Τηε
αντιλογ οφ .424742501 ορ 10.424742501 = 2.659147948. Φιναλλψ, µοϖινγ τηε
δεχιµαλ ποιντ ιν τηισ ανσωερ το ρεπρεσεντ τηε χηαραχτεριστιχ −1, ψου ωουλδ
ηαϖε αν ανσωερ, .2659147948.

Νοω χονσιδερ τηε σαµε προβλεµ ωιτη χαλχυλατορ−βασεδ λογσ

λογ
4
√

.005 =
λογ .005

4
=

−2.301029996

4
= −.5752574989

ανδ αντιλογ (−.5752574989) = 10−5752574989 = .2659147948.
Φορ αππλιχατιονσ το ρεαλ−ωορλδ προβλεµσ, τηε χαλχυλατορ−χαλχυλατεδ λογσ

νοτ ονλψ σιµπλιφψ βυτ αλσο χλαριφψ προχεσσινγ.

ΧΑΛΧΥΛΑΤΙΝΓ ΛΟΓΑΡΙΤΗΜΣ ΩΙΤΗ ΟΤΗΕΡ ΒΑΣΕΣ

Τηε προγραµ ωε ηαϖε δεϖελοπεδ χαλχυλατεσ τηε λογαριτηµ ωιτη βασε 10.
Τηισ ισ αλλ τηατ ισ νεεδεδ το ⇒νδ α λογ το ανψ βασε, βεχαυσε τηερε ισ α
φορµυλα φορ χονϖερσιον φροµ α βασε ωε κνοω (ιν ουρ χασε βασε 10) το ανψ
οτηερ βασε:

λογB x =
λογA x

λογA B

Τηισ φορµυλα ισ δεριϖεδ ιν Αππενδιξ Ν.
Ωε ωιλλ υσε τηε φορµυλα ωιτη A = 10,

λογB x =
λογ10 x

λογ10 B

15Ιν σχηοολ αλγεβρα, τηε προχεδυρε υσεδ ισ οφτεν στιλλ µορε χοµπλιχατεδ ανδ ινϖολϖεσ

αδδιτιον ανδ συβτραχτιον οφ τεν βεφορε µακινγ φυρτηερ αδϕυστµεντσ.
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ανδ σινχε ωε ηαϖε αββρεϖιατεδ λογ10 ασ λογ, ωε ηαϖε

λογB x =
λογ x

λογ B

Τηρουγη υσε οφ τηισ φορµυλα ωε χαν νοω χαλχυλατε λογσ ωιτη ανψ βασε.
Φορ εξαµπλε, ιφ ωε ωιση το ⇒νδ λν x, τηατ ισ λογe x, ωε νεεδ ονλψ υσε

λν x = λογe x =
λογ x

λογ e

Ωε χαν δετερµινε λογ e, τηατ ισ, λογ 2.718281828, βψ υσε οφ ουρ προγραµ
ωιτη X = 2.718281828. Ιτ ωουλδ γιϖε υσ λογ e = 0.4342944819. Ινστεαδ
οφ ωορκινγ τηισ ουτ φορ εαχη χαλχυλατιον, ωε χουλδ µερελψ συβστιτυτε τηισ
ϖαλυε ιν τηε φορµυλα το γιϖε

λν x =
λογ x

0.4342944819

ορ, σινχε διϖιδινγ βψ 0.4342944819 ισ εθυιϖαλεντ το µυλτιπλψινγ βψ ιτσ
ρεχιπροχαλ,16 2.302585093, ωε ηαϖε λν x = 2.302585093 ∗ x.

Βψ αν εξαχτλψ σιµιλαρ προχεδυρε ωε χουλδ σηοω τηατ λγ x, τηατ ισ, λογ2 x,
µαψ βε φουνδ βψ τηε φορµυλα λγ x = 3.321928095 ∗ x.17

Ινστεαδ οφ φολλοωινγ τηατ ρουτε, ηοωεϖερ, ωε χαν δεϖελοπ α προγραµ το
χαλχυλατε λογB x φορ ανψ βασε B > 1, βψ µακινγ ϖερψ µινορ αδϕυστµεντσ
το ουρ προγραµ φορ χαλχυλατινγ λογ x. Σιµπλψ ρεπλαχε 10 βψ B τηρουγηουτ
τηε προγραµ ανδ χηανγε τηε ινπυτ λινε το Prompt B,X.

Το βε χοµπλετε, ηοωεϖερ, ωε νεεδ το τακε ιντο αχχουντ ονε ⇒ναλ σπεχιαλ
χασε, τηε ποσσιβιλιτψ τηατ 0 < B < 1.

Ωε κνοω τηατ B < 1 ιµπλιεσ 1/B > 1, σο λετ�σ σεε ωηατ ηαππενσ ιφ ωε
υσε τηε χηανγε οφ βασε φορµυλα ον λογ1/B X

λογ1/B X =
λογB X

λογB(1/B)

ανδ λογB(1/B) = Y ισ εθυιϖαλεντ το BY = 1/B; τηυσ Y = −1 ανδ ωε
ηαϖε

λογ1/B X =
λογB X

λογB(1/B)
=

λογB X

−1
= − λογB X

16Φορ ανψονε ωηο ηασ φοργοττεν τηε µεανινγ, τηε ρεχιπροχαλ οφ X ισ 1/X ορ X−1. Ασ υσεδ

ηερε, διϖιδινγ βψ X ισ εθυιϖαλεντ το µυλτιπλψινγ βψ τηε ρεχιπροχαλ οφ X.
17Ψου χουλδ αδδ Disp 2.302585093*X ορ Disp 3.321928095*X το τηε ενδ οφ τηε LOGX

προγραµ το σηοω τηε ϖαλυεσ οφ λνX ορ λγ X.
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Ιν οτηερ ωορδσ, ωε χαν χονϖερτ ουρ βασε B < 1 το 1/B > 1 ασ λονγ ασ ωε
χηανγε τηε σιγν οφ τηε ρεσυλτινγ λογ. Ωε χαν αχχοµπλιση τηισ ωιτη ονε λαστ
If ινστρυχτιον λεαδινγ το ονε λαστ χηανγε ιν τηε ⇒ναλ προγραµ λινε. Ηερε
αρε τηε νεχεσσαρψ προγραµ λινεσ τηατ φολλοω Prompt B,X:

: 1→F

: If B < 1

: Then

: 1/B→B

: −1→F

: End (If)

Ανδ ωε τακε ιντο αχχουντ τηισ σιγν χηανγε ιν τηε ⇒ναλ προγραµ λινε βψ
χηανγινγ ιτ το

: Disp F(V − C)

Τηισ ⇒ναλλψ αλλοωσ υσ το γιϖε α φυλλ προγραµ το χαλχυλατε λογB X φορ ανψ
ϖαλυε οφ X > 0 το ανψ βασε, B > 0:

PROGRAM:LOGBX

: Prompt B,X

: 1→F

: If B < 1

: Then

: 1/B→B

: −1→F

: End (If)

: 0→C

: While X < 1

: B*X→X

: C+1→C

: End (While)

: 1→W

: 0→M

: While X > W

: W*B→W

: M+1→M

: End (While)

: W/B→U

: M−1→K

: While K 	= M

:
√

(U*W)→V

: (K+M)/2→L

: If X > V
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: Then

: V→U

: L→K

: Else

: V→W

: L→M

: End (If)

: End (While)

: Disp F(L − C)

Ωηεν ψου ρυν τηισ προγραµ το ⇒νδ λν 500, ψου ωουλδ ρεσπονδ το τηε χυεσ:

B? 2.718281828
X? 500

Αλτερνατιϖελψ, ψου χουλδ ρεσπονδ το B? ωιτη e(1). Το ⇒νδ lg 500, ψου
ωουλδ ρεσπονδ ωιτη

B? 2

X? 500

ΦΙΝ∆ΙΝΓ ΤΗΕ ΑΝΤΙΛΟΓ

Ι χονχλυδε τηισ χηαπτερ βψ ανσωερινγ α ρεασοναβλε θυεστιον: ∆ο ωε νεεδ
ανοτηερ προγραµ το χαρρψ ουτ τηε ινϖερσε οπερατιον, ⇒νδινγ τηε αντιλογ?

Ωε νεεδ ονλψ ρεχαλλ τηατ τηε αντιλογB x ισ εθυιϖαλεντ το Bx , το σεε τηατ
ωε νεεδ νο αδδιτιοναλ προγραµ. Ιν Χηαπτερ 5 ωε σηοωεδ ηοω το χαλχυλατε
ρατιοναλ ποωερσ. Ωε νεεδ ονλψ υσε τηατ προγραµ ορ τηε κεψσ ρελατεδ το ιτ
ωιτη τηε γιϖεν βασε το χαρρψ ουτ τηε χαλχυλατιον.

Φορ εξαµπλε, ωε ηαϖε φουνδ τηατ λογ 50 = 1.698970004. Ιφ ωε ωαντ τηε
αντιλογ οφ 1.698970004, ωε σηουλδ γετ 50. Ψου χαν σεε ιφ τηισ ισ τηε χασε βψ
εντερινγ 10∧1.698970004, βψ υσινγ τηε 10x κεψ ωιτη X = 1.698970004
ορ βψ υσινγ τηε προγραµ τηατ ϕυστι⇒εσ τηοσε κεψσ ιν Χηαπτερ 5 ωιτη B = 10
ανδ E = 1.698970004. Τηε ρεσυλτ φορ αλλ τηρεε χαλχυλατιονσ σηουλδ βε ϖερψ
χλοσε το 50.

Σιµιλαρλψ, ιφ ψου ωαντ το ⇒νδ τηε αντιλογe X, τηε νατυραλ αντιλογ, ψου
ωουλδ χαλχυλατε ex . Ιφ, φορ εξαµπλε, ψου κνεω τηατ λνY = 5.521460918,
ψου χουλδ λετ X = 5.521460918, ανδ εντερ 2.718281828∧ 5.521460918
ορ υσε τηε ex κεψ ωιτη X = 5.521460918 ορ υσε τηε Χηαπτερ 5 προγραµ
ωιτη B = 2.718281828 ανδ E = 5.521460918. Ιν εϖερψ χασε ψου σηουλδ
⇒νδ τηε ρεσυλτ το βε αππροξιµατελψ 250.
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Γιϖε µε α πλαχε το στανδ ανδ Ι ωιλλ µοϖε τηε εαρτη.

�Αρχηιµεδεσ, θυοτεδ βψ Παππυσ οφ Αλεξανδρια (σεε Φιγυρε 7.1)

Φιγυρε 7.1 Αρχηιµεδεσ� λεϖερ µοϖεσ τηε εαρτη (ενγραϖινγ φροµ Μεχηανιχσ Μαγαζινε,

Λονδον, 1824.)

Τηε ελεχτρονιχσ τεχηνολογψ τηατ συππορτσ µοδερν χοµπυτινγ ισ νεω, βυτ
τηε µατηεµατιχσ ισ νοτ. Ιν φαχτ, σοµε οφ τηατ µατηεµατιχσ ισ αλµοστ ασ ολδ

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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ασ χιϖιλιζατιον. Ιν τηισ χηαπτερ ωε ωιλλ τυρν βαχκ τηε χαλενδαρ 2200 ψεαρσ

το σεε ηοω Αρχηιµεδεσ χαλχυλατεδ π . Ιτ ωιλλ τυρν ουτ, ασ ωε ωιλλ σεε ιν

τηε νεξτ χηαπτερ, τηατ ηισ αππροαχη το τηισ προβλεµ ισ µιρρορεδ βψ ουρσ

ωηεν ωε οβσερϖε ηοω χοσινε µαψ βε χαλχυλατεδ.

Ματηεµατιχιανσ χονσιδερ Αρχηιµεδεσ ονε οφ τηε ηαλφ δοζεν ορ σο ⇒νεστ

µεµβερσ οφ τηειρ χοµµυνιτψ ιν αλλ ηιστορψ, βελονγινγ ιν τηε χοµπανψ οφ

µαϕορ ⇒γυρεσ λικε Νεωτον, Κεπλερ, Γαλιλεο, Ευλερ, Εινστειν, ανδ Γαυσσ.

Ιτ ηασ βεεν σαιδ τηατ, ιφ ηε ωερε το ρετυρν τοδαψ, ηε ωουλδ θυιχκλψ αδαπτ

το µοδερν τερµινολογψ ανδ βεχοµε χοµφορταβλε ιν ανψ χοντεµποραρψ

υνιϖερσιτψ µατηεµατιχσ δεπαρτµεντ.

Υνφορτυνατελψ, λικεΡοδνεψ∆ανγερ⇒ελδ,µατηεµατιχιανσ λικεΑρχηιµεδεσ

�γετ νο ρεσπεχτ� φροµ τηε γενεραλ πυβλιχ. Τηε φεω ωηο κνοω ανψτηινγ αβουτ

ηιµ ηαϖε βεεν λεδ το χονσιδερ ηιµ α ⇒γυρε οφ βυρλεσθυε, ρυσηινγ ουτ νακεδ

φροµ τηε Ροµαν βατησ σηουτινγ, �Ευρεκα! Ευρεκα!��Ι ηαϖε φουνδ ιτ! Ι ηαϖε

φουνδ ιτ! Ασκεδ ωηατ ηε φουνδ, στιλλ φεωερ χουλδ ρεσπονδ. Ιν τηατ συρελψ

αποχρψπηαλ στορψ τολδ βψ ςιτρυϖιυσ 300 ψεαρσ αφτερ Αρχηιµεδεσ διεδ, τηε

µατηεµατιχιαν ηαδ βεεν χηαλλενγεδ το δετερµινε ωηετηερ α σαχρεδ ωρεατη

ωασ µαδε, ασ χλαιµεδ, οφ πυρε γολδ. Ιν τηε βατη Αρχηιµεδεσ νοτιχεδ ηοω

ηισ βοδψ δισπλαχεδ ιτσ ϖολυµε οφ ωατερ, ανδ ηε ωασ αβλε το αππλψ τηισ ιδεα το

σολϖε τηε προβλεµ οφ τηε γολδ χροων.

Ιµπορταντ τηουγη τηε χονχεπτ οφ δισπλαχεµεντ ισ το πηψσιχσ, ιτ ωασν�τ

µυχη οφ αν αχχοµπλισηµεντ χοµπαρεδ το ωηατ Σηερµαν Στειν χαλλσ

Αρχηιµεδεσ� �δαζζλινγ δισχοϖεριεσ αβουτ τηε συρφαχε αρεα ανδ ϖολυµε

οφ α σπηερε, τηε χεντερ οφ γραϖιτψ ανδ τηε σταβιλιτψ οφ ⇓οατινγ οβϕεχτσ.�

Ανδ ηε διδ µυχη µορε. Ηε χοντριβυτεδ το µιλιταρψ σχιενχε, ιν παρτιχυλαρ

δεσιγνινγ χαταπυλτσ τηατ εξπλοιτεδ ηισ πρινχιπλε οφ τηε λεϖερ. Ηε δεϖελοπεδ

τηε Αρχηιµεδεαν σχρεω, α πυµπ φορ ραισινγ ωατερ. Ανδ, οφ χουρσε, ηε

αππροξιµατεδ τηε ϖαλυε οφ π το τηρεε−διγιτ αχχυραχψ: 3.14. Ιν φραχτιοναλ
νοτατιον ηισ ϖαλυεσ αρε 310

71
< π < 31

7
.

Τηατ µαψ νοτ σεεµ λικε µυχη το υσ τοδαψ υντιλ ωε ρεχαλλ τηατ

Αρχηιµεδεσ ηαδ το ωορκ ωιτη τηε νεαρλψ υσελεσσ πρε−Ηινδυ−Αραβιχ νυµερ−

ατιον ανδ ηαδ νο εασψ µεανσ οφ χαλχυλατινγ σθυαρε ροοτσ. Ασ Ι τραχε

ηισ µατηεµατιχαλ δεϖελοπµεντ ιν ωηατ φολλοωσ, Ι ωιλλ λαργελψ βψπασσ τηε

αδδιτιοναλ προβλεµσ τηεσε δε⇒χιενχιεσ χρεατεδ φορ ηιµ. Ψου ωιλλ σεε τηατ

ωηατ ηε αχχοµπλισηεδ, εϖεν φοργεττινγ τηε ροαδβλοχκσ, ωασ εξτραορδιναρψ

ενουγη.

Ρεχαλλ τηατ τηε νυµβερ π ισ δε⇒νεδ ασ τηε ρατιο οφ τηε χιρχυµφερενχε

το τηε διαµετερ οφ α χιρχλε. Τηυσ π = C/d. Τηισ ισ, οφ χουρσε, εθυιϖ−

αλεντ το τηατ φορµυλα λεαρνεδ ιν µιδδλε σχηοολ, C = πd, βψ ωηιχη τηε

χιρχυµφερενχε οφ ανψ χιρχλε ισ χαλχυλατεδ φροµ ιτσ διαµετερ.
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d

S6S6

S6

S6 S6

T6

T6

T6

T6
T6

T6

S6

Φιγυρε 7.2 Α χιρχλε ωιτη ινσχριβεδ ανδ χιρχυµσχριβεδ ρεγυλαρ ηεξαγονσ.

Αρχηιµεδεσ βεγινσ ηισ χαλχυλατιον οφ C/d φορ α ⇒ξεδ χιρχλε βψ σθυεεζ−
ινγ τηε ϖαλυε οφ C βετωεεν τηε περιµετερσ οφ ινσχριβεδ ανδ χιρχυµσχριβεδ
ρεγυλαρ πολψγονσ, βεγιννινγ ωιτη ηεξαγονσ.

Ον τηε διαγραµ ιν Φιγυρε 7.2 τηε χιρχλε ηασ χιρχυµφερενχε Χ ανδ διαµ−
ετερ δ. Ωε δενοτε τηε σιδεσ οφ τηε ινσχριβεδ ηεξαγον βψ S6 ανδ τηε σιδεσ οφ
τηε χιρχυµσχριβεδ ηεξαγον ασ T6. (Τηρουγηουτ τηισ χηαπτερ τηε συβσχριπτσ
δεσιγνατε τηε νυµβερ οφ σιδεσ οφ τηε ασσοχιατεδ πολψγονσ.) Τηε περιµετερ
P6 οφ τηε ινσχριβεδ ηεξαγον ισ τηεν 6S6 = P6, ανδ τηε περιµετερ Q6 οφ
τηε χιρχυµσχριβεδ ηεξαγον ισ 6T6 = Q6. Ωε τηεν ηαϖε τηε ρελατιονσηιπσ
P6 < C < Q6, 6S6 < πd < 6T6 ανδ ⇒ναλλψ 6S6/d < π < 6T6/d.

Φροµ τηισ λαστ ινεθυαλιτψ ιτ σηουλδ βε χλεαρ τηατ Αρχηιµεδεσ ηαδ ⇒ρστ
το χαλχυλατε σινγλε σιδεσ οφ τηοσε ινσχριβεδ ανδ χιρχυµσχριβεδ ηεξαγονσ.
Βεχαυσε αλλ χιρχλεσ αρε σιµιλαρ, ωε χαν ασσυµε ανψ σιζε χιρχλε. Ωε χηοοσε
τηε υνιτ χιρχλε, σο ναµεδ φορ ηαϖινγ r = 1. Τηυσ ωε ηαϖε ιν τηατ ινεθυαλιτψ
d = 2. Αρχηιµεδεσ τηεν χαλχυλατεδ τηε εθυιϖαλεντ οφ S6 = 1 ανδ T6 =
2/

√
3.1

Ηερε ισ ηοω τηισ µαψ βε αχχοµπλισηεδ.
Φορ S6 τηε δεριϖατιον ισ στραιγητφορωαρδ. Τηε σψµµετριεσ οφ τηε ρεγυλαρ

ηεξαγον οφ Φιγυρε 7.3 αλλοω υσ το διϖιδε ιτ ιντο σιξ εθυιλατεραλ τριανγλεσ,
αλλ οφ ωηοσε σιδεσ αρε εθυαλ το τηε ραδιυσ οφ τηε χιρχλε. Τηυσ, φορ τηε σιδε
οφ τηε ινσχριβεδ πολψγον, ωε ηαϖε S6 = r = 1.

1Σχηοολ στυδεντσ οφτεν λεαρν �σιµπλιφψινγ� προχεσσεσ το ριδ φραχτιονσ οφ ιρρατιοναλ δενοµ−

ινατορσ. Ωηιλε τηισ ωασ θυιτε ρεασοναβλε ωηεν δοινγ σο αϖοιδεδ διϖισιον βψ λενγτηψ

δεχιµαλσ, χαλχυλατορσ ηαϖε ελιµινατεδ τηε νεεδ φορ τηισ εξτρα στεπ. Τηε τεχηνιθυε οφ ρατιο−

ναλιζινγ τηε δενοµινατορ (ορ οχχασιοναλλψ τηε νυµερατορ) ισ, ηοωεϖερ, οφτεν υσεφυλ ιν

εσταβλισηινγ εθυιϖαλενχε οφ αλγεβραιχ ορ τριγονοµετριχ εξπρεσσιονσ.
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Φιγυρε 7.3

Τηε σιδε οφ τηε χιρχυµσχριβεδ ηεξαγον ρεθυιρεσ α λιττλε µορε χαλχυλατιον.
Ωε ηαϖε τηε πολψγον οφ Φιγυρε 7.4, διϖιδεδ ιντο σιξ εθυιλατεραλ τριανγλεσ,
βυτ νοω τηε χιρχλε�σ υνιτ ραδιυσ ισ τηε λενγτη οφ α περπενδιχυλαρ βισεχτορ
φροµ τηε χεντερ το ανψ οφ τηε σιδεσ οφ τηε ρεγυλαρ πολψγον. (Τηισ σεγµεντ
ισ χαλλεδ τηε πολψγον�σ αποτηεµ.) Το χαλχυλατε T6, ωε εξαµινε ονε οφ
τηοσε τριανγλεσ ιν Φιγυρε 7.5.

Ιφ ωε ρεπρεσεντ T6 βψ 2x ωε χαν αππλψ τηε Πψτηαγορεαν τηεορεµ το ονε
οφ τηε σµαλλερ τριανγλεσ το γιϖε υσ (2x)2 = x2 + 12. Σιµπλιφψινγ, ωε ηαϖε

3x2 = 1, x2 = 1
3
, x = 1/

√
3, ανδ T6 = 2x = 2/

√
3.

Αρχηιµεδεσ ωασ αβλε το αππροξιµατε τηισ ιρρατιοναλ νυµβερ ωιτη τηε

φραχτιον 306
265

. Ωε χαν χαλχυλατε τηεσε ϖαλυεσ το χοµπαρε τηεµ: 2/
√

3 =
1.154700538 ανδ 306

265
= 1.154716981.2

r = 1 O
T6T6

T6

T6
T6

T6

Φιγυρε 7.4

2Αχτυαλλψ τηερε ισ α στιλλ βεττερ εστιµατε ωιτη α σµαλλερ δενοµινατορ: 209/181. Το σεε ηοω

το ⇒νδ συχη εστιµατεσ, σεε Αππενδιξ Κ.
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x

O
r = 1

2x

T6

x

Φιγυρε 7.5

Νοτιχε τηατ ηισ ϖαλυε ισ αχχυρατε το 10−τηουσανδτησ ορ ⇒ϖε δεχιµαλ
πλαχεσ. Ηοω ηε δεριϖεδ τηισ ρεµαρκαβλψ αχχυρατε εστιµατιον, ηε δοεσν�τ τελλ
υσ ανδ ηιστοριανσ οφ µατηεµατιχσ ηαϖε συγγεστεδ σεϖεραλ ϖερψ χοµπλιχατεδ
προχεδυρεσ ασ ποσσιβιλιτιεσ. Ωε ωιλλ νοτ εξπλορε τηοσε αϖενυεσ ηερε.3

Ρεχαλλινγ ουρ ινεθυαλιτψ 6S6/d < π < 6T6/d, ωε χαν νοω συβστιτυτε
ουρ ϖαλυεσ φορ d, S6, ανδ T6 το οβταιν

6(1)

2
< π <

6
(

2√
3

)

2
ορ 3 < π <

6
√

3
.

Σινχε 6 = 2 ∗ 3 = 2 ∗
√

3 ∗
√

3, τηισ µαψ αλσο βε ωριττεν 3 < π < 2
√

3.
Τηισ γιϖεσ υσ α ⇒ρστ αππροξιµατιον ρανγε φορ τηε ϖαλυε οφ π : 3 < π <

3.464101615.
Τηατ ονε−διγιτ αχχυραχψ δοεσν�τ τελλ υσ µυχη, βυτ ιτ γαϖε Αρχηιµεδεσ,

ϕυστ ασ ιτ γιϖεσ υσ, α σταρτινγ ποιντ. Ηε νοω οβσερϖεσ τηατ δουβλινγ τηε
νυµβερ οφ σιδεσ οφ τηε ινσχριβεδ ανδ χιρχυµσχριβεδ πολψγονσ ωιλλ γιϖε
βεττερ εστιµατεσ.

Χονσιδερ ⇒ρστ τηε χασε φορ τηε ινσχριβεδ ηεξαγον ανδ δοδεχαγον οφ
Φιγυρε 7.6.

Ιτ σεεµσ χλεαρ τηατ τηε σιδεσ οφ τηε δοδεχαγον (12−γον) µορε χλοσελψ
αππροξιµατε τηε χιρχυµφερενχε οφ τηε χιρχλε, βυτ λετ υσ εσταβλιση χαρεφυλλψ
τηατ ιτ δοεσ σο, βψ χονσιδερινγ ωηατ ηαππενσ ασ ονε χηορδ ισ ρεπλαχεδ βψ
τωο χοννεχτινγ τηε σαµε ενδποιντσ.

Ιν Φιγυρε 7.7 ωε ηαϖε S6 < S12 + S12 < αρχ(AB) + αρχ(BC). Εαχη οφ
τηε ινεθυαλιτιεσ ισ ϕυστι⇒εδ βψ τηε βασιχ νοτιον τηατ τηε σηορτεστ διστανχε
βετωεεν τωο ποιντσ ισ τηε στραιγητ−λινε σεγµεντ ϕοινινγ τηεµ.

3Σεϖεραλ σουρχεσ οφ φυρτηερ ινφορµατιον αβουτ Αρχηιµεδεσ, ινχλυδινγ σπεχυλατιον αβουτ

ηισ χαλχυλατιον οφ τηεσε σθυαρε ροοτσ το συχη αχχυραχψ αρε ινχλυδεδ ιν τηε ρεαδινγ λιστ ατ

τηε ενδ οφ τηισ βοοκ.
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Φιγυρε 7.6

S12

S12

S6

C

B

A

Φιγυρε 7.7

Σιµπλιφψινγ τηισ εξπρεσσιον, ωε ηαϖε S6 < 2S12 < αρχ(AC). Ωε µυλτι−
πλψ τηρουγη τηισ ινεθυαλιτψ βψ 6 το οβταιν 6S6 < 12S12 < 6 ∗ αρχ(AC).

Τηισ ινεθυαλιτψ εσταβλισηεσ τηατ τηε περιµετερ οφ τηε ηεξαγον, 6S6, ισ
λεσσ τηαν τηε περιµετερ οφ τηε δοδεχαγον, 12S12, ωηιχη ιν τυρν ισ λεσσ
τηαν τηε χιρχυµφερενχε οφ τηε χιρχλε, 6 ∗ αρχ(AC), ϕυστ ωηατ ωε ωαντ. Ωε
ηαϖε σηοων τηατ δουβλινγ τηε νυµβερ οφ σιδεσ χρεατεσ α πολψγον ωηοσε
περιµετερ ισ χλοσερ το τηε χιρχυµφερενχε οφ τηε χιρχλε.

Ωε τυρν νεξτ το τηε χιρχυµσχριβεδ ηεξαγον ανδ δοδεχαγον οφ Φιγυρε 7.8
ιν ορδερ το εσταβλιση τηατ τηειρ περιµετερσ �σηρινκ� τοωαρδ τηε χιρχλε χιρ−
χυµφερενχε ασ τηε νυµβερ οφ τηειρ σιδεσ ισ δουβλεδ.

Αγαιν ιτ λοοκσ ασ τηουγη τηε δοδεχαγον αππροξιµατεσ τηε χιρχλε χιρ−
χυµφερενχε µορε χλοσελψ τηαν τηε ηεξαγον δοεσ, βυτ λετ υσ ϕυστιφψ τηατ
οβσερϖατιον.
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Φιγυρε 7.8

F

A

D

B
EC

Φιγυρε 7.9

Ινστεαδ οφ χονσιδερινγ σιδεσ οφ τηε πολψγονσ διρεχτλψ, τηισ τιµε ωε
φοχυσ ον τηε λενγτη αλονγ τηε πολψγοναλ πατησ φροµ A το C ιν Φιγυρεσ 7.8
ανδ 7.9. Τηισ ισ ονε−σιξτη οφ τηε ωαψ αρουνδ τηε χιρχλε. Ον τηε ηεξαγον
τηισ ισ AB + BC, ανδ ον τηε δοδεχαγον AD + DE + EC. Νοτε τηατ τηε
σψµµετριεσ οφ τηε ρεγυλαρ πολψγονσ ρενδερ AB + BC = T6 ανδ AD +
DF + FE + EC = 2T12. Ωε µυστ σηοω τηατ τηε σεχονδ συµ, ωηιχη ισ
εθυιϖαλεντ το AD + DE + EC, ισ λεσσ τηαν τηε ⇒ρστ, AB + BC.

Ιτ τυρνσ ουτ τηατ ωε νεεδ χονσιδερ ονλψ τηε ποιντσ ∆ ανδ Ε. Τηε
σηορτεστ διστανχε βετωεεν τηεµ ισ χλεαρλψ ∆Ε ; τηυσ DE < DB + BE.
Αδδ AD + EC το εαχη σιδε οφ τηισ ινεθυαλιτψ, ανδ ωε ηαϖε AD +
DE + EC < AD + DB + BE + EC. Νοω χοµβινε AD + DB = AB

ανδ BE + EC = BC ον τηε ριγητ σιδε οφ τηε ινεθυαλιτψ το γιϖε υσ τηε
δεσιρεδ AD + DE + EC < AB + BC. Τηισ ισ εθυιϖαλεντ το 2T12 < T6.

Μυλτιπλψινγ εαχη σιδε οφ τηισ ινεθυαλιτψ βψ 6 γιϖεσ υσ 12T12 < 6T6

ανδ εσταβλισηεσ τηατ τηε περιµετερ οφ τηε δοδεχαγον (τηε λεφτ σιδε οφ τηε
ινεθυαλιτψ) ισ λεσσ τηαν τηε περιµετερ οφ τηε ηεξαγον (τηε ριγητ σιδε) ανδ
τηυσ χλοσερ το τηε χιρχλε χιρχυµφερενχε.4

4Αλερτ ρεαδερσ ωιλλ νοτε τηατ Ι ηαϖε νοτ εσταβλισηεδ τηατ τηε περιµετερσ οφ βοτη χιρχυµ−

σχριβεδ ⇒γυρεσ αρε γρεατερ τηαν τηε χιρχυµφερενχε οφ τηε χιρχλε. Αλτηουγη ιτ σεεµσ οβϖιουσ

(ανδ ισ, οφ χουρσε, τρυε), προϖινγ ιτ ηερε ωουλδ τακε υσ τοο φαρ φροµ τηε βασιχ αργυµεντ.

Ιτ ισ προϖεδ ιν Αππενδιξ Ο.
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Αλτηουγη ωε ηαϖε χονσιδερεδ δουβλινγ τηε νυµβερ οφ σιδεσ ονλψ ιν
τερµσ οφ ηεξαγον το δοδεχαγον, εσσεντιαλλψ τηε σαµε αργυµεντσ ωορκ
ωηενεϖερ τηε νυµβερ οφ σιδεσ ισ δουβλεδ. Ι ενχουραγε ρεαδερσ το σεε
τηατ τηισ ισ τηε χασε βψ φολλοωινγ ουρ αργυµεντ ασ ιτ ωουλδ αππλψ γοινγ
φροµ ινσχριβεδ ανδ χιρχυµσχριβεδ σθυαρεσ το τηε χορρεσπονδινγ ρεγυλαρ
οχταγονσ.

Αρχηιµεδεσ διδ νοτ βοτηερ ωιτη τηε ϕυστι⇒χατιον ωε ηαϖε γονε τηρουγη.
Ηε αχχεπτεδ ιτ ασ τρυε τηατ δουβλινγ τηε νυµβερ οφ σιδεσ ιµπροϖεδ ηισ π

εστιµατεσ. Ινστεαδ, ηε δεϖελοπεδ α προχεδυρε φορ χαλχυλατινγ S2n φροµ Sn

ανδ T2n φροµ Tn. Ηε ηαδ το δο σο βψ παινστακινγ εφφορτ φορ εαχη στεπ, βυτ
τηε προχεδυρε ηε φολλοωεδ ωασ αλωαψσ τηε σαµε.

Βεγιννινγ ωιτη τηε ηεξαγον ϖαλυεσ τηατ ωε ηαϖε αλρεαδψ χαλχυλατεδ,

ωηιχη λεδ ηιµ το σιµπλιφψ 6S6/d < π < 6T6/d το 3 < π < 2
√

3, ηε ωασ
αβλε το ⇒νδ τηε S ανδ T ϖαλυεσ φορ πολψγονσ ωιτη 12, 24, 48, ανδ 96
σιδεσ:

12S12

d
< π <

12T12

d

24S24

d
< π <

24T24

d

48S48

d
< π <

48T48

d

96S96

d
< π <

96T96

d

Ωε χαν γενεραλιζε τηεσε ινεθυαλιτιεσ ωιτη τηε σινγλε στατεµεντ: nSn/d <

π < nTn/d, ανδ ωε χαν αλσο ρεπρεσεντ Αρχηιµεδεσ� λαβοριουσ στεπσ βψ
µεανσ οφ φορµυλασ, ωηιχη τυρν ουτ το βε θυιτε χοµπλεξ εϖεν ιν µοδερν
νοτατιον. Τηε τωο φορµυλασ αρε5

S2n =
√

2 −
√

4 − S2
n ανδ T2n =

(2
√

T 2
n + 4 − 4)

Tn

.

Το αϖοιδ ιντερρυπτιον οφ τηισ δεϖελοπµεντ, τηε δεριϖατιον οφ τηεσε φορ−
µυλασ ισ δεφερρεδ το Αππενδιξ Ρ.

5Ιν ορδερ το αϖοιδ α σθυαρε ροοτ ωιτηιν α σθυαρε ροοτ, τηισ εξπρεσσιον µαψ βε ρεωριττεν

√

2 −
√

4 − S2
n =

Sn
√

1 + Sn

2
+

√

1 − Sn

2

Προϖινγ τηισ ρεθυιρεσ υσε οφ σοµε αλγεβρα ωιτη ωηιχη φεω µατηεµατιχιανσ αρε φαµιλιαρ. Ιτ

ισ ινχλυδεδ ωιτη τηε φορµυλα δεριϖατιον οφ Αππενδιξ Ρ.
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Ωηιλε Αρχηιµεδεσ ηαδ το ωορκ ουτ ιν δεταιλ ηισ ινδιϖιδυαλ ϖαλυεσ, ωε
νεεδ νοτ δο τηισ. Ωε χαν ινστεαδ σετ α χαλχυλατορ το ρυν α προγραµ φορ υσ
υσινγ ουρ ινιτιαλ ϖαλυεσ ανδ τηεσε φορµυλασ. Ηερε ισ συχη α προγραµ:

PROGRAM:ARCHPI

: 6→N

: 1→S

: 2/
√

3 →T

: For (I,1,10)

: Disp N,N*S/2,N*T/2

: Pause

: 2N→N

:
√

(2−
√

(4−S2))→S

: (2*
√

(T2+4)−4)/T→T

: End (For)

Σοµε ωορδσ οφ εξπλανατιον αρε ιν ορδερ. N ρεπρεσεντσ τηε χυρρεντ νυµ−
βερ οφ σιδεσ οφ τηε πολψγονσ. S ανδ T ρεπρεσεντ τηε σιδε λενγτησ οφ τηε
ινσχριβεδ ανδ χιρχυµσχριβεδ πολψγονσ βεγιννινγ ωιτη τηε ϖαλυεσ ωε χαλχυ−
λατεδ φορ τηε ηεξαγον (N = 6). Ονχε τηεσε ινιτιαλ ϖαλυεσ ηαϖε βεεν σετ, τηε
For λοοπ ⇒ρστ δισπλαψσ τηρεε τηινγσ: τηε χυρρεντ νυµβερ οφ σιδεσ ανδ τηε
ρεσυλτ οφ τηε διϖισιον περιµετερ/διαµετερ (ρεχαλλ d = 2) φορ τηε ινσχριβεδ
ανδ χιρχυµσχριβεδ πολψγονσ. Τηεσε αρε τηε ϖαλυεσ βετωεεν ωηιχη π ισ
σθυεεζεδ. Τηεν τηε νυµβερ οφ σιδεσ ισ δουβλεδ (2N→N) ανδ τηε νεω σιδε
λενγτησ χαλχυλατεδ βψ τηε χονϖερσιον φορµυλασ βεφορε αγαιν δισπλαψινγ τηε
νεω περιµετερ/διαµετερ ρεσυλτσ.

Ηερε αρε τηε ρεσυλτσ οφ ρυννινγ τηισ προγραµ τηρουγη ιτσ ⇒ρστ ⇒ϖε For

λοοπ πασσεσ τογετηερ ωιτη χορρεχτ σιγνι⇒χαντ διγιτσ υνδερσχορεδ ανδ αν
αδδιτιοναλ χολυµν ινδιχατινγ τηε νυµβερ οφ χορρεχτ διγιτσ ατ εαχη σταγε:

I N PN/d QN/d Αχχυρατε ∆ιγιτσ

1 6 3 3.464101615 1
2 12 3.105828541 3.215390309 1
3 24 3.132628613 3.159659942 1
4 48 3.139350203 3.146086215 2
5 96 3.141031951 3.142714600 3

Αρχηιµεδεσ ωεντ νο φαρτηερ τηαν τηισ, ανδ ηισ φραχτιοναλ αππροξιµατιονσ
φορ σθυαρε ροοτσ φυρτηερ ρεστριχτεδ ηισ ρεσυλτσ το 310

71
< π < 31

7
, ωηιχη µαψ

βε ρεπρεσεντεδ το 10 διγιτσ (µανψ οφ τηεµ χαρρψινγ νο µεανινγ) ιν δεχιµαλ
φορµ ασ 3.1408450704 < π < 3.1428571429. Ουρ προγραµ αλλοωσ υσ το
χοντινυε, ηοωεϖερ, υντιλ ωε οβταιν π το δουβλε τηατ νυµβερ οφ διγιτσ οφ
αχχυραχψ. Τηεσε ρεπρεσεντ τηε νεξτ ⇒ϖε πασσεσ τηρουγη τηε For λοοπ.
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I N PN/d QN/d Αχχυρατε ∆ιγιτσ

6 192 3.141452472 3.141873050 3
7 384 3.141557608 3.141662747 4
8 768 3.141583892 3.141610175 5
9 1536 3.141590463 3.141597036 5
10 3072 3.141592106 3.141593785 6

Ιτ ισ ρεασοναβλε το µοδιφψ ουρ προγραµ το προδυχε ϕυστ τηατ ϖαλυε φορ π

αχχυρατε το σεϖεν διγιτσ. Ωε νεεδ ονλψ µοϖε ουρ Disp λινε το τηε ενδ οφ
τηε προγραµ, τηυσ πριντινγ τηε ϖαλυε οφ π ονλψ ονχε:

PROGRAM:ARCHPI2

: 6→N

: 1→S

: 2/
√

3 →T

: For (I,1,10)

: 2N→N

:
√

(2−
√

(4−S2))→S

: End (For)

: Disp int(100000*N*S/2)/100000

Νοτε τηατ ωε ηαϖε ονλψ χαλχυλατεδ τηε ϖαλυεσ φορ τηε ινσχριβεδ πολψγον,
α φυρτηερ σιµπλι⇒χατιον οφ τηε προγραµ. Τηατ ⇒ναλ προγραµ λινε ιλλυστρατεσ
α υσεφυλ τεχηνιθυε. Ιτ ρουνδσ τηε ανσωερ το ⇒ϖε δεχιµαλ διγιτσ βψ τηε
φολλοωινγ στεπσ:

N ∗ S/2 = 3.141592106

100000 ∗ N ∗ S/2 = 314159.2106

ιντ(100000 ∗ N ∗ S/2) = 314159

ιντ(100000 ∗ N ∗ S/2)/100000 = 3.14159

Τηερε αρε, ηοωεϖερ, λιµιτσ το ουρ προγραµ. Εϖεν ιφ ωε ινχρεασεδ τηε υππερ
λιµιτ φορ I ιν τηε For λοοπ, ωε ωουλδ ⇒νδ ουρσελϖεσ νο βεττερ οφφ εϖεν ωιτη
ουρ ποωερφυλ 10−διγιτ χαλχυλατορσ τηαν Αρχηιµεδεσ ωασ ωιτη ηισ σεϖερελψ
λιµιτεδ ρεσουρχεσ. Φροµ ηερε ον ουρ χαλχυλατιονσ λοσε αχχυραχψ βεχαυσε
τηε σµαλλ ερρορσ φροµ ρουνδινγ�εϖεν βεψονδ τηε 10 το 14 ουρ χαλχυλατορσ
χαρρψ�αχχυµυλατε ανδ λεαδ το ρεπορτινγ ιναχχυραχιεσ. Ιτ ισ ιµπορταντ το
υνδερστανδ, ηοωεϖερ, τηατ τηε προγραµ ιτσελφ, ιφ εξτενδεδ το α ηιγηερ I

λιµιτ, ωουλδ χοντινυε το χονϖεργε ον τηε ϖαλυε οφ π ωηεν χοµπυτερσ τηατ
προχεσσ µορε διγιτσ αρε υσεδ.
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Οφ χουρσε, ωε νεεδ ονλψ πρεσσ τηε π κεψ ον ουρ χαλχυλατορ το οβταιν α
10−διγιτ ϖαλυε οφ π : 3.141592654. Τηατ ϖαλυε (ωηιχη, ασ ωε ηαϖε σεεν,
ινχλυδεσ αδδιτιοναλ διγιτσ) ισ σιµπλψ στορεδ ιν µεµορψ.

Το ρεχαπιτυλατε, ωε ηαϖε σεεν ηοω α βριλλιαντ µατηεµατιχιαν οϖερ τωο
µιλλεννια αγο δεϖελοπεδ α σψστεµατιχ προχεδυρε φορ χαλχυλατινγ π . Ωε
αδοπτεδ ηισ προχεδυρε, βυτ ωε διδ σο υσινγ τηε αδδιτιοναλ τοολσ αϖαιλαβλε το
υσ λαργελψ βεχαυσε οφ ουρ ιµπροϖεδ νυµερατιον ανδ αλγεβρα. Τηισ αλλοωεδ
υσ το αϖοιδ Αρχηιµεδεσ� εξτρεµελψ βυρδενσοµε χαλχυλατιονσ.

Βυτ ωε µυστ νοτ φοργετ τηατ ωε σηορτχυτ σοµε ιµπορταντ γεοµετρψ το
µακε ουρ στορψ ατ λεαστ α βιτ εασιερ το φολλοω. Ιφ ψου ωιση το εξπλορε τηε
στορψ ωε ηαϖε ινϖεστιγατεδ φυρτηερ, ψου σηουλδ ϖισιτ Αππενδιξ Θ το ⇒νδ
ηοω τηεσε χοµπλιχατεδ φορµυλασ φορ χαλχυλατινγ τηε λενγτη οφ τηοσε νεω
σιδεσ ωηεν τηειρ νυµβερ ισ δουβλεδ µαψ βε δεριϖεδ:

S2n =
√

2 −
√

4 − S2
n ανδ T2n =

2
√

T 2
n + 4 − 4

Tn

.

Ψου µαψ αλσο ωιση το σεε α διφφερεντ ανδ θυιτε ρεµαρκαβλε αππροαχη το
Αρχηιµεδεσ� προβλεµ ιν Αππενδιξ Σ.
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ΦΥΝΧΤΙΟΝΣ

Τηε αναλψσισ οφ ανγυλαρ σεχτιονσ ινϖολϖεσ γεοµετριχ ανδ αριτηµετιχ σεχρετσ
ωηιχη ηιτηερτο ηαϖε βεεν πενετρατεδ βψ νο ονε.

�Φρανχοισ ςιετα

Ρεχαλλ νοω τηατ σεϖεν−λινε προγραµ φροµ Χηαπτερ 1 τηατ χαλχυλατεδ
χοσινε:

PROGRAM:COSDEG

: Prompt D

: D∗π/180→R

: R∗R/4294967296→S

: For (I,1,16)

: S(4−S)→S

: End (For)

: Disp 1−S/2

Ιν τηισ χηαπτερ ωε ωιλλ σεε ωηψ τηατ βριεφ προγραµ ωορκσ. Βυτ ιν ορδερ
το δο σο, ιτ ισ αππροπριατε ⇒ρστ το ρεϖιεω σοµε οφ τηε βασιχ χονχεπτσ
οφ τριγονοµετρψ. Ιν δοινγ σο Ι ωιλλ φοχυσ µψ δισχυσσιον λαργελψ ον τηε
φυνχτιον χοσινε, σινχε τηατ ισ τηε φυνχτιον ουρ προγραµ χαλχυλατεσ. Ιτ ισ
ιµπορταντ το υνδερστανδ, ηοωεϖερ, τηατ τηε οτηερ ⇒ϖε χιρχυλαρ φυνχτιονσ
αρε χλοσελψ ρελατεδ το τηισ ονε. Ονχε ωε κνοω χοσινε, ωε χαν χαλχυλατε
τηε οτηερσ βψ µεανσ οφ τηε φολλοωινγ φορµυλασ, δετερµινινγ τηε χορρεχτ

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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σιγν φροµ τηε σιζε οφ ανγλε A:

σιν A = ±
√

1 − χοσ2 A, χσχ A =
±1

√
1 − χοσ2 A

ταν A = ±
√

1 − χοσ2 A

χοσ A
, χοτ A =

± χοσ A
√

1 − χοσ2 A

σεχA =
1

χοσ A

Ψου µαψ ορ µαψ νοτ ρεχαλλ δεριϖινγ τηοσε ρελατιονσηιπσ φροµ τηε βασιχ δε⇒−
νιτιονσ οφ τηε ϖαριουσ φυνχτιονσ. Τηε ποιντ ηερε ισ σιµπλψ τηατ ουρ χαλχυλατιον
οφ τηε σινγλε φυνχτιον χοσινε οπενσ αλλ οφ τριγονοµετριχ χαλχυλατιον το υσ.

ΡΙΓΗΤ−ΤΡΙΑΝΓΛΕ ΤΡΙΓΟΝΟΜΕΤΡΨ

Ατ σοµε τιµε ιν µιδδλε σχηοολ µοστ οφ υσ ⇒ρστ µετ τριγονοµετρψ. Τηισ
ινιτιαλ χονταχτ ωιτη τηε ρατιοσ σινε, χοσινε, ανδ τανγεντ ωασ στριχτλψ ιν
τερµσ οφ τηατ τιτλε ωορδ, βεχαυσε τριγονοµετρψ χλεαρλψ βρεακσ δοων ιντο
τριγ = τριανγλε ανδ µετρψ = µεασυρεµεντ. Ωε δετερµινεδ σιδεσ ανδ ανγλεσ
οφ τριανγλεσ τηρουγη υσε οφ τηεσε ρατιοσ.

Ιν φαχτ, τηε συβϕεχτ ατ τηατ λεϖελ ισ εϖεν µορε ρεστριχτεδ�το ριγητ τρι−
ανγλεσ. Ον ανψ ριγητ τριανγλε, ωε λεαρνεδ, τηε χοσινε ισ τηε ρατιο βετωεεν
τωο σιδεσ:

χοσ A =
αδϕαχεντ λεγ

ηψποτενυσε

Τηε σινε ανδ τανγεντ ηαϖε σιµιλαρ ρατιοσ:

σιν A =
οπποσιτε λεγ

ηψποτενυσε
, ταν A =

οπποσιτε λεγ

αδϕαχεντ λεγ

Ιν Φιγυρε 8.1 τηατ µεανσ χοσA = b/c ανδ χοσ B = a/c. Τηε οτηερ φυνχτιονσ
φολλοω σιµιλαρλψ: σινA = a/c, σιν B = b/c, τανA = a/b ανδ τανB = b/a.

C

B

A

c

b

a

Φιγυρε 8.1
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Τηοσε τριγονοµετριχ ρατιοσ1 αλλοωεδ υσ το σολϖε σιµπλε µεασυρεµεντ
προβλεµσ ιν συχη ⇒ελδσ ασ συρϖεψινγ ανδ ναϖιγατιον.

ΤΗΕ ΧΙΡΧΥΛΑΡ ΦΥΝΧΤΙΟΝΣ

Τηοσε δε⇒νιτιονσ οφ χοσινε, σινε, ανδ τανγεντ ασ ρατιοσ ιν α ριγητ τριανγλε
νεχεσσαριλψ ρεστριχτ υσε το ανγλεσ βετωεεν 0◦ ανδ 90◦. Σεριουσ αππλιχατιονσ
οφ τηεσε φυνχτιονσ χαλλ φορ εξτενσιον οφ τηεσε χονχεπτσ. Το δο σο ωε νεεδ
το χονσιδερ τηεµ ασ τηεψ αρε δε⇒νεδ ον α χιρχλε.

Στριχτ υσαγε ρεθυιρεσ υσ το χαλλ τηεσε εξτενδεδ δε⇒νιτιονσ χιρχυλαρ φυνχ−

τιονσ βυτ, λικε τηε ωορδσ νυµβερ ανδ νυµεραλ, ωηιχη το σοµε πυριστσ
ρεπρεσεντ διφφερεντ χονχεπτσ,2 ιν γενεραλ υσε, εϖεν µατηεµατιχιανσ οφτεν
ρεφερ το χιρχυλαρ φυνχτιονσ ασ τριγονοµετριχ φυνχτιονσ. Ι ωιλλ δο σο ηερε.

Χλεαρλψ, ωε δο νοτ ωαντ τηε ϖαλυεσ οφ τηε τριγονοµετριχ φυνχτιονσ τηατ
ωε δε⇒νεδ ασ ριγητ τριανγλε ρατιοσ το βε δισχαρδεδ ασ ωε µοϖε το νεω δεφ−
ινιτιονσ. Ινστεαδ ωε ωαντ το συβσυµε τηοσε ϖαλυεσ ιν ουρ νεω δε⇒νιτιονσ.

Ηερε ισ ηοω τηατ ισ δονε. Ωε σιµπλψ εµβεδ α ριγητ τριανγλε, λικε τηε
ονε ον ωηιχη ωε δε⇒νεδ τηε τριγ ρατιοσ, ιν α υνιτ χιρχλε�τηατ ισ, α χιρχλε
ωιτη ραδιυσ ονε. Ωε τηεν χεντερ τηατ υνιτ χιρχλε ον τηε χοορδινατε πλανε
ωιτη x ανδ y αξεσ ασ σηοων ιν Φιγυρε 8.2.

(x,y)

A
1

(1,0)

A X
x

y

y

O

Φιγυρε 8.2 Α ποιντ ον τηε υνιτ χιρχλε.

1Τηε οτηερ τριγ φυνχτιονσ, σεχαντ x = 1/χοσινε x, χοσεχαντ x = 1/σινε x, ανδ χοτανγεντ

x = 1/τανγεντ x, αρε δε⇒νεδ σιµιλαρλψ.
2Ωηεν ωε ταλκ οφ ⇒ϖε µαρβλεσ, ωε αρε ταλκινγ αβουτ α νυµβερ οφ µαρβλεσ. Α νυµεραλ,

ον τηε οτηερ ηανδ, ισ α σψµβολ φορ α νυµβερ. Τηυσ V ανδ 5 αρε διφφερεντ νυµεραλσ φορ

τηε ιδεα οφ ⇒ϖε−νεσσ. Βαχκ ιν τηε 1960σ µυχη ωασ µαδε οφ τηισ βψ Υνιϖερσιτψ οφ Ιλλινοισ

µατηεµατιχσ εδυχατορ Μαξ Βεβερµαν. Ιν ηισ ΥΙΧΣΜ αλγεβρα τεξτ Μαξ ηαδ α στυδεντ ωηο

ωασ χονφυσεδ αβουτ νυµβερ ανδ νυµεραλ χλαιµινγ τηατ ηαλφ οφ 8 ισ 3, �τηε ριγητ ηαλφ.�

Χλεαρλψ τηε στυδεντ ωασ ταλκινγ αβουτ α νυµεραλ ιν τηατ χασε.
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sin A

(cos A, sin A)

cos A

A
1

(1,0)

A
x

y

O

Φιγυρε 8.3 Χιρχυλαρ φυνχτιον δε⇒νιτιονσ.

Ον τηε διαγραµ ιν Φιγυρε 8.2, ουρ ριγητ τριανγλε διφφερσ ονλψ ιν νοτα−
τιον φροµ τηε ονε ωε υσεδ φορ ουρ τριγ φυνχτιονσ. Φορ χοντινυιτψ ωε ωιλλ
χοντινυε το υσε ανγλε A νοω ωιτη ιτσ ϖερτεξ ατ τηε οριγιν O. Βψ χονϖεν−
τιον τηισ ανγλε A ισ χονσιδερεδ ποσιτιϖε ωηεν µεασυρεδ χουντερχλοχκωισε
φροµ τηε ποσιτιϖε x αξισ. Βεχαυσε τηε ραδιυσ οφ ουρ υνιτ χιρχλε ισ 1, τηε
ηψποτενυσε οφ ουρ τριανγλε ισ αλσο 1. Ανδ ⇒ναλλψ, σινχε ωε ηαϖε χηοσεν τηε
ποιντ ωηερε τηε ηψποτενυσε µεετσ τηε χιρχλε το ηαϖε χοορδινατεσ (x, y),
τηε ηοριζονταλ σιδε οφ τηε τριανγλε ισ x ανδ ιτσ ϖερτιχαλ σιδε ισ y.

Ιτ σηουλδ βε χλεαρ, τηεν, τηατ τηε τριγονοµετριχ ρατιοσ ον τηισ τριαν−
γλε ωουλδ βε χοσA = x/1 = x, σιν A = y/1 = y, ανδ τανA = y/x. Αλσο,
σινχε χοσ A = x ανδ σινA = y, ωε χαν µοδιφψ ουρ διαγραµ βψ συβστι−
τυτινγ τηεσε ϖαλυεσ ωηερεϖερ x ανδ y οχχυρ. Φιγυρε 8.3 ισ τηε ρεσυλτινγ
διαγραµ.

Μανψ τηινγσ αρε ιµπορταντ αβουτ τηισ νεω δε⇒νιτιον οφ τηεσε χιρχυλαρ
φυνχτιονσ. Αµονγ τηεµ, A ισ νο λονγερ λιµιτεδ το αχυτε ανγλεσ; ιτ χαν
ινχρεασε το 90◦ ανδ βεψονδ. Ασ τηε ανγλε ινχρεασεσ, ωε χοντινυε τηε ϖαλυεσ
οφ χοσινε ανδ σινε ασ τηε x ανδ y χοορδινατεσ οφ τηε ποιντ ωηερε τηε ροτατεδ
ραψ µεετσ τηε υνιτ χιρχλε. Αλσο, σινχε τηε ϖαλυεσ οφ χοσA ανδ σινA αρε
τηε χοορδινατεσ οφ τηε ποιντ ωηερε τηε τερµιναλ σιδε οφ τηε ανγλε A µεετσ
τηε υνιτ χιρχλε, ωε νο λονγερ νεεδ τηατ ριγητ τριανγλε. Ιν φαχτ, ωηεν A ισ α
µυλτιπλε οφ 90◦, τηερε ισ νο τριανγλε, βυτ ωε στιλλ ηαϖε ϖαλυεσ. Φορ εξαµπλε,
ωηεν A = 90◦, x = 0 ανδ y = 1, τηυσ χοσ A = 0/1 = 0.

Φυρτηερ, τηε Πψτηαγορεαν τηεορεµ εσταβλισηεσ α βασιχ τριγονοµετριχ
ιδεντιτψ ον τηε ριγητ τριανγλε τηατ ωιλλ προϖε εσπεχιαλλψ υσεφυλ3 σιν2 A +
χοσ2 A = 1.

Τηε διαγραµσ ιν Φιγυρε 8.4 σηοω εξαµπλεσ οφ τηεσε ρελατιονσηιπσ φορ
ανγλεσ λαργερ τηαν 90◦. Ιν ορδερ το ινσυρε τηατ ψου φολλοω τηισ δεϖελοπµεντ,

3Βψ χονϖεντιον σιν2 A ρεπρεσεντσ (σινA)2.
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11

−A

A

A A

xx

(1,0)(1,0)

1

1

(cos (−A), sin (−A))

A

(cos A, sin A)

(cos A, sin A)

Φιγυρε 8.4 Χιρχυλαρ φυνχτιονσ βεψονδ τηε ⇒ρστ θυαδραντ.

εσπεχιαλλψ ιφ ψου αρε µεετινγ τηεσε ιδεασ φορ τηε ⇒ρστ τιµε, ψου σηουλδ
σκετχη σιµιλαρ διαγραµσ φορ συχη ανγλεσ ασ A = 0◦, 30◦, 45◦, 60◦, 120◦,
180◦, 225◦, ανδ 330◦ ανδ, βψ νοτινγ τηε x ανδ y χοορδινατεσ φορ τηοσε
ποιντσ, δετερµινε τηε ϖαλυεσ φορ χοσινε ανδ σινε φορ τηοσε ανγλεσ.

∆ΕΓΡΕΕΣ ΑΝ∆ ΡΑ∆ΙΑΝΣ

Τηερε ισ ονε αδδιτιοναλ ποιντ το βε µαδε αβουτ τηισ διαγραµ, ανδ ιτ ισ φυν−
δαµενταλ. Νοτιχε τηατ A αππεαρσ ιν τωο πλαχεσ. Ιτ λαβελσ βοτη τηε ανγλε ατ
τηε οριγιν ανδ τηε αρχ βετωεεν τηε ποιντ (1,0) ανδ τηε ποιντ (χοσ A, σιν A)

ον τηε χιρχυµφερενχε οφ τηε χιρχλε. Νοω χλεαρλψ αν αρχ ανδ αν ανγλε αρε τωο
θυιτε διφφερεντ τηινγσ. Ωηψ ανδ ηοω, τηεν, δο ωε µακε τηισ ασσοχιατιον,
ανδ ωηατ ισ ιτσ πυρποσε?

Τηισ χορρελατιον βετωεεν τηε λενγτη οφ τηε αρχ ανδ ιτσ ανγλε (σεε
Φιγυρε 8.5) ισ αρβιτραρψ βυτ υσεφυλ. Ιν τερµσ οφ δεγρεεσ ωε νεεδ ονλψ τηινκ
οφ ονε ρεϖολυτιον ασ 360◦, ωηετηερ ιτ βε τηε ανγλε ορ τηε αρχ. Α θυαρτερ
ωαψ αρουνδ, τηεν, ισ 90◦, ηαλφ ωαψ, 180◦, ανδ σο ον.

Ονχε τηατ ασσοχιατιον ισ µαδε, ωε φολλοω ιτ ωιτη α µορε φυνδαµενταλ
ασσοχιατιον. Ωε ηαϖε µαδε τηε αρχ φορ τηε χοµπλετε χιρχλε 360◦, βυτ ον

−A

−A

A

A

A

A

A

A

Φιγυρε 8.5 Ανγλεσ ανδ αρχσ ον υνιτ χιρχλεσ.
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τηε υνιτ χιρχλε τηε λενγτη οφ τηισ σαµε αρχ (τηε χιρχυµφερενχε οφ τηε χιρχλε)
ισ 2π . Ον τηε βασισ οφ τηισ ασσοχιατιον, ωε αγαιν αρβιτραριλψ µακε τηε
χοννεχτιον 360◦ = 2π , ωηερε τηε λεφτ ανδ ριγητ σιδεσ οφ τηατ εθυατιον
ρεπρεσεντ διφφερεντ κινδσ οφ µεασυρε.

Τηισ ισ σιµιλαρ το ουρ σαψινγ τηατ 50 µµ = 5 χµ, βυτ 360◦ = 2π ηασ α
µορε ιµπορταντ ρολε τηαν δο τηοσε µεασυρεµεντ εθυιϖαλεντσ. Τηε λεφτ σιδε
οφ τηατ εθυατιον ισ χλεαρλψ λαβελεδ ιν δεγρεεσ, βυτ τηε ριγητ σιδε χαρριεσ
νο χορρεσπονδινγ λαβελ. Τηε �µεασυρεµεντ� ασσιγνεδ το τηατ ριγητ σιδε
ισ οφτεν δεσιγνατεδ ιν ραδιανσ, σο ουρ εθυατιον µαψ βε ωριττεν 360◦ =
2π ραδιανσ. Τηερε ισ α σενσε, ηοωεϖερ, ιν ωηιχη τηισ δεσιγνατιον µισσεσ
τηε χεντραλ ποιντ οφ τηε ασσοχιατιον. Τηε 2π αρχ λενγτη ισ α λενγτη, ϕυστ
ασ τηε ραδιυσ ισ οφ λενγτη 1.4 Ωε ηαϖεν�τ φελτ ιτ νεχεσσαρψ το χαλλ τηατ
ραδιυσ 1 ανψτηινγ, ανδ ιν παρτιχυλαρ φεω ωουλδ εϖεν τηινκ οφ χαλλινγ ιτ
1 ραδιαν.

Σο ωε ωιλλ στιχκ ωιτη ουρ υνιτ χιρχλε ρελατιονσηιπ 360◦ = 2π εξχεπτ
ωηερε χλαριτψ χαλλσ φορ υσε οφ τηε δεσιγνατιον ραδιαν. Ωε ωιλλ σεε τηε
ποωερ οφ τηισ ρελατιονσηιπ ιν α µοµεντ, βυτ ⇒ρστ λετ υσ οβσερϖε σοµε οφ ιτσ
χονσεθυενχεσ. Ωε χαν, φορ εξαµπλε, διϖιδε εαχη σιδε οφ τηε εθυατιον βψ 4
το γιϖε υσ 90◦ = π/2 ορ βψ 6 το αρριϖε ατ 60◦ = π/3 ανδ σο ον. Ανοτηερ
ιµπορταντ ρελατιον ισ οβταινεδ ωηεν ωε διϖιδε τηατ οριγιναλ εθυατιον βψ

2π . Τηατ γιϖεσ υσ 180
◦

π
= 1. Χαρρψινγ ουτ τηατ διϖισιον ον τηε λεφτ σιδε

τελλσ υσ τηατ αβουτ 57.3◦ = 1. Τηατ τηισ ισ θυιτε ρεασοναβλε ισ σηοων βψ
Φιγυρε 8.6.

Ιν Φιγυρε 8.6, νοτιχε τηατ Α ισ σλιγητλψ λεσσ τηαν τηε 60◦ ανγλε οφ
τηε δοττεδ εθυιλατεραλ τριανγλε, ωηιχη φυρτηερ ϕυστι⇒εσ ουρ χαλχυλατιον οφ
1 ραδιαν ≈ 57.3◦.

1

1

1

1

Φιγυρε 8.6

4Ιφ ωε ωιση το ασσιγν α υνιτ οφ λενγτη το ειτηερ τηε ραδιυσ ορ τηε αρχ, τηεν τηατ σαµε υνιτ

µυστ βε ασσιγνεδ το βοτη. Τηυσ α ραδιυσ οφ 1 χµ ωουλδ ηαϖε α 90◦ αρχ λενγτη οφ π /2 χµ.

Ον τηε οτηερ ηανδ, ωε χαννοτ δο τηατ ωιτη τηε εθυατιον 90◦ = 2π : (90◦
) χµ = 2π χµ ισ

µεανινγλεσσ βεχαυσε 90◦ χµ χαρριεσ νο υσεφυλ µεανινγ.
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r

A

s

r

Φιγυρε 8.7 Α σεχτορ.

Αλτερνατιϖελψ, ωε χαν αλσο διϖιδε εαχη σιδε οφ ουρ οριγιναλ εθυατιον
360◦ = 2π , βψ 360 το γιϖε υσ 1◦ = π/180. Τηεσε τωο εθυατιονσ συγγεστ
τηε µεανσ οφ χονϖερτινγ δεγρεεσ το ραδιανσ ανδ ϖιχε ϖερσα. Ιφ ουρ δεγρεε
µεασυρε ισ D ανδ ραδιαν µεασυρε ισ R, ωε ηαϖε: D ∗ π/180◦ = R ανδ
R ∗ 180◦

/π = D, ορ βοτη ρελατιονσηιπσ µαψ βε χοµβινεδ ιν τηε σινγλε
προπορτιον:

D

R
=

180◦

π

Βεωαρε, ηοωεϖερ�τηε εθυιϖαλενχε οφ 360◦ ωιτη 2π ραδιανσ ισ ονλψ ον
τηε υνιτ χιρχλε ανδ τηατ ασσοχιατιον δοεσ νοτ εξτενδ το χιρχλεσ ωιτη οτηερ
ραδιι. Ον τηε σεχτορ οφ Φιγυρε 8.7, φορ εξαµπλε, ιτ ισ στραιγητφορωαρδ το
δεµονστρατε τηρουγη σιµιλαριτψ τηατ s, τηε λενγτη οφ τηε αρχ ιντερχεπτεδ βψ
τηε ανγλε A ον α χιρχλε ωιτη ραδιυσ r , µαψ βε χαλχυλατεδ βψ τηε φορµυλα
s = (A/360◦

)2πr = πrA/180◦, ιφ A ισ γιϖεν ιν δεγρεεσ. Μορε σιµπλψ, ιφ
A ισ ιν ραδιανσ, ιτ ισ s = rA. Σιµιλαρλψ, τηε αρεα S οφ τηατ σεχτορ ιν ραδιανσ
ισ S = Ar2/2. Τηεσε τωο φορµυλασ αρε ιµπορταντ το ενγινεερινγ ανδ οτηερ
αππλιχατιονσ.

Νοω ωηψ αλλ τηε φυσσ? Τηισ ισ, οφ χουρσε, τηε χρυξ οφ τηε µαττερ. Ωε
ωουλδ νοτ ωαντ το χονϖερτ το ραδιανσ υνλεσσ ιτ ρεπαψσ υσ ιν σοµε ωαψ.
Ανδ, ινδεεδ, ιτ δοεσ προϖιδε α παψοφφ. Ιφ ωε ωιση το περφορµ χαλχυλατιονσ
ορ εξπλορε ρελατιονσηιπσ, ωε δον�τ ωαντ το βασε ουρ αχτιϖιτιεσ ον διφφερινγ
υνιτσ. Χονσιδερ τηισ ιν α ρατηερ σιµπλιστιχ χοντεξτ. Συπποσε τηατ ωε ωιση το
κνοω τηε αρεα οφ α ρεχτανγυλαρ πατη 42 χµ ωιδε ανδ 9.6 µ λονγ. Ιτ ωουλδ
νοτ βε υσεφυλ το ρεχαλλ τηε ρεχτανγλε αρεα φορµυλα, A = lw, ανδ χαλχυλατε
9.6 ∗ 42 το χλαιµ τηατ ουρ ανσωερ ισ αβουτ 400. Ινστεαδ, ωε ωουλδ ωιση το
υσε χοµµον υνιτσ, ειτηερ χεντιµετερσ ορ µορε λικελψ ιν τηισ χασε, µετερσ.
Τηε αρεα ιν µετερσ ωουλδ βε 9.6 ∗ .42 ≈ 4.0 σθυαρε µετερσ (µ2).

Τηισ σεεµινγ διγρεσσιον ισ ιµπορταντ ιν ρελατιον το τηε χοσινε προγραµ
τηατ ωε σεεκ το υνδερστανδ. Ασ ψου ωιλλ σοον σεε, ραδιανσ πλαψ αν ιµπορταντ
ρολε ιν τηατ προγραµ.
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Φιγυρε 8.8 Τηε γραπη οφ Y = χοσX
◦.

ΤΗΕ ΓΡΑΠΗ ΟΦ ΧΟΣΙΝΕ

Αν αµυσινγ εξαµπλε οφ τηε προβλεµσ ασσοχιατεδ ωιτη τηε υσε οφ δεγρεεσ ιν
εθυατιονσ ινϖολϖινγ χιρχυλαρ φυνχτιονσ ρεσυλτσ ωηεν ινεξπεριενχεδ υσερσ οφ
γραπηιχ χαλχυλατορσ αττεµπτ το πλοτ τηε γραπη οφ χοσ x. Τηεψ αρε συρπρισεδ
ωηεν τηεψ εντερ τηισ φυνχτιον ανδ πρεσσ τηε ΓΡΑΠΗ κεψ. Ωηατ τηεψ οβταιν
λοοκσ µορε λικε τηε γραπη οφ Y = 1 τηαν τηε φαµιλιαρ ωαϖε οφ τηε χοσινε.
(Ιφ ψου ηαϖε α γραπηινγ χαλχυλατορ ηανδψ, ψου µιγητ ωιση το χον⇒ρµ τηισ
φορ ψουρσελφ.)

Τηε αστονισηινγ ρεσυλτ σηοων ιν Φιγυρε 8.8 ισ δυε το τηε φαχτ τηατ τηεψ
(ορ ψου, περηαπσ) ηαϖε σετ υπ τηε χαλχυλατορ ιν Degree µοδε ανδ ηαϖε
σετ τηε ρανγε οφ τηε x αξισ το α σµαλλ νυµβερ οφ υνιτσ. Ασ α ρεσυλτ, τηε
χαλχυλατορ πλοτσ ϖαλυεσ οφ χοσινε φορ ανγλεσ ϖερψ νεαρ 0◦. Ιφ ψου λοοκ βαχκ
ατ τηε ταβλε οφ τριγονοµετριχ ϖαλυεσ ιν Χηαπτερ 1, ψου ωιλλ σεε τηατ τηε
ϖαλυεσ οφ χοσινε φορ σµαλλ ανγλεσ αρε αλλ ϖερψ νεαρ ονε.

Ασ σοον ασ ψου χηανγε τηε µοδε οφ τηε χαλχυλατορ το Radian, τηε γραπη
ωιλλ τακε ιτσ αππροπριατε σηαπε ασ, σηοων ιν Φιγυρε 8.9.

ΤΗΕ ΧΟΣΙΝΕ ΠΡΟΓΡΑΜ

Ονε λινε οφ τηε χοσινε προγραµ ωιτη ωηιχη τηισ χηαπτερ βεγαν ισ νεχεσσαρψ
ονλψ ιφ ψου εντερ α ϖαλυε οφ X ιν δεγρεεσ. Ιτ ισ τηε λινε X*π/180→X.

Τηατ προγραµ λινε χονϖερτσ αν ανγλε X ιν δεγρεεσ το ανγλε X ιν ραδιανσ.
Ιφ ψου εντερ αν ανγλε ιν ραδιανσ, τηατ ωορκ ισ αλρεαδψ δονε ανδ τηε λινε
ωουλδ, ιν φαχτ, χρεατε αν ερρορ. Ηερε, τηεν, ισ τηε εϖεν σιµπλερ προγραµ
φορ χαλχυλατιον οφ χοσινε R ωηεν R ισ εντερεδ ιν ραδιανσ:
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Φιγυρε 8.9 Τηε γραπη οφ Y = χοσ X ωιτη X ιν ραδιανσ.

PROGRAM:COSRAD

: Prompt R

: R*R/4294967296→R

: For (I,1,16)

: S(4−S)→S

: End (For)

: Disp 1−S/2

Τωο οτηερ λινεσ οφ τηε χοσινε προγραµ αρε χεντραλ το τηε χαλχυλατορ χαλχυ−
λατιον οφ χοσινε. Τηεψ αρε S(4−S)→S ανδ Disp 1−S/2. Ονχε ψου σεε
ωηατ τηοσε τωο στεπσ αρε δοινγ, ψου σηουλδ υνδερστανδ τηε προγραµ.

Χονσιδερ τηε σεχονδ οφ τηοσε προγραµ λινεσ ⇒ρστ.
Ον υνιτ χιρχλε O ωιτη διαµετερ ΑΒ ασ σηοων ον Φιγυρε 8.10, ανγλε X

ορ ανγλε ΑΟΧ ηασ ιτσ εθυιϖαλεντ αρχ X ορ αρχ ΑΧ. Τηε χοορδινατεσ οφ ποιντ
C αρε τηεν (χοσX, σιν X). Χ∆ ισ δραων περπενδιχυλαρ το τηε διαµετερ ΑΒ

το φορµ τριανγλε ΑΧ∆, ανδ ραδιυσ ΟΧ ισ δραων. Ον τηε διαγραµ, χοσ X

ισ τηε ηοριζονταλ χοορδινατε οφ ποιντ C. Ιτ ισ ιµπορταντ το νοτιχε τηατ
χοσ X ισ νεγατιϖε, σινχε D ισ το τηε λεφτ οφ τηε οριγιν O. Φορ τηατ ρεασον,

1

cos X
X

(cos X, sin X )

A (1,0)

s

X

D

C

B
O

sin X

Φιγυρε 8.10



126 ΧΑΛΧΥΛΑΤΙΝΓ ΤΡΙΓΟΝΟΜΕΤΡΙΧ ΦΥΝΧΤΙΟΝΣ

−Ο∆ = χοσ X,5 ανδ Α∆ = 1 − χοσ X. Χ∆, τηε ϖερτιχαλ διστανχε το ποιντ
C, ισ σιν X.

Ωε ωαντ το ρελατε χηορδ s = AC το χοσX ον τηισ διαγραµ. Το δο
σο, ωε αππλψ τηε Πψτηαγορεαν τηεορεµ τωιχε. Ιν ριγητ τριανγλε Ο∆Χ τηε
Πψτηαγορεαν τηεορεµ τελλσ υσ τηατ

χοσ2 X + σιν2 X = 1 (Ι)

ανδ ιτ αλσο αππλιεσ το ριγητ τριανγλε Α∆Χ ωηερε ωε ηαϖε:

(1 − χοσ X)2 + σιν2 X = s2 (ΙΙ)

Ωε χαν σθυαρε 1 − χοσ X υσινγ τηε ιδεντιτψ (a − b)2 = a2 − 2ab + b2:
(1 − χοσ X)2 = 1 − 2 ∗ χοσ X + χοσ2 X. Συβστιτυτινγ τηισ ιν εθυατιον (ΙΙ)
γιϖεσ υσ

1 − 2 ∗ χοσ X + χοσ2 X + σιν2 X = s2 (ΙΙΙ)

Βυτ φροµ εθυατιον (Ι) ωε ηαϖε χοσ2 X + σιν2 X = 1, σο ωε χαν ρεπλαχε
τηεσε τερµσ ωιτη 1 ιν εθυατιον (ΙΙΙ) το οβταιν 1 − 2 ∗ χοσ X + 1 = s2,
ωηιχη µαψ βε σολϖεδ φορ χοσX βψ τηε φολλοωινγ στεπσ:

2 − 2 ∗ χοσ X = s2

2 − s2 = 2 ∗ χοσ X

1 − s2/2 = χοσ X

Ηερε ωε µακε α κεψ συβστιτυτιον. Ωε σετ s2 = S. Ωηεν ωε δο τηατ, ωε
ηαϖε 1 − S/2 = χοσ X.

Σινχε ωε βεγαν τηε προγραµ βψ εντερινγ X, ωε δισπλαψ ιτσ χοσινε ωιτη
τηατ λαστ λινε ινστρυχτιον: Disp 1−S/2.

Βε συρε ψου σεε ωηατ τηισ δεριϖατιον τελλσ υσ. Ιτ σαψσ τηατ, ιφ ωε χαν
⇒νδ τηε σθυαρε οφ τηε λενγτη, s, οφ τηατ χηορδ ΑΧ, τηατ ισ, s2 ορ S, ωε χαν
δισπλαψ τηε ϖαλυε οφ χοσX σιµπλψ ασ 1 − S/2.

Ωε αρε, οφ χουρσε, φαρ φροµ ηοµε φρεε. Ωε µυστ νοω ⇒νδ α ωαψ οφ
δετερµινινγ S, κνοωινγ X, τηε ανγλε ορ αρχ ωηοσε χοσινε ωε σεεκ. Υνφορ−
τυνατελψ τηερε ισ νο διρεχτ ωαψ οφ δοινγ τηισ ωιτηουτ αππλψινγ τηε ϖερψ
τριγονοµετριχ φυνχτιονσ ωε σεεκ το δετερµινε. Ωε ωιλλ ινστεαδ ⇒νδ α ωαψ
το αππροξιµατε τηισ ρελατιονσηιπ.

5Τηισ ισ αν ιµπορταντ ποιντ. Ο∆ ρεπρεσεντσ α σεγµεντ ανδ α σεγµεντ λενγτη ισ αλωαψσ α

ποσιτιϖε νυµβερ. (Ψου ωουλδν�τ σαψ τηατ τηε σιδε οφ α τριανγλε ισ −3, φορ εξαµπλε.) Βυτ

ηερε τηε χοσινε ισ µεασυρεδ το τηε λεφτ οφ τηε οριγιν ον τηε x αξισ ανδ ισ τηερεφορε νεγατιϖε.

Τηατ ισ ωηψ ωε µυστ σαψ χοσ x = −Ο∆.
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A(1,0)

s

X

C

Φιγυρε 8.11

h

H

X/2

O

A(1,0)

s

X/2

C

Φιγυρε 8.12

Φιγυρε 8.11 ρεπρεσεντσ τηε σαµε υνιτ χιρχλε ασ τηε πρεϖιουσ διαγραµσ,
βυτ ηερε ωε φοχυσ ον s = AC ανδ αρχ X, ελιµινατινγ τηε οτηερ λινεσ ανδ
λαβελσ οφ τηατ εαρλιερ διαγραµ.

Νοω ωε βισεχτ αρχ X, λαβελινγ ιτσ µιδποιντ H ανδ εαχη ηαλφ X/2. Ωε
αλσο δραω χηορδ ΑΗ οφ λενγτη h, το προδυχε Φιγυρε 8.12.

Ωε νεξτ αδδ τωο σεγµεντσ το τηε διαγραµ, διαµετερ Ηϑ ανδ χηορδ Αϑ

το οβταιν Φιγυρε 8.13.
Νοω µορε γεοµετρψ τηεορεµσ χοµε ιντο πλαψ. Τηε ⇒ρστ ισ α ρεσυλτ οφ

τηε σψµµετρψ οφ τηε χιρχλε. Βεχαυσε τηατ διαµετερ Ηϑ ισ δραων φροµ τηε
µιδποιντ οφ αρχ ΑΧ, ιτ αλσο βισεχτσ χηορδ ΑΧ ανδ ισ περπενδιχυλαρ το τηατ
χηορδ. Τηυσ ωε ηαϖε M τηε µιδποιντ οφ ΑΧ, ωιτη ΧΜ ανδ ΑΜ βοτη εθυαλ
το s/2. ΑΜ ισ αλσο περπενδιχυλαρ το Ηϑ.

Ανοτηερ τηεορεµ τελλσ υσ τηατ ανψ ανγλε ινσχριβεδ ιν α σεµιχιρχλε ισ α
ριγητ ανγλε. Ιν Φιγυρε 8.14, φορ εξαµπλε, τηε ανγλεσ ατ P , Q, ανδ R αρε
αλλ ριγητ ανγλεσ.
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s/2

J

H

h
M

X/2

O
A(1,0)

s/2

X/2

C

Φιγυρε 8.13

O

R

Q

P

BA

Φιγυρε 8.14

Ιν ουρ χασε τηισ µεανσ τηατ ανγλε ϑΑΗ ισ α ριγητ ανγλε ανδ ιν ριγητ
τριανγλε ϑΑΗ ωε χαν αππλψ τηε Πψτηαγορεαν τηεορεµ το γιϖε υσ Ηϑ2 =
ΗΑ2 + Αϑ2.

Τηε λενγτη οφ διαµετερ Ηϑ ισ 2 σινχε ωε αρε ωορκινγ ιν α υνιτ χιρχλε.
Συβστιτυτινγ φορ Ηϑ ανδ ΗΑ τηεν, ωε ηαϖε 22 = h2 + Αϑ2. Σολϖινγ τηισ

φορ Αϑ, ωε ηαϖε Αϑ =
√

4 − h2. Τηισ γιϖεσ υσ Φιγυρε 8.15.
Ωε φοχυσ ουρ αττεντιον ον τριανγλε ΗΑϑ ωηιχη ισ εξτραχτεδ το γιϖε

Φιγυρε 8.16.
Νοω ωε νεεδ ονλψ ρεχαλλ τηε αρεα φορµυλα φορ ανψ τριανγλε: αρεα = 1

2
∗

βασε ∗ ηειγητ. Ον τηισ τριανγλε ωε χαν υσε Ηϑ ασ βασε ανδ ΑΜ ασ ηειγητ
το γιϖε υσ

Αρεα =
1

2
∗ 2 ∗

s

2
=

s

2

Ωε χαν αλσο υσε Αϑ ασ βασε ανδ ΑΗ ασ ηειγητ το γιϖε υσ

Αρεα =
1

2
∗ h ∗

√

4 − h2
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s/2

J

H

h
M

X/2

O
A(1,0)

s/2

X/2

C

4 − h2

Φιγυρε 8.15

2
s/2

J

H

h
M

A (1,0)

4 − h2√

Φιγυρε 8.16

Νοω, χλεαρλψ, σινχε τηεσε τωο αρεα ρεσυλτσ αρε φορ τηε σαµε τριανγλε,

τηεψ αρε εθυαλ. Τηατ µεανσ τηατ s
2

= 1
2
h
√

4 − h2 ορ s = h
√

4 − h2.
Τηατ ωασ α ρατηερ στιφφ αργυµεντ, βυτ ωε νοω ηαϖε αν ιµπορταντ ρελα−

τιονσηιπ τηατ ωιλλ βε α κεψ το ουρ χαλχυλατιον. Ιν ορδερ το αϖοιδ δεαλινγ
ωιτη τηατ σθυαρε ροοτ, ωε χαν σθυαρε βοτη σιδεσ οφ τηε εθυατιον το γιϖε υσ
s2 = h2(4 − h2).

Ωε βεγαν τηισ δεϖελοπµεντ βψ σεττινγ h ασ τηε χηορδ οφ ηαλφ τηε αρχ
οφ χηορδ s. Τηισ φορµυλα, ηοωεϖερ, τελλσ υσ ηοω το γο φροµ τηε σµαλλερ
χηορδ το τηε λαργερ, σο ιτ ισ α φορµυλα φορ τηε ινχρεασε ιν χηορδ λενγτη ασ
αρχ λενγτησ αρε δουβλεδ. Ωηεν ωε δουβλε τηε λενγτη οφ αν αρχ, ωε χαν ⇒νδ
τηε λενγτη οφ τηε χηορδ οφ τηε νεω αρχ s βψ συβστιτυτινγ τηε λενγτη οφ τηε
σηορτερ αρχ h ιν τηισ φορµυλα. Ωε ωιλλ µακε υσε οφ τηισ ρελατιονσηιπ σηορτλψ.

Βυτ ⇒ρστ ωε µυστ ρετυρν το τηατ οριγιναλ διαγραµ ον ωηιχη ωε ηαϖε τηε
µεανσ το οβταιν ουρ χοσX ιφ ωε κνοω s ορ ιτσ σθυαρε, S. Βυτ ωε δον�τ
κνοω τηε χηορδ s; ινστεαδ αλλ ωε κνοω ισ X, τηε λενγτη οφ τηε αρχ ΑΧ.
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1

cos X
X

(cos X,sin X )

A (1,0)

s

X

D

C

B
O

sin X

Φιγυρε 8.17 χοσ X = 1 − s2/2.

h

X

X/8

X/4

O
(1,0)

s

X/2

Φιγυρε 8.18

Ωε ηαϖε ϕυστ γονε το α γρεατ δεαλ οφ τρουβλε το σηοω ηοω το οβταιν τηε
χηορδ οφ αν αρχ φροµ τηε χηορδ οφ αν αρχ ηαλφ ασ λονγ (σεε Φιγυρε 8.17).
Ωε αππλψ τηισ προχεδυρε µανψ τιµεσ ασ ον Φιγυρε 8.18. Ον τηισ διαγραµ
τηε αρχ λενγτησ αρε πλαχεδ ατ τηε ενδσ οφ τηε αρχσ.

Ωε κνοω νοω ηοω το γετ φροµ τηε χηορδ φορ τηε αρχ οφ λενγτη X/2
(h ον τηε διαγραµ) το τηε χηορδ οφ λενγτη X (s ον τηε διαγραµ). Βυτ ωε
χουλδ υσε τηισ σαµε προχεδυρε το γο φροµ X/4 το X/2, φροµ X/8 το X/4,
ανδ σο ον.

Το σεε ωηψ ωε ωαντ το δο τηισ, νοτε ηοω τηε λενγτησ οφ τηε χηορδσ αρε
αππροαχηινγ χλοσερ ανδ χλοσερ τηε λενγτησ οφ τηειρ ασσοχιατεδ αρχσ. Ον τηε
διαγραµ ιτ ισ αλρεαδψ διφ⇒χυλτ το σεε τηε διφφερενχε ωηεν ωε ηαϖε ηαλϖεδ
τηε αρχ ονλψ τηρεε τιµεσ. Αλτηουγη τηε χηορδ ωιλλ νεϖερ εθυαλ ιτσ αρχ, ωε
ωιλλ µακε ιτ ασ σµαλλ ασ ποσσιβλε ανδ τηεν χονσιδερ τηεµ χλοσε ενουγη το
βε χονσιδερεδ εθυαλ.

ϑυστ ηοω σµαλλ σηουλδ ωε γετ? Τηε ανσωερ το τηισ θυεστιον ισ δετερµινεδ
βψ τηε νυµβερ οφ διγιτσ οφ αχχυραχψ ψουρ χαλχυλατορ ορ χοµπυτερ µαναγεσ.
Ιν τηε χασε οφ χαλχυλατορσ δισπλαψινγ 10−διγιτ αχχυραχψ, ωε χαν γετ ϖερψ
σµαλλ, ινδεεδ. Ιν φαχτ, ωε χαν τακε ηαλφ οφ τηε αρχ 16 τιµεσ, σο τηατ ωε
ηαϖε αν αρχ οφ λενγτη X/216 = X/65536 βεφορε ωε µακε τηισ εξχηανγε.

Ωε χαν σηορτεν ουρ ωορκ βψ δεαλινγ ωιτη τηε σθυαρεσ οφ τηε χηορδ
λενγτησ ατ εαχη στεπ. Ρεχαλλ ιν τηισ ρεγαρδ τηατ ωε φουνδ ουρ ρελατιονσηιπ
το βε σιµπλερ ωηεν ωε υσεδ σθυαρεσ ιν τηε εθυατιον s2 = h2(4 − h2).
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Ωε σταρτ, τηεν, ωιτη τηε σθυαρε οφ τηατ τινψ χηορδ X/65536. Τηατ ισ
X2/4294967296. Ανδ τηατ ισ τηε σουρχε οφ τηατ στρανγε προγραµ λινε:
X∗X/4294967296→S.

Νοτιχε τηατ ωε ηαϖε στορεδ τηισ ϖαλυε ιν S. Τηισ ισ νοτ, οφ χουρσε, τηε
S τηατ, ωε ωιλλ υσε ιν ουρ ⇒ναλ προγραµ στεπ. Ινστεαδ, ιτ ισ τηε σθυαρε οφ
τηισ ϖερψ σµαλλ χηορδ. Ωε ωιλλ υσε S φορ h2 ασ ωελλ ασ σ2.

Τηισ µεανσ τηατ ωε χαν τακε τηατ φορµυλα, s2 = h2(4 − h2), χονϖερτ ιτ
το αν αλγοριτηµ στεπ

h2(4 − h2) → s2 (Ι)

ανδ λετ S πλαψ τηε ρολεσ οφ βοτη h2 ανδ s2. Τηισ λεαδσ υσ ⇒ναλλψ το τηατ
προγραµ λινε: S(4−S)→S.

Ωηατ ωε µυστ δο νοω ισ αππλψ τηισ προχεσσ φορ ⇒νδινγ τηε νεω S ασ
ωε δουβλε τηε χηορδ λενγτη 16 τιµεσ, ⇒ναλλψ

X

216
→

X

215
→

X

214
→ · · · →

X

22
→

X

2
→ X

ορ ασ ωε χαλχυλατε ατ εαχη στεπ

S → νεω S → νεω S → · · · → νεω S → νεω S → νεω S

ενδινγ υπ ωιτη τηε S χορρεσπονδινγ το τηε σθυαρε οφ τηε φυλλ αρχ λενγτη
X. Το δο τηισ, ωε υσε τηε For λοοπ:

For (I,1,16)

S(4−S)→S

End (For)

ΡΕΧΑΠΙΤΥΛΑΤΙΟΝ

Το σεε ηοω τηισ αλλ χοµεσ τογετηερ, ωε ωιλλ γο τηρουγη τηε προγραµ
COSDEG στεπ βψ στεπ.

: Prompt X

: X∗π/180→X

: X∗X/4294967296→S

Εντερ ανγλε X
◦.

Τηισ λινε χονϖερτσ X
◦ το ραδιαν µεασυρε.

Τηισ λινε αχχοµπλισηεσ φουρ τηινγσ. Ιτ:
(1) διϖιδεσ τηε αρχ X βψ 216 (ορ 65536),
(2) ασσιγνσ τηατ αρχ λενγτη το τηε

χορρεσπονδινγ χηορδ λενγτη,
(3) σθυαρεσ τηε ρεσυλτ (X/65536)2 =

X ∗ X/4294967296, ανδ
(4) ασσιγνσ τηισ σθυαρεδ ϖαλυε το S.
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Ιτ ισ αλσο ιν τηισ (τηιρδ ανδ λαστ) λινε τηατ τηε ϕυµπ φροµ τηατ σηορτ αρχ το
ιτσ ασσοχιατεδ σηορτ χηορδ ισ αχχοµπλισηεδ.

: For ( Ι, 1, 16)

: S(4−S)→S

: End (For)

Τηεσε τηρεε λινεσ αππλψ τηε φορµυλα h2(4 − h2) → s2, 16 τιµεσ ωιτη S

αλτερνατελψ πλαψινγ τηε ρολε οφ βοτη h2 ανδ s2. Ρεχαλλ τηατ ιν τηε στεπ βεφορε
τηισ λοοπ, S ωασ αλρεαδψ τηε σθυαρε οφ τηατ χηορδ οφ λενγτη X/65536. Ωηεν
τηε λοοπ ισ ενδεδ, τηε S ισ τηε σθυαρε οφ τηε χηορδ φορ τηε αρχ X:

: Disp 1−S/2

Φιναλλψ ωε αππλψ τηατ φορµυλα 1 − s2 = χοσ x το δισπλαψ τηε ϖαλυε ωε σεεκ.

ΤΡΑΧΙΝΓ ΤΗΕ ΧΟΣΙΝΕ ΠΡΟΓΡΑΜ

Ι ηαϖε µαδε µυχη ιν Χηαπτερ 1 ανδ ιν τηισ χηαπτερ οφ τηε βρεϖιτψ οφ τηε
προγραµ φορ χαλχυλατινγ τηε χοσινε οφ αν ανγλε εξπρεσσεδ ιν δεγρεεσ. Ιτ ισ
υσεφυλ, ηοωεϖερ, το σεε ηοω µυχη χαλχυλατιον γοεσ ον ασ τηοσε φεω λινεσ
αρε προχεσσεδ.

Συπποσε, φορ εξαµπλε, τηατ ωε σεεκ χοσ 128◦. Ωηεν ωε εντερ τηε σεϖεν
προγραµ λινεσ ιν ουρ χαλχυλατορ ορ χοµπυτερ ανδ ρυν τηε προγραµ, ιτ σιµπλψ
χαρριεσ ουτ ιτσ ρεσπονσιβιλιτιεσ ανδ πριντσ τηε ρεσυλτ: −.6156614754. Ωηατ
ωε ωιλλ εξαµινε ιν τηισ σεχτιον αρε τηε ιντερµεδιατε στεπσ ιν τηατ χαλ−
χυλατιον. Ηερε ισ τηε χοσινε προγραµ µοδι⇒εδ το δισπλαψ ιντερµεδιατε
ϖαλυεσ.

PROGRAM:COSXDISP

: Prompt X

: X*π/180→X

: Disp X

: Pause

: X*X/4294967296→S

: Disp S

: Pause

: For (I,1,16)

: S(4−S)→S

: Disp S

: Pause

: End

: Disp 1−S/2]
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Τηε Prompt X χοµµανδ δισπλαψσ ον τηε σχρεεν X=? ανδ ωε ωουλδ τψπε
127 ΕΝΤΕΡ. Τηισ σετσ X = 128.

Τηε νεξτ προγραµ λινε, X∗π/180→X, τακεσ τηε χυρρεντ ϖαλυε οφ X (ιν
τηισ χασε 128), µυλτιπλιεσ ιτ βψ π , διϖιδεσ τηε ρεσυλτ βψ 180, ανδ στορεσ τηε
ρεσυλτ βαχκ ιν X (ιν πλαχε οφ τηε 128). Ασ α ρεσυλτ, νοω X = 2.234021443.

Ιν τηε νεξτ στεπ, X∗X/4294967296→S, τηισ ϖαλυε οφ X ισ µυλτιπλιεδ
βψ ιτσελφ, τηε ρεσυλτ διϖιδεδ βψ 4294967296, ανδ τηε θυοτιεντ στορεδ ιν S.
Φορ ουρ εξαµπλε, τηε ρεσυλτ οφ τηισ χαλχυλατιον ισ. 000000001162023238,
οβϖιουσλψ α ϖερψ σµαλλ νυµβερ. (Ιφ ψου αδαπτ τηε προγραµ το πριντ
ιντερµεδιατε ϖαλυεσ, τηισ ωουλδ βε δισπλαψεδ ιν σχιεντι⇒χ νοτατιον, ασ
1.162023238Ε−9.) Ιν ανψ χασε ωε νοω ηαϖε (συππρεσσινγ ανψ ηιδδεν
διγιτσ) S = .000000001162023238.

Τηισ ϖαλυε οφ S ισ τακεν ιντο τηατ For λοοπ ανδ ρυν τηρουγη τηε στεπ
S(4−S)→S 16 τιµεσ. Ηερε αρε τηε στεπ−βψ−στεπ ρεσυλτσ δισπλαψινγ τηε
δεχιµαλ ϖαλυεσ. Τηε ϖαλυεσ σηοω ηοω τηε σθυαρε οφ τηε χηορδ λενγτη
ινχρεασεσ εαχη τιµε τηε αρχ λενγτη ισ δουβλεδ:

Στεπ ∆εχιµαλ ςαλυε

1 .000000004648092952
2 .00000001859237179
3 .0000000743694868
4 .0000002974779417
5 .000001189911678
6 .000004759645297
7 .00001903855853
8 .00007615387166
9 .0003046096872

10 .001218346
11 .0048718995
12 .0194638625
13 .0774766081
14 .3039038077
15 1.123257707
16 3.231322951

Τηατ ισ θυιτε α βιτ οφ ωορκ φορ τηρεε λινεσ οφ προγραµ. Ονχε αγαιν ψου
σηουλδ σεε τηε ιµπορτανχε οφ χαλχυλατινγ σπεεδ ανδ τηε ποωερ οφ For

λοοπσ.
Φιναλλψ, ιν τηατ λαστ λινε, Disp 1−S/2, τηε αριτηµετιχ γιϖεσ υσ τηε

δισπλαψεδ ϖαλυε φορ χοσ 128◦:

−.6156614754
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Σο ωε σεε ονχε αγαιν τηατ µυχη γοεσ ον ινσιδε ψουρ χαλχυλατορ ωηεν ψου
ρυν α προγραµ.6 Ι δουβτ τηατ ανψ ρεαδερ ωουλδ ενϕοψ χαρρψινγ ουτ τηισ σεριεσ
οφ χοµπυτατιονσ ον α νονπρογραµµαβλε χαλχυλατορ, το σαψ νοτηινγ οφ τρψινγ
το δο τηισ αριτηµετιχ βψ ηανδ, εϖεν τηουγη νο στεπ ινϖολϖεσ αριτηµετιχ
βεψονδ συβτραχτιον, µυλτιπλιχατιον, ανδ διϖισιον. Ηερε, φορ εξαµπλε, ισ τηε
αριτηµετιχ ψου ωουλδ ηαϖε το περφορµ ϕυστ το χονϖερτ φροµ δεγρεεσ το
ραδιανσ: 128 ∗ 3.1415926535898/180.

ΑΝ ΑΣΙ∆Ε ΑΒΟΥΤ ΤΗΕ ΧΟΣΙΝΕ ΧΑΛΧΥΛΑΤΙΟΝ

Ι χονσιδερ τηισ χοσινε προγραµ α φαϖοριτε φορ α νυµβερ οφ ρεασονσ:

1. Ιτ ισ βριεφ ανδ φορ τηατ ρεασον αλονε θυιτε ελεγαντ.

2. Ιτ χαλχυλατεσ α σιγνι⇒χαντ ρεσυλτ τηατ εαρλιερ βυτ ωιτηιν µψ λιφετιµε
χουλδ νοτ βε δονε.7

3. Τηε ρατιοναλε φορ τηε προγραµ δεριϖεσ φροµ ελεµενταρψ γεοµετρψ
ανδ φεω οφ υσ εϖερ σεε γεοµετρψ υσεδ ιν τωο συχη περφεχτ σεττινγσ.

4. Τηε προγραµ µακεσ υσε οφ α θυιτε ρεµαρκαβλε βυτ ρεασοναβλε τριχκ:
τηε σωιτχη φροµ αρχ το χηορδ φορ ϖερψ σηορτ αρχσ.

Τηε βεστ ωαψ φορ ανψονε το γαιν φυλλ υνδερστανδινγ οφ α λενγτηψ δεϖελ−
οπµεντ λικε τηατ οφ τηισ χηαπτερ ισ το ρεπεατ τηε δεριϖατιον ιν α διφφερεντ
σεττινγ. Τηε προγραµ ωασ δεϖελοπεδ ηερε φορ α σεχονδ θυαδραντ ανγλε.
Ψου µιγητ τρψ το γο τηρουγη τηε δεριϖατιον φορ αν αχυτε ανγλε.

Φιναλλψ, Ι µυστ ρεµινδ ψου οφ α ποιντ µαδε βαχκ ιν Χηαπτερ 1. Προ−
γραµµινγ σπεεδ ισ ϖερψ ιµπορταντ το προγραµµερσ ανδ τηισ προγραµ, φαστ
ασ ιτ ισ, ισ στιλλ νοτ φαστ ενουγη φορ προφεσσιοναλσ. Τηεψ χαλχυλατε τηε τριγ
φυνχτιονσ βψ α θυιτε διφφερεντ µεανσ τηατ ισ τηε συβϕεχτ οφ τηε νεξτ χηαπτερ.

Α ΠΡΟΓΡΑΜ ΤΟ ΧΑΛΧΥΛΑΤΕ ΑΡΧΧΟΣΙΝΕ

Τηε προγραµ τηατ ωε ηαϖε δεϖελοπεδ ωιλλ προδυχε y φροµ α γιϖεν x ιν τηε
εθυατιον y = χοσ x. Ωε χονχλυδε τηισ χηαπτερ βψ αδδρεσσινγ τηε προβλεµ
οφ προδυχινγ x φροµ συχη αν εθυατιον, γιϖεν y. Τηισ ισ τηε ινϖερσε οφ

6Ωε ωιλλ σεε τηατ τηε ΧΟΡ∆ΙΧ προγραµ τηατ χαρριεσ ουτ τηεσε χαλχυλατιονσ ισ εθυαλλψ

χοµπλεξ. Ωε ωιλλ µεετ ιτ ιν τηε νεξτ χηαπτερ.
7Ι αµ πρεπαρεδ το ηεδγε ηερε ονλψ σλιγητλψ. Ιτ ισ ωιτηιν τηε ρεαλµ οφ ποσσιβιλιτψ τηατ

ινδιϖιδυαλ ρεσυλτσ χουλδ βε οβταινεδ τηρουγη δαψσ οφ ηανδ χαλχυλατινγ δρυδγερψ. Ιν φαχτ,

εξαχτλψ τηατ κινδ οφ δρυδγερψ τοοκ υπ µοστ οφ τηε ωακινγ ηουρσ οφ σχιεντιστσ λικε ϑοηαννεσ

Κεπλερ. Τηατ τηεψ ⇒ναλλψ αχχοµπλισηεδ ρεσυλτσ ασ αχχυρατε ασ τηοσε ωε αρε αβλε το οβταιν

ιν σεχονδσ Ι βελιεϖε ρεµαινσ α ρεµαρκαβλε αχηιεϖεµεντ.
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C

B

A

5

4

3

Φιγυρε 8.19

τηε φυνχτιον χοσινε, ϕυστ ασ τηε σθυαρε ροοτ φυνχτιον ισ τηε ινϖερσε οφ τηε
φυνχτιον σθυαρινγ.

Τηισ ινϖερσε φυνχτιον ισ δεσιγνατεδ χοσ−1 ορ αρχχοσ.8 Ιτ ισ ωιδελψ υσεδ ιν
µατηεµατιχσ, βυτ α σιµπλε εξαµπλε ωιλλ σηοω αν ελεµενταρψ αππλιχατιον.

Συπποσε τηατ ψου ωαντ το κνοω τηε σµαλλεστ ανγλε οφ τηε 3�4�5 ριγητ
τριανγλε οφ Φιγυρε 8.19.

Ωε κνοω τηατ χοσA = 4/5, ωηιχη ισ εθυιϖαλεντ ηερε το A =
χοσ−1(4/5).

Α προγραµ τηατ ωιλλ χαλχυλατε αρχχοσινε ωιλλ ρεϖερσε τηε προχεσσ οφ ουρ
προγραµ το χαλχυλατε χοσινε. Ηερε ιτ ισ:

PROGRAM:ACOSDEG

: Prompt X

: 2(1−X)→S

: For (I,1,16)

: S/(2+
√

(4−S))→S

: End (For)

: 4294967296*S→T

:
√

(T)→R

: 180*R/π→D

: Disp D

Το χοµπαρε τηε τωο προγραµσ, Ι ωιλλ πλαχε τηε χορρεσπονδινγ λινεσ σιδε βψ
σιδε ανδ χονσιδερ τηεµ σεπαρατελψ. Νοτε τηατ ιν τηεσε παιρινγσ τηε αρχχοσινε
σεγµεντσ αρε γιϖεν ιν ρεϖερσε ορδερ.

PROGRAM:COSDEG PROGRAM:ACOSDEG

: D*π/180→R : 180*R/π→D

8Ποσσιβλε χονφυσιον ισ χαυσεδ βψ τηε υσε οφ −1 ηερε (ανδ ελσεωηερε) το ινδιχατε τηε ινϖερσε

φυνχτιον. Ιν οτηερ σεττινγσ ιτ ρεπρεσεντσ τηε ρεχιπροχαλ, ασ ιν x−1 = 1/x. Τηε εξπρεσσιον

(χοσ x)−1 = 1/ χοσ x σηουλδ νοτ βε χονφυσεδ ωιτη χοσ−1 x, τηε ινϖερσε χοσινε.
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Τηε ⇒ρστ παιρ ρεπρεσεντ χηανγινγ δεγρεεσ το ραδιανσ ανδ ραδιανσ βαχκ το
δεγρεεσ, σινχε (D ∗ π/180) = R ισ εθυιϖαλεντ το (180 ∗ R)/π = D.

PROGRAM:COSDEG PROGRAM:ACOSDEG

: R2/4294967296→S : 4294967296*S→T

:
√

(T)→R

Τηε σαµε ισ τρυε οφ τηισ παιρ, εξχεπτ τηατ T πλαψσ αν ιντερµεδιατε ρολε.
Ινδεεδ, τηε τωο στατεµεντσ οφ τηε αρχχοσινε προγραµ χουλδ ηαϖε βεεν
χοµβινεδ ιντο ονε:9

: 65536*
√

(S)→ R

Νοτε τηατ
√

4294967296 = 65536. Αγαιν τηε λινεσ ρεπρεσεντ τηε ρεϖερσε
χονϖερσιον. Ιν τηε χοσινε προγραµ R ισ σθυαρεδ ανδ τηε ρεσυλτ διϖιδεδ βψ
τηατ λαργε νυµβερ. Ιν τηε αρχχοσινε προγραµ R ισ µυλτιπλιεδ βψ τηατ λαργε
νυµβερ ανδ τηε σθυαρε ροοτ τακεν οφ τηε ρεσυλτ:

PROGRAM:COSDEG PROGRAM:ACOSDEG

: For (I,1,16) :For (I,1,16)

: S(4−S)→ S : S/(2+
√

(4−S))→ S

: End (For) : End (For)

Τηε µοστ χοµπλεξ ρεϖερσαλ ισ ιν τηεσε For λοοπσ. Τηε αρχχοσινε προγραµ
µυστ ρεϖερσε τηε προχεσσ οφ S(4−S)→S. Το δο τηατ, ωε µυστ σολϖε τηε
εθυατιον Y = S(4 − S) φορ S. Τηισ ισ εθυιϖαλεντ το σολϖινγ τηε θυαδρατιχ
S2 − 4S + Y = 0.

Τηε θυαδρατιχ φορµυλα ωιτη a = 1, b = −4 ανδ c = Y προϖιδεσ τηε
φολλοωινγ σολυτιονσ: S = 2 ±

√
4 − Y . Ιν ορδερ το κεεπ τηε ανσωερ ωιτηιν

τηε αππροπριατε ρανγε, ωε µυστ χηοοσε τηε νεγατιϖε σιγν. Ωηεν ωε σελεχτ
τηατ ανδ ρεπλαχε Y βψ S, ωε ηαϖε τηε ινστρυχτιον 2 −

√
4 − S → S, βυτ τηισ

λινε ισ στιλλ προβλεµατιχ. Ωηεν S ισ σµαλλ, τηε ϖαλυε οφ τηε ραδιχαλ ισ νεαρλψ
4, µακινγ τηε σθυαρε ροοτ χλοσε το 2. Ωηεν τηισ, ιν τυρν, ισ συβτραχτεδ φροµ
2, τηε ρεσυλτ χαν ηαϖε ονλψ α φεω σιγνι⇒χαντ διγιτσ, λεαδινγ το ιναχχυρατε
χοµπυτατιον ρεσυλτσ.

Το αδδρεσσ τηισ προβλεµ, ωε αγαιν, ασ ιν Αππενδιξ Ρ, ρατιοναλιζε τηε
νυµερατορ ασ φολλοωσ:

2 −
√

4 − S ∗
2 +

√
4 − S

2 +
√

4 − S
=

4 − (4 − S)

2 +
√

4 − S
=

S

2 +
√

4 − S

9Τηε 4294967296 ισ ρεταινεδ σιµπλψ το σηοω τηε σαµε νυµβερ ιν τηε προγραµ.
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Βεχαυσε νοω ωε αρε αδδινγ τηε ϖαλυε οφ τηε σθυαρε ροοτ, τηε προβλεµ
οφ γεττινγ τοο νεαρ ζερο νο λονγερ αππλιεσ. Τηυσ ωε ηαϖε τηε ρεσυλτινγ
ινστρυχτιον:

S/(2+
√

(4− S)) →S

PROGRAM:COSDEG PROGRAM:ACOSDEG

: Disp 1−S/2 : 2(1−X)→S

Σετ 1 − S/2 = X ανδ σολϖε φορ S, ανδ ψου ⇒νδ τηισ ⇒ναλ εθυιϖαλενχε.
Ωηιλε τηισ προγραµ χαλχυλατεσ χοσ−1 x ιν δεγρεεσ, α σιµπλε χηανγε

χαυσεσ τηε προγραµ το δισπλαψ τηε ανσωερ ιν ραδιανσ. Ψου νεεδ ονλψ ρεπλαχε
τηε ⇒ναλ τωο λινεσ οφ τηε προγραµ ωιτη : Disp R.

Τηε εντιρε προγραµ ισ

PROGRAM:ACOSRAD

: Prompt X

: 2(1−X)→S

: For (I,1,16)

: S/(2+
√

(4−S))→S

: End (For)

: 4294967296*S→T

:
√

(T)→R

: Disp R
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Μανψ τηινγσ ηαϖε µορε τηαν διρεχτιον; Τηε µαγνιτυδε ισ αλσο α θυεστιον.
Ωιτη αχχελερατιον ορ φορχε, Ανδ µανψ µορε τηινγσ, οφ χουρσε,

Ιτ�σ ϖεχτορσ τηατ µακε τηε χοννεχτιον.

�ϑαν Γυλλβεργ

Α νοτε ατ τηε ουτσετ: Ψου ηαϖε νοω εξπλορεδ ηοω ψουρ χαλχυλατορ χαν βε
προγραµµεδ το περφορµ ϖαριουσ κεψ φυνχτιονσ. Τηισ χηαπτερ ρεαδδρεσσεσ
ονε οφ τηοσε φυνχτιονσ, χοσινε, φροµ α διφφερεντ, µορε χοµπλεξ ανδ τεχη−
νιχαλ περσπεχτιϖε. Ιν δοινγ τηισ ιτ χοµεσ χλοσε το τηε ωαψ µανψ χαλχυλατορ
φυνχτιονσ αρε προγραµµεδ βψ χοµπυτερ σχιεντιστσ. Τηισ χηαπτερ σηουλδ
σερϖε, τηεν, ασ αν ιντροδυχτιον το τηε ρεαλ ωορλδ οφ χαλχυλατορ ενγινεερινγ.
Ιν τηε προχεσσ ιτ ωιλλ προϖιδε φυρτηερ ινσιγητσ ιντο χαλχυλατορ προγραµµινγ
ανδ ιµπορταντ πρεχαλχυλυσ µατηεµατιχσ.

Ψου ηαϖε σεεν ηοω σιµπλε προγραµσ χαν χαρρψ ουτ τηε φυνχτιονσ οφ
χαλχυλατορ κεψσ. Βυτ α ρεασοναβλε θυεστιον ισ: ∆ο τηε χαλχυλατορ κεψσ ρεαλλψ
ωορκ τηε ωαψ Ι ηαϖε µοδελεδ τηεµ ιν εαρλιερ χηαπτερσ?

Αλτηουγη χαλχυλατορ χοµπανιεσ αρε οφτεν υνωιλλινγ το διϖυλγε τραδε
σεχρετσ, ψου χαν ⇒νδ ιν τεχηνιχαλ µανυαλσ σοµε παρτιαλ ανσωερσ το τηισ
θυεστιον, ανδ τηατ ανσωερ ισ, ιν τηε χασε οφ σεϖεραλ φυνχτιονσ ψου ηαϖε µετ
ηερε, θυιτε σιµπλψ �Νο�. Ωηατ ψου ηαϖε σεεν ιν τηισ βοοκ αρε στραιγητφορ−
ωαρδ ανδ ελεµενταρψ προγραµσ τηατ ωιλλ χαρρψ ουτ τηε κεψ φυνχτιονσ, µοστ
οφ τηεµ ωιτη ϖερψ γοοδ αχχυραχψ ανδ ρεασοναβλε σπεεδ, βυτ φορ εφ⇒χιενχψ
τηε προγραµσ �ηαρδωιρεδ� ιντο ψουρ χαλχυλατορ χηιπσ αρε ιν µανψ χασεσ
θυιτε διφφερεντ ανδ θυιτε α βιτ µορε χοµπλιχατεδ.

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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Ηοω, τηεν, δοεσ ψουρ χαλχυλατορ ρεαλλψ ωορκ?1

Το εϖαλυατε τριγονοµετριχ, λογαριτηµιχ, εξπονεντιαλ, ανδ οτηερ φυνχ−
τιονσ, µανψ χαλχυλατορσ εµπλοψ α σινγλε προγραµ ρεπρεσεντεδ βψ τηε
αχρονψµ ΧΟΡ∆ΙΧ φορ χοορδινατε ροτατιον διγιταλ χοµπυτερ. Ιν τηισ
χηαπτερ Ι ωιλλ ιντροδυχε τηισ αππροαχη βψ σκετχηινγ α ΧΟΡ∆ΙΧ−τψπε προ−
γραµ τηατ ωιλλ χαλχυλατε ϖαλυεσ φορ χοσινε. Το δο εϖεν τηατ ωιλλ ρεθυιρε α
ρεϖιεω οφ σοµε αδδιτιοναλ πρεχαλχυλυσ µατηεµατιχσ ανδ σοµε αδδιτιοναλ
χαλχυλατορ φεατυρεσ. Βψ τηε ενδ οφ τηισ χηαπτερ ψου σηουλδ σεε ωηψ ωε
ηαϖε υσεδ σιµπλερ αλγοριτηµσ το αχχοµπλιση τηεσε τασκσ.

ΧΟΜΠΛΕΞ ΝΥΜΒΕΡΣ

Ωε ⇒ρστ νεεδ το ρεϖιεω σοµε χονχεπτσ ασσοχιατεδ ωιτη χοµπλεξ νυµβερσ.
∆οναλδ Στοϖερ ηασ τηισ το σαψ αβουτ τηεµ ιν ηισ τεξτβοοκ, Πρεχαλχυλυσ

Προβλεµσ ανδ Προϕεχτσ:

Ιν τηειρ σεχονδ ψεαρ οφ ελεµενταρψ αλγεβρα, στυδεντσ τψπιχαλλψ ενχουντερ
χοµπλεξ νυµβερσ a + bi, ωηερε a ανδ b αρε ρεαλ νυµβερσ ανδ i ισ α σο−
χαλλεδ �ιµαγιναρψ νυµβερ� ωιτη τηε µψστεριουσ προπερτψ i2 = −1. Στυδεντσ
µαψ ⇒νδ τηισ στρανγε, εϖεν ιλλογιχαλ. Τηεψ χαν ϖισυαλιζε a ανδ b ασ λοχατιονσ
ον τηε νυµβερ λινε, ψετ i ισ νοωηερε το βε σεεν; τηεψ αρε εξπεχτεδ το αχχεπτ
τηε ιδεα οφ µυλτιπλψινγ τηισ γηοστλψ θυαντιτψ βψ b, αδδινγ τηε ρεσυλτ το a,
ανδ τακινγ τηε ωηολε τηινγ σεριουσλψ.

Α χοντριβυτινγ προβλεµ ηερε ισ τηε χηοιχε οφ τηε ωορδ �ιµαγιναρψ� το
δεσχριβε τηοσε βι νυµβερσ. Τηερε ισ α σενσε ιν ωηιχη αλλ νυµβερσ αρε ιµαγ−
ιναρψ�τηεψ ρεπρεσεντ αβστραχτ ηυµαν χονχεπτσ. Ιν τηισ ρεγαρδ χονσιδερ
ϕυστ ονε εξαµπλε: ψου ωιλλ τρψ ιν ϖαιν το ⇒νδ αν ινστανχε οφ α ρεαλ µεασυρε−
µεντ ιν τηε πηψσιχαλ ωορλδ αρουνδ υσ. Ωηψ? Βεχαυσε τηε µεασυρεµεντσ
ωε αρε λιµιτεδ το ιν ουρ ωορλδ αλλοω υσ ονλψ το µακε αππροξιµατιονσ.
Τηατ δοεσ νοτ µεαν τηατ ρεαλ νυµβερσ δο νοτ εξιστ, ηοωεϖερ. Θυιτε τηε
χοντραρψ, ρεαλ νυµβερσ αρε ανοτηερ ϖερψ ιµπορταντ µατηεµατιχαλ χονχεπτ
τηατ γιϖεσ υσ ποωερ οϖερ τηατ πηψσιχαλ ωορλδ. Ωε µαψ νοτ βε αβλε το

δισπλαψ τηεµ εξαχτλψ, βυτ ωε νεεδ νυµβερσ λικε π ανδ
√

3 το δεαλ ωιτη
εϖερψδαψ µατηεµατιχαλ προβλεµσ.

Σο, τοο, δο χοµπλεξ νυµβερσ γιϖε υσ ποωερ οϖερ ουρ ωορλδ. Βυτ φορ
ηιστοριχαλ ρεασονσ ωε αρε στυχκ ωιτη τηατ µισλεαδινγ ωορδ, �ιµαγιναρψ�.2

1Ονε ωαψ τηε κεψσ δο νοτ ωορκ ισ τηε ωαψ ψου µιγητ ηεαρ χονϕεχτυρεδ βψ α τεαχηερ οφ

χαλχυλυσ: τηεψ δο νοτ ωορκ βψ εϖαλυατινγ ποωερ σεριεσ.
2Ωηατ ωορδ ωουλδ δο βεττερ? Περηαπσ �αβστραχτ� ορ �ιδεαλ� ωουλδ δο. Οτηερ ποσσιβιλιτιεσ

µιγητ βε �ορτηογοναλ� ορ �περπενδιχυλαρ� νυµβερσ τηατ ωουλδ ⇒τ τηε Αργανδ διαγραµ

δισχυσσιον το φολλοω. Αλλ ωουλδ ατ λεαστ αϖοιδ τηε ιµπλιχατιον οφ α κινδ οφ µαγιχ τηατ

�ιµαγιναρψ� ιµπλιεσ.
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Real

Imaginary

−3

2

1

1

(−3,2)

Φιγυρε 9.1 Τηε Αργανδ διαγραµ.

−3 + 2i
2i

1i

−3 1

Φιγυρε 9.2 Τηε Αργανδ διαγραµ: αν αλτερνατε ϖιεω.

Α υσεφυλ ανδ ιµπορταντ ωαψ οφ δεαλινγ ωιτη χοµπλεξ νυµβερσ, ωηιχη
αρε ινδεεδ ρεπρεσεντεδ βψ a + bi, ωιτη a ανδ b ρεαλ νυµβερσ (ωε�λλ ρετυρν
το τηε ρολε οφ τηατ i σηορτλψ), ισ το εξτενδ τηε νυµβερ λινε ιντο α νυµβερ
πλανε, χαλλεδ βψ µατηεµατιχιανσ αν Αργανδ διαγραµ. Ον τηατ πλανε ωε πλοτ
τηε ποιντ (a, b) το ρεπρεσεντ a + bi. Φιγυρε 9.1 σηοωσ ηοω τηε χοµπλεξ
νυµβερ −3 + 2i ωουλδ βε πλοττεδ.

Ον τηισ διαγραµ τηε x αξισ ισ νοω χαλλεδ τηε ρεαλ αξισ ανδ τηε y αξισ
ισ χαλλεδ τηε ιµαγιναρψ αξισ. Νοτε τηατ νο ι ισ νεχεσσαρψ ον τηε Αργανδ
διαγραµ. Ωε χαν, ηοωεϖερ, υσε ιτ βψ ασσιγνινγ τηε υνιτσ ον τηε ιµαγι−
ναρψ αξισ 1i, 2i, 3i, ανδ σο ον, ανδ χαλλινγ τηε ποιντ (a, b), a + bi, ασ ιν
Φιγυρε 9.2. Τηισ ισ σιµπλψ α µαττερ οφ νοτατιον.
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Τηισ ρεπρεσεντατιον τακεσ µυχη οφ τηε µαγιχ ουτ οφ χοµπλεξ νυµβερσ.
Τηειρ ιµαγιναρψ χοµπονεντ ισ σιµπλψ διρεχτεδ 90◦ φροµ τηειρ ρεαλ χοµ−
πονεντ. Ηοωεϖερ, τηισ δοεσ νοτ τελλ τηε εντιρε στορψ. Ωε νεεδ µορε τηαν α
ωαψ το ρεπρεσεντ χοµπλεξ νυµβερσ: ωε ωαντ το βε αβλε το χαλχυλατε ωιτη
τηεµ ϕυστ ασ ωε δο ωιτη ρατιοναλ ανδ ρεαλ νυµβερσ.

Τηε φολλοωινγ ρυλεσ αρε αρβιτραρψ, βυτ τηεψ ωερε νοτ χηοσεν βψ µατηε−
µατιχιανσ σιµπλψ το χονφυσε υσ. Ρατηερ, τηεψ ωερε χηοσεν το µακε χοµπλεξ
νυµβερσ χονφορµ το ρεθυιρεµεντσ ιµποσεδ ον µατηεµατιχαλ σψστεµσ.3 (Ιν
ωηατ φολλοωσ ωε ωιλλ χοντινυε ωιτη στανδαρδ υσαγε, χαλλινγ τηε παρτσ οφ
τηε χοµπλεξ νυµβερ a + bi; ωιτη α τηε ρεαλ παρτ ανδ βι τηε ιµαγιναρψ
παρτ.)

Ωε νεεδ το δε⇒νε τηε τωο οπερατιονσ φορ χοµπλεξ νυµβερσ: αδδιτιον
ανδ µυλτιπλιχατιον. Συβτραχτιον ανδ διϖισιον δεπενδ ον τηοσε δε⇒νιτιονσ,
σιµπλψ �υνδοινγ� τηεµ. Ιν δε⇒νινγ τηεσε οπερατιονσ ωε µυστ βε χαρεφυλ
βεχαυσε ωε ωιλλ βε αδδινγ ανδ µυλτιπλψινγ τηε ρεαλ νυµβερσ a, b, c ανδ
d ιν τηε προχεσσ οφ δε⇒νινγ τηε θυιτε διφφερεντ ρυλεσ φορ αδδιτιον ανδ
µυλτιπλιχατιον οφ χοµπλεξ νυµβερσ. Το βε συρε τηατ ωε κεεπ τηε τωο
σεπαρατε, Ι ωιλλ τεµποραριλψ υσε χιρχλεδ σψµβολσ, ⊕ ανδ ⊛, το ινδιχατε
χοµπλεξ οπερατιονσ, + ανδ ∗, ουρ φαµιλιαρ ρεαλ−νυµβερ οπερατιονσ. Ονχε
τηε οπερατιονσ αρε δε⇒νεδ, ηοωεϖερ, τηεσε διστινχτιονσ ωιλλ βε δροππεδ.4

Αδδιτιον ισ στραιγητφορωαρδ:

(a, b) ⊕ (c, d) = (a + c, b + d)

ορ

(a + bi) ⊕ (c + di) = (a + c) + (b + d)i

Στατεδ ιν ωορδσ, τηε ρυλε ισ σιµπλψ: Αδδ τηε ρεαλ χοεφ⇒χιεντσ ανδ τηε
ιµαγιναρψ χοεφ⇒χιεντσ σεπαρατελψ.

Μυλτιπλιχατιον ισ µυχη µορε χοµπλιχατεδ:

(a, b) ⊛ (c, d) = (ac − bd, ad + bc)

ορ

(a + bi) ⊛ (c + di) = (ac − bd) + (ad + bc)i

Τηε ρεαλ χοεφ⇒χιεντ οφ τηε προδυχτ ισ φουνδ βψ συβτραχτινγ τηε προδυχτ
οφ τηε ιµαγιναρψ χοεφ⇒χιεντσ φροµ τηε προδυχτ οφ τηε ρεαλ χοεφ⇒χιεντσ οφ

3Τηε γενεραλ προπερτιεσ, ωηιχη αππλψ το ρεαλ ασ ωελλ ασ χοµπλεξ νυµβερσ, αρε χαλλεδ τηε

⇒ελδ προπερτιεσ. Τηεψ ινχλυδε ρεθυιρεµεντσ συχη ασ τηε διστριβυτιϖε λαω: τηατ τηε νυµβερσ

X,Y ανδ Z οβεψ τηε ρυλε X ∗ (Y + Z) = X ∗ Y + X ∗ Z, φορ τηε οπερατιονσ ∗ ανδ + ασ

δε⇒νεδ ιν τηε σψστεµ.
4Βε συρε ψου υνδερστανδ τηατ, αλτηουγη τηε διστινχτιϖε σιγνσ ωιλλ τηεν νο λονγερ βε υσεδ,

τηε διφφερενχεσ βετωεεν ρεαλ ανδ χοµπλεξ οπερατιονσ ωιλλ ρεµαιν.
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τηε οριγιναλ νυµβερσ. Τηε ιµαγιναρψ χοεφ⇒χιεντ ισ µοστ εασιλψ σεεν ασ τηε
�ουτερ� προδυχτ, αδ, πλυσ τηε �ιννερ� προδυχτ, βχ.

Ωηεν τηε οπερατιονσ αρε δε⇒νεδ ιν τηισ ωαψ, χονσιδερ τηε προδυχτ
(0, 1) ∗ (0, 1). Ηερε a = 0, b = 1, c = 0, ανδ d = 1. Συβστιτυτινγ τηεσε
ϖαλυεσ ιν τηε προδυχτ ρυλε, ωε ηαϖε

(0, 1) ∗ (0, 1) = (0 ∗ 0 − 1 ∗ 1, 0 ∗ 1 + 1 ∗ 0) = (−1, 0)

ορ
(0 + 1i) ∗ (0 + 1i) = −1 + 0i

Ιφ ωε πρυνε αωαψ τηοσε ρεαλ 0 ϖαλυεσ φροµ τηισ λαστ στατεµεντ, ωε ηαϖε
i ∗ i = −1 ορ i2 = −1, τηατ στρανγε ανδ υνεξπεχτεδ ρεσυλτ τηατ υνδερλιεσ
χοµπυτατιον ιν τηισ σψστεµ. Τακινγ ποσιτιϖε ροοτσ οφ εαχη σιδε οφ τηατ
λαστ εθυατιον, ωε αλσο ηαϖε τηε εθυατιον τηατ χοντραδιχτσ αλλ τηατ ηασ γονε
βεφορε ωιτη ρεαλ νυµβερσ: i2 = −1 ισ εθυιϖαλεντ το

√
−1 = i.

∆ον�τ µισυνδερστανδ τηισ. Ωε αρε νοτ χηανγινγ τηε ρυλεσ φορ ρεαλ νυµ−
βερσ. Σθυαρε ροοτσ οφ νεγατιϖε ρεαλ νυµβερσ χοντινυε το βε δισαλλοωεδ
ωηεν ωε δεαλ ονλψ ωιτη ρεαλσ. Τηεψ αρε αλλοωεδ ονλψ ωηεν ωε ωορκ ωιτη
χοµπλεξ νυµβερσ. Ψου χαν ατ λεαστ ϕυστιφψ τηισ το ψουρσελφ βψ τηινκινγ οφ
τηεσε χοµπλεξ νυµβερσ ασ νεωλψ δε⇒νεδ ον τηατ Αργανδ διαγραµ ανδ νο
λονγερ ρεστριχτεδ το α σινγλε νυµβερ λινε.

Τηερε ισ αλσο α ϖερψ ηαππψ ρεσυλτ τηατ τηεσε δε⇒νιτιονσ οφ αδδιτιον ανδ
µυλτιπλιχατιον οφ χοµπλεξ νυµβερσ (ινχλυδινγ τηειρ αττενδαντ, i2 = −1)
γιϖε υσ. Τηοσε χοµπλιχατεδ ρυλεσ φορ αδδιτιον ανδ µυλτιπλιχατιον τυρν ιντο
στραιγητφορωαρδ αλγεβραιχ συµσ ανδ προδυχτσ, ανδ ωε χαν ωορκ ωιτη τηεµ
ιν εξαχτλψ τηε σαµε ωαψ ασ ωε ωορκ ωιτη οτηερ αλγεβραιχ βινοµιαλσ

(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i

ανδ
(a + bi) ∗ (c + di) = ac + adi + bci + bdi2

βυτ σινχε i2 = −1, τηισ σιµπλι⇒εσ το ac + (ad + bd)i − bd, ανδ φυρτηερ
το (ac − bd) + (ad + bc)i, ωηιχη ισ εξαχτλψ ωηατ ουρ δε⇒νιτιον τελλσ υσ
το εξπεχτ.

Νυµεριχαλ εξαµπλεσ ωιλλ σηοω ηοω στραιγητφορωαρδ τηεσε ρυλεσ αρε:

(3 + 2i) + (5 − 7i) = 8 − 5i

ανδ
(3 + 2i) ∗ (5 − 7i)

= 15 + 10i − 21i − 14i2

= 15 − 11i − 14(−1)

= 15 − 11i + 14

= 29 − 11i
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Ι ηαϖε ωριττεν ουτ αλλ οφ τηε στεπσ ιν τηατ µυλτιπλιχατιον εξαµπλε. Ιφ ψου
διδ µανψ συχη χαλχυλατιονσ, ψου ωουλδ σοον οµιτ ατ λεαστ τηε σεχονδ ανδ
φουρτη στεπσ.

Ψου χαν σεε ηοω τηισ αππλιεσ βψ χονσιδερινγ ηοω διϖισιον ισ αχχοµ−
πλισηεδ φορ χοµπλεξ νυµβερσ. Τηε ρεσυλτ ιν τηε φορµ οφ α δε⇒νιτιον αππεαρσ
το βε α χοµπλιχατεδ µεσσ:

a + bi

c + di
=

ac + bd

c2 + d2
+

bc − ad

c2 + d2
i

Ηοωεϖερ, ωε χαν υνδερστανδ τηισ δε⇒νιτιον ασ ιτ ρελατεσ το αν αλγεβραιχ
�τριχκ� ωε µετ εαρλιερ τηατ ισ υσεδ το ρατιοναλιζε τηε δενοµινατορ οφ
φραχτιονσ χονταινινγ σθυαρε ροοτσ ιν τηε βινοµιαλ τηατ µακεσ υπ τηατ
δενοµινατορ.

Φορ εξαµπλε, χονσιδερ τηε φραχτιον

2 +
√

3

3 −
√

5

Τηε τριχκ ισ το µυλτιπλψ τηισ φραχτιον βψ ανοτηερ χαρεφυλλψ χηοσεν φραχτιον
ωηοσε ϖαλυε ισ 1, τηυσ γιϖινγ α προδυχτ εθυαλ το τηε οριγιναλ φραχτιον.
Το φορµ τηισ φραχτιον, ωε χηοοσε τηε χονϕυγατε οφ τηισ δενοµινατορ. Τηισ
χονϕυγατε ισ τηε σαµε βινοµιαλ βυτ ωιτη τηε σιγν οφ τηε σεχονδ τερµ

χηανγεδ. Ωε υσε τηατ χονϕυγατε, ιν τηισ χασε 3 +
√

5, ιν βοτη νυµερατορ
ανδ δενοµινατορ οφ ουρ νεω φαχτορ, τηυσ:

2 +
√

3

3 −
√

5
=

2 +
√

3

3 −
√

5
∗ 1 =

2 +
√

3

3 −
√

5
∗

3 +
√

5

3 +
√

5

Τηισ χηοιχε οφ τηε χονϕυγατε νοω τακεσ αδϖανταγε οφ τηε φαχτ τηατ τηε
προδυχτ (a − b)(a + b) = a2 − b2 ηασ νο µιδδλε τερµ. Ασ ιφ βψ µαγιχ,
τηε ραδιχαλ ιν τηε δενοµινατορ ισ ελιµινατεδ (αλτηουγη ιν τηισ χασε τηε
νυµερατορ βεχοµεσ µορε χοµπλιχατεδ):

2 +
√

3

3 −
√

5
∗

3 +
√

5

3 +
√

5
=

6 + 2
√

5 + 3
√

3 +
√

15

4

Ηαϖινγ ρεχαλλεδ ηοω τηισ ωορκσ, ωε χαν αππλψ τηισ αλγεβραιχ τριχκ το χαρρψ
ουτ διϖισιον οφ χοµπλεξ νυµβερσ, βεχαυσε τηε i ωιτη ωηιχη ωε αρε ωορκινγ
ισ α σθυαρε ροοτ ανδ τηυσ ωιλλ βεχοµε ρεαλ ωηεν σθυαρεδ. Χονσιδερ ⇒ρστ α
νυµεριχαλ εξαµπλε:

2 − 3i

3 + 5i
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Ωε µυλτιπλψ βψ τηατ χαρεφυλλψ χηοσεν φραχτιον φορµεδ βψ υσε οφ τηε χον−
ϕυγατε οφ τηε οριγιναλ δενοµινατορ:

2 − 3i

3 + 5i
=

2 − 3i

3 + 5i
∗

3 − 5i

3 − 5i

Χαλχυλατε τηε αλγεβραιχ προδυχτσ οφ νυµερατορσ ανδ δενοµινατορσ:

=
6 − 10i − 9i + 15i2

9 − 25i2

Ανδ σιµπλιφψ, υσινγ τηε φαχτ τηατ i2 = −1:

=
21 − 19i

34

Ορ, σεπαρατινγ τηε ρεαλ ανδ ιµαγιναρψ παρτσ:

=
21

34
−

19

34
i

Τηυσ, ιν συµµαρψ, ωε ηαϖε:

2 − 3i

3 + 5i
=

21

34
−

19

34
i

(Ψου χαν χηεχκ τηισ ρεσυλτ αγαινστ τηατ χοµπλιχατεδ δε⇒νιτιον οφ διϖισιον
βψ λεττινγ a = 2, b = −3, ανδ σο ον ανδ χαρρψινγ ουτ τηε χοµπυτατιονσ.
Ψου ωιλλ σεε τηατ ψου αρριϖε ατ τηε σαµε ρεσυλτ.)

Ηαϖινγ χοµπυτεδ τηισ εξαµπλε, ωε χαν φολλοω τηε σαµε προχεδυρε το
σεε τηε σουρχε οφ τηατ διϖισιον δε⇒νιτιον:

a + bi

c + di
=

a + bi

c + di
∗

c − di

c − di
=

ac − adi + bci − bdi2

c2 − d2i2

=
ac + bd + (−ad + bc)i

c2 + d2
=

ac + bd

c2 + d2
+

bc − ad

c2 + d2
i

Τηισ γιϖεσ υσ εξαχτλψ τηε φορµυλα ωε σουγητ:

a + bi

c + di
=

ac + bd

c2 + d2
+

bc − ad

c2 + d2
i

∆ο νοτ µισσ τηε ποιντ οφ αλλ τηατ προχεσσινγ. Ωηατ ψου ηαϖε σεεν ισ
τηατ ιτ ισ νοτ νεχεσσαρψ το µεµοριζε τηοσε χοµπλεξ νυµβερ δε⇒νιτιονσ
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οφ αδδιτιον, συβτραχτιον, µυλτιπλιχατιον, ανδ διϖισιον. Ψου σιµπλψ αππλψ
στανδαρδ αλγεβρα, ονλψ ρεχαλλινγ το υσε ωηεν αππροπριατε i2 = −1 ανδ τηατ
χονϕυγατε τριχκ.

Ωε νοω τυρν το ωηατ ωιλλ αππεαρ ατ τηε ουτσετ το βε α χοµπλετελψ
υνρελατεδ τοπιχ.

ΠΟΛΑΡ ΧΟΟΡ∆ΙΝΑΤΕΣ

Τηε χοορδινατεσ µοστ φαµιλιαρ το υσ αρε ρεχτανγυλαρ χοορδινατεσ. Το λοχατε
α ποιντ (a, b) ιν τηε πλανε, ωε ιντροδυχε τωο περπενδιχυλαρ αξεσ�ρεαλ−
νυµβερ λινεσ µεετινγ ατ 0 ον εαχη, τηατ µεετινγ ποιντ χαλλεδ τηε οριγιν.
Τηε αξεσ αρε αρβιτραριλψ χαλλεδ τηε x αξισ ανδ τηε y αξισ. Ιτ ισ υσυαλ το
ηαϖε τηε x αξισ ηοριζονταλ ανδ τηε y αξισ ϖερτιχαλ. Νεω περπενδιχυλαρσ αρε
νοω δραων φροµ τηε ποιντ (a, b) το τηεσε αξεσ ανδ τηε ϖαλυε ασσιγνεδ το
a ισ τηε νυµβερ ον τηε x αξισ, το b τηε νυµβερ ον τηε y αξισ ατ τηε φεετ
οφ τηοσε περπενδιχυλαρσ. Φιγυρε 9.3 λοχατεσ τηε ποιντ (−3, 2).

Φιγυρε 9.3 σηουλδ, οφ χουρσε, βε φαµιλιαρ το ψου. Ιτ ισ αλµοστ εξαχτλψ
λικε Φιγυρε 9.1, βυτ ωιτη ονε διφφερενχε. Ηερε τηε νυµβερσ ον βοτη αξεσ
αρε ρεαλ.

Τηισ ισ, ηοωεϖερ, ονλψ ονε ωαψ το λοχατε ποιντσ. Α υσεφυλ αλτερνατε
λοχατιον σψστεµ ινϖολϖεσ ωηατ αρε χαλλεδ πολαρ χοορδινατεσ. Το λοχατε α
ποιντ ιν πολαρ χοορδινατεσ, ωε βεγιν ωιτη α σινγλε ραψ�ιν τηισ χασε α
ποσιτιϖε νυµβερ λινε ιν τηε ηοριζονταλ διρεχτιον οφ τηε ποσιτιϖε x αξισ
οφ ρεχτανγυλαρ χοορδινατεσ. Α ποιντ (r, A) ισ τηεν λοχατεδ ατ α διστανχε
r φροµ τηε ινιτιαλ ποιντ οφ τηε ⇒ξεδ ραψ, αγαιν χαλλεδ τηε οριγιν, ωιτη

−3

2

1

1

0

(−3,2)

Φιγυρε 9.3 Ρεχτανγυλαρ χοορδινατεσ.
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4

(4,240°)

240°

410

Φιγυρε 9.4 Πολαρ χοορδινατεσ.

4

(−3,2)

(4, 240°)

2

−3 −1

4

10

Φιγυρε 9.5

ιτσ ποσιτιϖε ανγλε, Α, µεασυρεδ χουντερχλοχκωισε φροµ τηατ ινιτιαλ ραψ.
Φιγυρε 9.4 λοχατεσ τηε ποιντ (4, 240◦

). Νοτιχε τηατ αλτερνατιϖελψ ωε χουλδ
υσε α νεγατιϖε ανγλε ηερε ανδ ρεπρεσεντ τηισ ποιντ ασ (4, −120◦

).
Ωε νοω ηαϖε τωο διστινχτ ωαψσ το λοχατε ποιντσ ιν τηε πλανε: ρεχτανγυλαρ

χοορδινατεσ ανδ πολαρ χοορδινατεσ. Ιτ ισ ϖερψ υσεφυλ το βε αβλε το χονϖερτ
φροµ ονε σψστεµ το τηε οτηερ. Μαναγινγ τηατ χονϖερσιον αλλοωσ υσ το
υτιλιζε ωηιχηεϖερ σψστεµ βεστ σερϖεσ ουρ πυρποσεσ.

Φιγυρε 9.5 σηοωσ τηε ποιντσ τηατ ωερε ιντροδυχεδ ιν Φιγυρεσ 9.3 ανδ
9.4. Ωε ωιλλ αδδρεσσ τηε προβλεµ οφ χονϖερτινγ εαχη το τηε οτηερ σψστεµ.

Χονσιδερ ⇒ρστ τηε ποιντ (4, 240◦
) ιν πολαρ χοορδινατεσ. Ιν Φιγυρε 9.6, α

περπενδιχυλαρ το τηε νεγατιϖε y αξισ φορµσ α 30◦�60◦�90◦ τριανγλε ωηοσε

λεγσ αρε 2 ανδ 2
√

3.
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4

2

y

x

1

30°

240°

(4,240°)

10

32 √

(−2, −2√3)

Φιγυρε 9.6

2

3

(−3,2)

1

y

x

2

−3 10

13√

13,146,3°)(√

Φιγυρε 9.7

Τηυσ (4, 240◦
) ιν πολαρ χοορδινατεσ ισ εθυιϖαλεντ το (−2, −2

√
3) ιν ρεχτ−

ανγυλαρ χοορδινατεσ, ανδ, σινχε τηε δεγρεε νοτατιον µακεσ χλεαρ ωιτη ωηιχη

σψστεµ ωε αρε δεαλινγ, ωε χαν ωριτε (4, 240◦
) = (−2, −2

√
3). Υσινγ

ραδιαν µεασυρε, τηισ εθυατιον χουλδ αλσο βε εξπρεσσεδ ασ (4, 4π/3) =
(−2, −2

√
3), τηε χοντεξτ µακινγ χλεαρ ωηιχη χοορδινατε σψστεµ ωε αρε

υσινγ.
Φορ τηε οτηερ ποιντ (−3, 2), ον Φιγυρε 9.7 ωε αγαιν φορµ α ριγητ τριαν−

γλε, τηισ τιµε βψ δραωινγ α περπενδιχυλαρ το τηε x αξισ. Τηε διστανχε φροµ
τηε οριγιν ισ τηε ηψποτενυσε οφ τηατ τριανγλε ανδ ισ εασιλψ χαλχυλατεδ βψ υσε
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A

r

x

(r,A)

y

(x,y)

Φιγυρε 9.8 Ρεχτανγυλαρ ανδ πολαρ χοορδινατεσ.

οφ τηε Πψτηαγορεαν τηεορεµ το βε
√

32 + 22 =
√

13. Τηε αχυτε ανγλε ιν τηε

τριανγλε ατ τηε οριγιν ισ χοσ−1(3/
√

13) ≈ 33.7◦.5 Τηερεφορε τηε ανγλε µεα−
συρεδ χουντερχλοχκωισε φροµ τηε οριγιν ισ 180◦ − 33.7◦ = 146.3◦. Τηυσ

ωε ηαϖε (3, −2) ≈ (
√

13, 146.3◦
).6

Ωε χαν συµµαριζε τηε ρελατιονσηιπσ βετωεεν ρεχτανγυλαρ χοορδινατεσ
(x, y) ανδ πολαρ χοορδινατεσ (r, A) ιν τηε ⇒ρστ θυαδραντ ασ φολλοωσ (σεε
αλσο Φιγυρε 9.8):

Πολαρ το Ρεχτανγυλαρ Ρεχτανγυλαρ το Πολαρ

x = r χοσ A
√

x2 + y2 = r

y = r σιν A χοσ−1(x/r) = A

Προγραµσ φορ χαρρψινγ ουτ τηεσε χονϖερσιονσ αρε πρεσεντεδ νεξτ. Τηε προ−
γραµ RECTPOL7 ωηιχη χονϖερτσ φροµ ρεχτανγυλαρ χοορδινατεσ, ισ λονγερ
βεχαυσε ανγλε Α µυστ βε αδϕυστεδ (τηρουγη υσε οφ Σ ιν τηε προγραµ)

5Ρεχαλλ φροµ τηε λαστ χηαπτερ τηατ χοσ−1 ορ αρχχοσ ισ τηε ινϖερσε χοσινε φυνχτιον. Τηυσ

χοσ−1(2/3) ισ τηε ανγλε ωηοσε χοσινε ισ 2/3.
6Τηε µορε υσυαλ δεϖελοπµεντ ισ το υσε ταν−1(y/x) = A. Ωε αδοπτ τηισ αλτερνατε αππροαχη

βψ υσινγ χοσ−1(x/r) βεχαυσε, ασ ψου ωιλλ σεε ιν τηε προγραµ ωε ωιλλ δεϖελοπ, ωε αϖοιδ

τηε προβλεµ τηατ αρισεσ ωηεν x = 0, ωηιχη ωουλδ χαυσε y/x το βε υνδε⇒νεδ. Ωηεν r = 0,

ιτ ισ εασψ ιν α προγραµ σιµπλψ το ρεπορτ τηε οριγιν, 0. (Νο ανγλε ισ αππροπριατε ιν τηατ

χασε.)
7Μανψ σχιεντι⇒χ χαλχυλατορσ ηαϖε κεψσ τηατ χαρρψ ουτ τηισ ανδ τηε φολλοωινγ POLRECT

τασκσ.
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το αππεαρ ιν τηε χορρεχτ θυαδραντ ανδ το βε βετωεεν 0◦ ανδ 360◦. Τηισ
προγραµ αππεαρσ ⇒ρστ:

PROGRAM:RECTPOL

: Prompt X,Y

: 1→S

: If Y < 0

: −1→S

:
√
(X2+Y2)→R

: If R 	= 0

: Then

: Disp R

: S*cos−1(X/R)→A

: If A < 0

: A+360→A

: Disp A

: Else

: Disp 0

: End (If)

Ανδ ηερε ισ τηε σιµπλερ προγραµ φορ χονϖερσιον φροµ πολαρ το ρεχτανγυλαρ
χοορδινατεσ:

PROGRAM:POLRECT

: Prompt R, D

: R*cos D→X

: R*sin D→Y

: Disp X,Y

Πολαρ Χοορδινατεσ φορ Χοµπλεξ Νυµβερσ

Ηαϖινγ χονϖερτεδ ρεαλ νυµβερσ βετωεεν ρεχτανγυλαρ ανδ πολαρ χοορδι−
νατεσ, ωε νοω αππλψ τηε σαµε χονχεπτσ το χοµπλεξ νυµβερσ. Ρεχαλλινγ
ουρ χοορδινατε σψστεµ φορ χοµπλεξ νυµβερσ ωιτη τηε ποιντ (a, b) λοχατεδ
το ρεπρεσεντ τηε νυµβερ a + bi, ωε σιµπλψ χηανγε τηε ρεχτανγυλαρ χοορδι−
νατεσ οφ Φιγυρε 9.8 το τηε χοµπλεξ χοορδινατεσ οφ Φιγυρε 9.9. Ασ α ρεσυλτ,
ωε ηαϖε σιµιλαρ χοορδινατε χηανγεσ, µοδι⇒εδ ονλψ βψ ρεπλαχινγ x ωιτη a

ανδ y ωιτη b.

Πολαρ το Ρεχτανγυλαρ Ρεχτανγυλαρ το Πολαρ

r ∗ χοσ A = a
√

a2 + b2 = r

r ∗ σιν A = b χοσ−1(a/r) = A
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A

r

a

Imaginary

Real

(r,A)

b

(a,b)

Φιγυρε 9.9 Ρεχτανγυλαρ ανδ πολαρ χοορδινατεσ φορ χοµπλεξ νυµβερσ.

Τηισ σεεµινγλψ ινσιγνι⇒χαντ χηανγε, ηοωεϖερ, χαρριεσ ωιτη ιτ α σιγνι⇒χαντ
ρεσυλτ. Ωε χαν πλυγ τηοσε ϖαλυεσ φορ a ανδ b οφ τηε πολαρ−το−ρεχτανγυλαρ
χονϖερσιον ιντο a + bi, ανδ ωε ηαϖε a + bi = r ∗ χοσ A + (r ∗ σιν A)i

ανδ, φαχτορινγ τηε ριγητ σιδε, ωε ηαϖε a + bi = r(χοσA + i ∗ σιν A).
Βεχαυσε A αππεαρσ τωιχε ιν τηατ σεχονδ φαχτορ, τηε ριγητ σιδε ισ υσυαλλψ

αββρεϖιατεδ

r(χοσ A + i ∗ σιν A) = r χισ A (Ι)

ανδ ωε ηαϖε a + bi = r χισ A. Τηε ριγητ σιδε οφ τηατ εθυατιον ισ ρεαδ
�r σισ A.�

Ωηιλε τηε r χισ A αββρεϖιατιον ισ υσεφυλ, ιτ ισ αλωαψσ ιµπορταντ το ρεχαλλ
ωηατ τηε αββρεϖιατιον ρεπρεσεντσ ασ ρεχορδεδ ιν εθυατιον (Ι).

Νοω χοµεσ τηε παψοφφ ωε σεεκ φροµ τηισ ρεπρεσεντατιον.8 Πολαρ ρεπ−
ρεσεντατιον προϖιδεσ α στραιγητφορωαρδ µεανσ οφ χαρρψινγ ουτ µυλτιπλιχα−
τιον. Ωε βεγιν ωιτη τηε προδυχτ οφ τωο ποιντσ εξπρεσσεδ ιν πολαρ φορµ:
(r χισ A) ∗ (s χισ B).

Το χαρρψ ουτ τηε µυλτιπλιχατιον, ωε µυστ ⇒ρστ ρεπλαχε τηοσε αββρεϖιατιονσ
το γιϖε υσ r(χοσA + i σιν A) ∗ s(χοσ B + i σιν B). Ρεορδερινγ τηε φαχτορσ
προδυχεσ rs(χοσA + i σιν A)(χοσ B + i σιν B).

8Τηερε αρε οτηερ σιγνι⇒χαντ παψοφφσ ασ ωελλ. Φορ εξαµπλε, βψ µετηοδσ νοτ δεσχριβεδ

ηερε, πολαρ ρεπρεσεντατιον οφ χοµπλεξ νυµβερσ αλλοωσ υσ το αρριϖε ατ συχη ρεσυλτσ ασ
4
√

−8 − 8i
√

3 = 1 + i
√

3,−1 − i
√

3,
√

3 − i, ανδ −
√

3 + i; ανδ eiπ + 1 = 0.
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Νοω ωε µυλτιπλψ τηε φαχτορσ ιν παρεντηεσεσ:

rs(χοσ A χοσ B + i σιν A χοσ B + i χοσ A σιν B + i2 σιν A σιν B)

Ωε κνοω τηατ i2 = −1, σο ωε χαν ρεπρεσεντ τηε ρεαλ ανδ ιµαγιναρψ τερµσ
ιν τηε φολλοωινγ ωαψ:

rs((χοσA χοσ B − σιν A σιν B) + i(σινA χοσ B + χοσ A σιν B)) (ΙΙ)

Ηερε ωε ρεχαλλ τωο τριγονοµετριχ φορµυλασ:9

χοσ(A + B) = χοσ A χοσ B − σιν A σιν B

σιν(A + B) = σιν A χοσ B + χοσ A σιν B

Ωε συβστιτυτε τηοσε ϖαλυεσ ιν εθυατιον (ΙΙ) το οβταιν rs(χοσ(A + B) +
i σιν(A + B)), ανδ τηισ µαψ βε αββρεϖιατεδ rs χισ (A + B).

Τηισ σεριεσ οφ στεπσ εσταβλισηεσ τηε φολλοωινγ ϖερψ ιµπορταντ φορµυλα
φορ µυλτιπλψινγ χοµπλεξ νυµβερσ ιν πολαρ φορµ:

(r χισ A)(s χισ B) = rs χισ (A + B)

Ωηατ τηισ φορµυλα τελλσ υσ ισ τηατ ωε χαν µυλτιπλψ τηε ϖαλυεσ οφ τωο
χοµπλεξ νυµβερσ εξπρεσσεδ ιν πολαρ φορµ βψ µυλτιπλψινγ τηειρ r ϖαλυεσ10

ανδ αδδινγ τηειρ ανγλεσ. Τηοσε ποιντσ µαψ βε χονσιδερεδ τηε αρροωηεαδσ
οφ τωο αρροωσ χαλλεδ ϖεχτορσ φροµ τηε οριγιν, σο ωε ηαϖε α δεϖελοπεδ α
µεανσ οφ µυλτιπλψινγ συχη ϖεχτορσ.

ΤΗΕ ΧΟΡ∆ΙΧ ΣΙΜΥΛΑΤΙΟΝ

Νοω ωε ηαϖε τηε µατηεµατιχαλ τοολσ ωιτη ωηιχη το αδδρεσσ τηε προβλεµ
οφ δεϖελοπινγ α ΧΟΡ∆ΙΧ σιµυλατιον προγραµ το χαλχυλατε τηε χοσινε οφ
αν ανγλε, ωε�λλ χαλλ ιτ D, εντερεδ ιν δεγρεεσ.11

Το αχχοµπλιση τηισ, ωε ωιλλ βυιλδ υπ ανγλε D φροµ α σεριεσ οφ σµαλλερ
ανγλεσ φορ ωηιχη τριγονοµετριχ ϖαλυεσ αρε στορεδ ιν µεµορψ. Τηε ανγλεσ
τηατ ωε ωιλλ υσε αρε (αλλ βυτ τηε ⇒ρστ ονε αππροξιµατιονσ; ωε ωιλλ σεε τηε
εξαχτ ϖαλυε λατερ) 45◦, 5.7◦, .57◦, .057◦, ανδ σο ον. (Ι ωιλλ εξπλαιν ωηψ
τηοσε παρτιχυλαρ ανγλεσ αρε χηοσεν ανδ ηοω τηεψ ωιλλ βε υσεδ σηορτλψ.)

Συπποσε ωε ηαϖε D = 63.5◦. Ωε χαν αππροαχη τηατ ανγλε ωιτη τηοσε
γιϖεν ανγλεσ ασ φολλοωσ:

9Τηεσε φορµυλασ αρε προϖεδ ιν ελεµενταρψ τριγονοµετρψ τεξτσ. Ωε δο νοτ οφφερ τηοσε προοφσ

ηερε.
10Τηε r ϖαλυεσ αρε χαλλεδ µοδυλι (σινγυλαρ µοδυλυσ). Τηε ανγλεσ αρε χαλλεδ αργυµεντσ.
11Το χαλχυλατε τηε χοσινε οφ αν ανγλε γιϖεν ιν ραδιανσ, ψου ωουλδ ⇒ρστ χονϖερτ ιτ το δεγρεεσ

βψ µυλτιπλψινγ τηε ανγλε βψ 180/π .
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Ανγλε Υσεδ Ανγλεσ Ρεµαινινγ

45◦ 63.5◦�45◦ = 18.5◦

5.7◦ 18.5◦�5.7◦ = 12.8◦

5.7◦ 12.8◦�5.7◦ = 7.1◦

5.7◦ 7.1◦�5.7◦ = 1.4◦

.57◦ 1.4◦�.57◦ = .83◦

.57◦ .83◦�.57◦ = .26◦

.057◦ .26◦�.057◦ = .203◦

.057◦ .203�.057 = .146◦

.057◦ .146◦�.057◦ = .089◦

.057◦ .089◦�.057◦ = .032◦

.0057◦ ανδ σο ον . . .

Νοτιχε τηατ 45◦ ωασ συβτραχτεδ ονχε, 5.7◦ τηρεε τιµεσ, .57◦ τωιχε, ανδ
.057◦ φουρ τιµεσ, εαχη τιµε αππροαχηινγ τηε γιϖεν ανγλε υντιλ ανοτηερ
συβτραχτιον ωουλδ πασσ ιτ. Τηισ προχεσσ ωουλδ χοντινυε φορ α σεριεσ οφ
σµαλλερ ανδ σµαλλερ ανγλεσ, αλωαψσ χοµινγ νεαρερ το τηε γιϖεν 63.5◦. (Ατ
τηισ σταγε, φορ εξαµπλε, ωε αρε αλρεαδψ ωιτηιν .032◦.)

Νοω, ωηερε διδ τηοσε ανγλεσ χοµε φροµ? Τηεψ αρε ανγλεσ ωηοσε ταν−
γεντσ αρε συχχεσσιϖελψ 1, .1, .01, .001, ανδ σο ον:

ταν−11 = 45
◦

ταν−1.1 = 5.710593137
◦

ταν−1.01 = .5729386977
◦

ταν−1.001 = .0572957604
◦

ταν−1.0001 = .0057295779
◦

Τηατ στιλλ δοεσν�τ εξπλαιν µυχη, ηοωεϖερ. Ιτ ισ ρεασοναβλε το ασκ ωηψ ωε
αρε δεαλινγ ωιτη τηε τανγεντ φυνχτιον ηερε ωηεν τηε ανγλε µυλτιπλιχατιον
ωε ηαϖε ιντροδυχεδ ινϖολϖεσ σινεσ ανδ χοσινεσ. Τηερε ισ α ρεασον. Ιφ ωε
υσεδ σινεσ ανδ χοσινεσ, ωε ωουλδ ηαϖε το χαρρψ τωο φυνχτιονσ φροµ στεπ το
στεπ. Ωε γετ αρουνδ τηισ τηρουγη υσε οφ τηε βασιχ τριγονοµετριχ ιδεντιτψ:

ταν A =
σιν A

χοσ A

Ρεχαλλ ουρ πολαρ ποιντ ρεπρεσεντατιον: r(χοσA + i σιν A). Ωε µυλτιπλψ τηισ
εξπρεσσιον βψ χοσ A/χοσ A, µυλτιπλψινγ r βψ τηε νυµερατορ ανδ διϖιδινγ
τηε ϖαλυε ιν παρεντηεσεσ βψ τηε δενοµινατορ. Τηισ γιϖεσ υσ:

r χοσ A ∗
(

χοσ A

χοσ A
+ i

σιν A

χοσ A

)
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ωηιχη σιµπλι⇒εσ το r χοσ A ∗ (1 + i ταν A). Σινχε ωε�ρε χονχερνεδ ηερε
ονλψ ωιτη τηε ανγλε, ωε ρεπλαχε r χοσ A ωιτη R το γιϖε υσ R(1 + i ταν A).
Τηατ σεριεσ οφ στεπσ εσταβλισηεσ τηατ, ωηεν ωε αρε χονχερνεδ ονλψ ωιτη
ανγλεσ, ωε χαν ρεπρεσεντ χοσA + i σιν A βψ 1 + i ταν A.

Οκαψ, σο νοω ωε ηαϖε α νεω ωαψ το ρεπρεσεντ α ροτατιον αρουνδ τηε
οριγιν οφ A δεγρεεσ. Ιν οτηερ ωορδσ, σο λονγ ασ ωε αρε νοτ χονχερνεδ
αβουτ τηε ϖαλυε οφ R, µυλτιπλψινγ βψ 1 + i ταν A τυρνσ α ραψ τηρουγη ανψ
ποιντ A δεγρεεσ χουντερχλοχκωισε αρουνδ τηε οριγιν.

Τηισ ωορκσ φορ ποιντσ εξπρεσσεδ ασ χοµπλεξ νυµβερσ ιν ρεχτανγυλαρ
φορµ ασ ωελλ ασ ιν πολαρ φορµ.12 Χονσιδερ, φορ εξαµπλε, τηε ποιντ (X, Y ) =
X + Y i. Ωηατ ωουλδ βε τηε ρεσυλτ οφ τυρνινγ τηισ ποιντ A

◦ χουντερχλοχκ−
ωισε αρουνδ τηε οριγιν? Ωε φορµ τηε προδυχτ (1 + i ταν A)(X + Y i) ανδ
σιµπλιφψ τηε προδυχτ ωιτη τηε φολλοωινγ στεπσ:

1 ∗ X + Y i + iX ταν A + i2Y ταν A

X + i(Y + X ταν A) − Y ταν A

(X − Y ταν A) + i(Y + X ταν A)

ανδ τηισ ρεπρεσεντσ τηε ποιντ

(X − Y ταν A, Y + X ταν A)

Ηερε ισ ωηατ τηισ µεανσ:

Οριγιναλ Ποιντ Τυρν Ρεσυλτ

(X, Y ) A
◦

(X − Y ταν A, Y + X ταν A)

Ιφ ωε νοω λετ ταν A = T , ωε χαν αλσο ωριτε τηισ ασ

Οριγιναλ Ποιντ Τυρν Ρεσυλτ

(X, Y ) A
◦

(X − Y ∗ T , Y + X ∗ T )

Σινχε τανA = T , A = ταν−1 T ανδ, ασ ωε ηαϖε νοτεδ, ωε ωιλλ υσε τηε ϖαλ−
υεσ T = 1, .1, .01, ανδ σο ον ιν τηε προγραµ, κνοωινγ τηατ τηεψ χορρεσπονδ
το τηε συχχεσσιϖε ανγλεσ A = ταν−1 1 = 45◦, ταν−1 .1 = 5.710593137◦,
ταν−1 .01 = .5729386977◦, ανδ σο φορτη.

12Αλερτ ρεαδερσ µαψ θυεστιον τηισ, βεχαυσε Ι ηαϖε νοτ εσταβλισηεδ τηατ τηισ κινδ οφ �µιξεδ�

µυλτιπλιχατιον ισ αχχεπταβλε. Ιτ δοεσ ωορκ; Ι σιµπλψ δο νοτ χοµπλιχατε µαττερσ φυρτηερ

ϕυστιφψινγ τηισ χλαιµ.
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Νοω ωε αρε αλµοστ ρεαδψ το πρεσεντ τηε CORDSIM προγραµ. Βεφορε ωε
δο σο, ηοωεϖερ, ωε νεεδ το στορε τηοσε ϖαλυεσ οφ ανγλε A ιν τηε χοµπυτερ.
Ωε ωιλλ δο σο ιν α µατριξ βψ υσε οφ τηε φολλοωινγ προγραµ:13

PROGRAM:CORDMAT

: {1,13}→dim([A])

: 1→T

: For (N,1,13)

: tan−1(T)→[A](1,N)

: .1*T→T

: End (For)

Ονχε τηατ προγραµ ηασ βεεν ρυν, ψουρ χαλχυλατορ ωιλλ ηαϖε

[A](1, 1) = ταν−1 1 = 45

[A](1, 2) = ταν−1 .1 = 5.710593137

[A](1, 3) = ταν−1 .01 = .5729386977

[A](1, 4) = ταν−1 .001 = .0572957604

. . .

[A](1, 11) = ταν−1 .0000000001 = .000000005729577951

[A](1, 12) = ταν−1 .00000000001 = .000000000572957795

[A](1, 13) = ταν−1 .000000000001 = .0000000000572957795

Νοω ωε αρε ⇒ναλλψ ρεαδψ φορ τηε CORDSIM προγραµ:

PROGRAM:CORDSIM

1 : Prompt D

2 : 1→T

3 : 1→X

4 : 0→Y

5 : For (N,1,13)

6 : [A](1,N)→A

7 : D−A→D

8 : While D ≥ 0

9 : X→K

10 : X−T*Y→X

11 : Y+T*K→Y

12 : D−A→D

13 : End (While)

13Σεε Αππενδιξ Α το σεε ηοω το σετ υπ ανδ υσε α µατριξ το στορε ϖαλυεσ.
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14 : D+A→D

15 : .1*T→T

16 : End (For)

17 : Disp X/
√
(X2 + Y2)

Ωε�λλ εξαµινε τηισ ΧΟΡ∆ΙΧ−τψπε προγραµ ιν δεταιλ, χοντινυινγ ωιτη ουρ
εαρλιερ εξαµπλε, χοσ 63.5◦:

1. : Prompt D Τηισ προγραµ χαλχυλατεσ τηε χοσινε οφ τηε ανγλε D

ιν δεγρεεσ εντερεδ ηερε. Ωιτηιν τηε προγραµ D ωιλλ ρεπρεσεντ τηε ανγλε
ρεµαινινγ ασ ιτ ισ ρεδυχεδ. Φορ ουρ εξαµπλε 63.5 ωουλδ βε εντερεδ ηερε.

2. : 1→T T ρεπρεσεντσ τηε τανγεντ οφ τηε χυρρεντ ανγλε (A) το βε
συβτραχτεδ. Αφτερ λινε 2, T = 1, ωηιχη ισ ταν 45◦, ωιτη 45◦ τηε ⇒ρστ ανγλε
ωε ωιλλ βε συβτραχτινγ.

3. : 1→X

4. : 0→Y Τηεσε τωο λινεσ σετ τηε ινιτιαλ χοορδινατεσ οφ τηε ποιντ
(X, Y ). Ηερε τηεψ αρε (X, Y ) = (1, 0) = 1 + 0i. Τηισ ισ α ποιντ ον τηε
ποσιτιϖε X αξισ, τηε ινιτιαλ σιδε οφ τηε ανγλε ωηοσε χοσινε ωε σεεκ. Φιγυρε
9.10 δεπιχτσ ουρ σιτυατιον φορ ουρ εξαµπλε ατ τηισ ποιντ

5. : For (N,1,13) Αλλ βυτ τηε ⇒ναλ λινε οφ τηε προγραµ ωιλλ βε
ωιτηιν τηισ For λοοπ. Ιτ ωιλλ ρυν φροµ 1 το 13 βεχαυσε ωε ηαϖε στορεδ
13 ϖαλυεσ οφ ανγλε A ιν τηε µατριξ [A]. Εαχη τιµε τηρουγη τηισ For λοοπ
ανοτηερ ανγλε ωιλλ βε προχεσσεδ.

6. : [A](1,N)→A Τηε χυρρεντ ανγλε A ισ ρετριεϖεδ φροµ µατριξ [A].
Τηε ⇒ρστ τιµε τηρουγη τηε For λοοπ [A](1, 1) = 45, τηε ανγλε ωηοσε ταν−
γεντ, 1, ωασ σετ ιν λινε 2.

D = 63.5°
(X,Y)

(1,0)O

Φιγυρε 9.10
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7. : D−A→D Νοω ωε αττεµπτ ουρ ⇒ρστ συβτραχτιον. Ιν ουρ εξαµπλε
τηισ ισ 62.5 − 45 = 17.5, σο D ηασ νοω βεεν ρεδυχεδ το 17.5.

8. : While D≥0 Τηισ While λοοπ ρεπρεσεντσ τηε ηεαρτ οφ τηε προ−
γραµ. Φιρστ, νοτιχε τηατ τηε χοντρολ οφ τηισ λοοπ ισ βασεδ ον D βεινγ
ποσιτιϖε. Ασ σοον ασ ιτ ισ νεγατιϖε, τηε λοοπ ωιλλ βε τερµινατεδ. Ιν οτηερ
ωορδσ, ασ σοον ασ ωε ηαϖε συβτραχτεδ ανγλε A τοο µανψ τιµεσ, ωε ωιλλ
λεαϖε τηε λοοπ. Ιν παρτιχυλαρ, συπποσε τηατ ουρ οριγιναλ ανγλε A ηαδ βεεν
λεσσ τηαν 45◦. Τηεν, συβτραχτινγ 45◦ φροµ ιτ ωουλδ ηαϖε γιϖεν υσ α νεγ−
ατιϖε ϖαλυε. Ασ α ρεσυλτ, τηισ While λοοπ ωουλδ ηαϖε βεεν σκιππεδ ανδ
τηε ανγλε ρετυρνεδ το ιτσ οριγιναλ ϖαλυε ιν λινε 14.

Νοω ωε νεεδ το σεε ωηατ ισ γοινγ ον ωιτηιν τηατ While λοοπ ωηεν
τηε ανγλε χαν βε συβτραχτεδ.

9. : X→K

10. : X − T*Y→X

11. : Y + T*K→Y Τηεσε αρε τηε λινεσ τηατ ροτατε τηε ϖεχτορ. Τηεψ
αππλψ τηε προχεσσινγ ωε δεϖελοπεδ εαρλιερ:

Οριγιναλ Ποιντ Τυρν Ρεσυλτ

(X, Y ) A
◦

(X − Y ∗ T , Y + X ∗ T )

Τηερε ισ α προβλεµ ηερε, ηοωεϖερ. Ιφ ωε υσεδ ϕυστ τηε τωο ινστρυχτιονσ, X
− T*Y→X ανδ Y + T*X→Y , το χαρρψ τηισ ουτ, τηε X ιν λινε 11 ωουλδ
βε τηε νεω X χαλχυλατεδ ιν λινε 10 ανδ νοτ τηε ολδ ονε τηατ ωε σηουλδ βε
υσινγ. Τηατ ισ τηε ρεασον φορ ιντροδυχινγ τηε τεµποραρψ ϖαλυε X = K ιν
λινε 9.

Τηε ρεσυλτ οφ τηεσε λινεσ φορ ουρ εξαµπλε ισ σηοων ιν Φιγυρε 9.11.

OO

(X,Y)

D = 18.5°D

45°

(X,Y)

(1,0)

Φιγυρε 9.11
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Τηε ⇒ναλ λινε ιν τηε While λοοπ ισ

12. : D−A→D Τηισ χαρριεσ ουτ τηε νεξτ συβτραχτιον. Ιν ουρ εξαµπλε
τηισ λινε ωουλδ προδυχε 18.5 − 45 = −26.5, ανδ ωε ωουλδ βε λεφτ ωιτη α
νεγατιϖε ανγλε ινδιχατινγ τηατ ωε ηαϖε πασσεδ τηε ανγλε ωηοσε χοσινε ωε
σεεκ. Τηισ νεγατιϖε ϖαλυε οφ D ποπσ υσ ουτ οφ τηε While λοοπ, ανδ ωε
αππλψ τηε νεξτ ινστρυχτιον.

13. : End (While)

14. : D+A→D Τηισ λινε ρετυρνσ τηε ϖαλυε ωε συβτραχτεδ ιν λινε 12
ϕυστ βεφορε ωε εξιτεδ τηε While λοοπ. Ιν ουρ εξαµπλε, τηισ λινε ωουλδ
ηαϖε χαλχυλατεδ −26.5 + 45 = 18.5, ανδ ωε ωουλδ προχεεδ ωιτη τηε ανγλε
λεφτ αφτερ προχεσσινγ τηε 45◦ ανγλε.

Ονλψ ονε λινε ισ λεφτ ιν τηε For λοοπ:

15. : .1*T→T Τηισ λινε ρεαδιεσ υσ φορ τηε νεξτ πασσ τηρουγη τηε
For λοοπ. Ατ τηισ ποιντ ιν ουρ εξαµπλε, ωε αρε ρεαδψ το ωορκ ωιτη τηε
ανγλε ρεµαινινγ το βε προχεσσεδ, D = 18.5◦ ανδ T = ταν A = .1 ∗ 1 = .1.
Τηισ ωιλλ βε τηε τανγεντ οφ τηε νεω ανγλε A, 5.710593137, ωηιχη ωιλλ βε
ρετριεϖεδ φροµ µατριξ [A] ιν τηε νεξτ πασσ τηρουγη τηε For λοοπ.

Τηεσε ϖαλυεσ ωιλλ βε προχεσσεδ ασ ωασ 45◦ ανδ ιτσ τανγεντ. A =
5.710593137 χαν βε συβτραχτεδ φροµ D = 18.5 τηρεε τιµεσ, λεαϖινγ α ποσι−
τιϖε ϖαλυε οφ D, 1.368220589. Εαχη οφ τηοσε ϖαλυεσ ωουλδ βε προχεσσεδ ιν
τηε While λοοπ. Ατ τηε ενδ οφ τηατ τηιρδ πασσ, D − A = −4.342372548,
τηε λοοπ ωουλδ βε χοµπλετεδ, ανδ τηε ϖαλυε χορρεχτεδ ιν τηε φολλοωινγ
στεπ βαχκ το D = 1.368220589.

Ιν τηε σαµε ωαψ σµαλλερ ανδ σµαλλερ ανγλεσ ωουλδ βε πασσεδ τηρουγη
τηε 13 For λοοπσ. Ατ τηε ενδ οφ αλλ τηισ προχεσσινγ, τηε ποιντ (X, Y ) ωουλδ
βε ϖερψ χλοσε το τηε τερµιναλ σιδε οφ τηε ανγλε 63.5◦.

Φιγυρε 9.12 ιλλυστρατεσ ουρ σιτυατιον γραπηιχαλλψ ωηεν ωε χοµπλετε τηε
For λοοπ.

16. : End (for)

Ωε χαν υσε τηε τριανγλε τηατ ωε ηαϖε χρεατεδ ιν τηισ διαγραµ το ρεπορτ
τηε χοσινε ϖαλυε. Τηε τριανγλε λεγσ αρε X ανδ Y , σο ιτσ ηψποτενυσε, τηε

λενγτη οφ τηε ϖεχτορ φροµ τηε οριγιν το τηε ποιντ (X, Y ) ισ
√

X2 + Y 2.
Τηυσ τηε χοσινε οφ τηε ανγλε ατ τηε οριγιν ισ

χοσ 63.5
◦ ≈

X
√

X2 + Y 2
≈ .4461978131

ανδ τηατ ισ τηε ρεασον φορ τηε ⇒ναλ προγραµ λινε:

17. : Disp X/
√

(X2+Y2) Νοτιχε τηατ ωε χουλδ εθυαλλψ ωελλ ηαϖε
δισπλαψεδ ανψ οφ τηε οτηερ χιρχυλαρ φυνχτιονσ:
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Small D

X

Y

63.5°

(X,Y)

O

Φιγυρε 9.12

Disp Y/X φορ τανγεντ

Disp X/Y φορ χοτανγεντ

Disp Y/
√

(X2 + Y2) φορ σινε

Disp
√

(X2 + Y2)/Y φορ χοσεχαντ

Disp
√

(X2 + Y2)/X φορ σεχαντ

Ι χλοσε τηισ χηαπτερ ωιτη α φεω χοµµεντσ αβουτ τηισ προγραµ:

1. Ρεαδερσ σηουλδ νοτ τηινκ τηατ τηισ ισ τηε ΧΟΡ∆ΙΧ προγραµ; ρατηερ,
ιτ ισ αν αττεµπτ το σηοω σοµε οφ τηε ιδεασ υσεδ βψ τηε ενγινεερσ
ωηο ηαϖε δεϖελοπεδ ΧΟΡ∆ΙΧ.

2. Ιφ ψου ρυν τηισ προγραµ, ψου ωιλλ σεε τηατ ιτ ισ ϖερψ σλοω. Χλεαρλψ,
τηε ρεαλ ΧΟΡ∆ΙΧ προγραµ τηατ ισ βυιλτ ιντο ψουρ χαλχυλατορ ισ φαρ
φαστερ. Ιτ γιϖεσ α νεαρ−ιµµεδιατε ρεσπονσε. Αµονγ τηε ρεασονσ τηε
προγραµ οφ τηισ χηαπτερ ισ σο µυχη σλοωερ ισ τηε φαχτ τηατ ωε ηαδ το
στορε ϖαλυεσ ιν ανδ ρετριεϖε τηεµ φροµ α µατριξ. Τηε αχτυαλ ΧΟΡ∆ΙΧ
ϖαλυεσ, ον τηε οτηερ ηανδ, αρε βυιλτ ιντο χαλχυλατορ µεµορψ, ανδ φορ
τηατ ρεασον τηεψ αρε φαρ µορε ρεαδιλψ αχχεσσιβλε.

3. Ωηατ Ι ⇒νδ ιντερεστινγ ανδ εϖεν διστυρβινγ αβουτ τηε ΧΟΡ∆ΙΧ αλγο−
ριτηµ ισ τηατ ισ υσεδ το προγραµ εξπονεντιατιον, λογαριτηµσ, ανδ εϖεν
σθυαρε ροοτ ανδ µυλτιπλιχατιον τηρουγη χαλχυλατιον οφ τριγ ανδ εϖεν
ηψπερβολιχ τριγ φυνχτιονσ. Περηαπσ τηατ ισ ωηψ τηε εξτρεµελψ σιµ−
πλε σθυαρε ροοτ προγραµ οφ Χηαπτερ 4 γιϖεσ ψου αν ανσωερ αβουτ ασ
θυιχκλψ ασ δοεσ τηε ΧΟΡ∆ΙΧ ρουτινε ωιρεδ ιντο ψουρ χαλχυλατορ.

4. Φορ α δεταιλεδ ανδ χαρεφυλλψ δεϖελοπεδ βυτ ιντελλεχτυαλλψ δεµανδ−
ινγ συµµαρψ οφ ΧΟΡ∆ΙΧ προγραµµινγ, σεε τηε εξχελλεντ παπερ βψ
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Ριχηαρδ Παρρισ, �Ελεµενταρψ Φυνχτιονσ ανδ Χαλχυλατορσ,� αϖαιλαβλε
ον τηε ωεβ φροµ math.exeter.edu/rparris/peanut/cordic.

pdf or www.swarthmore.edu/NatSci/smaurer1/Math6B/

Readings/calculatorsParris-rev.pdf.
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10
ΓΡΑΠΗΙΝΓ

Α πιχτυρε ισ ωορτη µορε τηαν τεν τηουσανδ ωορδσ.

�Χηινεσε προϖερβ

Γραπηιχ χαλχυλατορσ οφφερ υσερσ τηε οππορτυνιτψ το πιχτυρε χοµπλεξ φυνχ−
τιονσ ανδ ιν τηε προχεσσ το γαιν σιγνι⇒χαντ ινσιγητσ ιντο τηειρ µεανινγ.
Χονσιδερ ιν τηισ ρεγαρδ ϕυστ ονε εξαµπλε. Τηε ⇒σηλικε χολλεχτιον οφ τριγονο−
µετριχ φυνχτιον γραπησ ιν Φιγυρε 10.1 ισ εασιλψ δραων ανδ µοδι⇒εδ.1

Τηισ χηαπτερ ισ νοτ, ηοωεϖερ, αβουτ δραωινγ χοµπλεξ γραπησ. Ιτ ισ
ινστεαδ αβουτ ηοω ψου χαν µαναγε ψουρ χαλχυλατορ�σ σχρεεν τηρουγη σιµπλε
προγραµσ. Ιν δοινγ σο, ψου ωιλλ γαιν ινσιγητ ιντο ηοω ελεχτρονιχ ενγινεερσ
προγραµ ψουρ χαλχυλατορ�σ γραπηιχσ κεψσ το περφορµ τηειρ τασκσ. Αγαιν ωε
ωιλλ µαναγε τηε σχρεεν οφ τηε ΤΙ−84 ασ αν εξαµπλε, βυτ τηε µαναγεµεντ
οφ οτηερ γραπηινγ χαλχυλατορσ ισ σιµιλαρ.

ΤΗΕ ΧΑΛΧΥΛΑΤΟΡ ΣΧΡΕΕΝ

Λικε ψουρ τελεϖισιον σχρεεν, ψουρ χαλχυλατορ σχρεεν ισ µαδε υπ οφ ηυνδρεδσ
οφ λιττλε σθυαρεσ χαλλεδ πιξελσ (πιχτυρε ελεµεντσ). Εϖερψτηινγ τηατ ισ ρεπορτεδ
ον ψουρ σχρεεν�νυµβερσ, προγραµ λινεσ, γραπησ, ανδ εϖεν ωορδσ�ισ

1Ψου χαν οβταιν τηισ χοµπλεξ πιχτυρε ον α ΤΙ−84 χαλχυλατορ βψ αδϕυστινγ ψουρ χαλχυλατορ�σ

ΩΙΝ∆ΟΩ το 0 ≤ X ≤ 3.8 ανδ −1 ≤ Y ≤ 1; χηανγινγ ψουρ ανγλε µεασυρε ιν ΜΟ∆Ε το

Radian; σεττινγ ‘‘FORMAT’’ το AxesOff; κεψινγ 12 ΣΤΟ> N ; εντερινγ τηε φολλοωινγ

τηρεε εθυατιονσ ιν Ψ=: Y = σιν(X), Y = − σιν(X) ανδ Y = σιν(X) σιν(NX); ανδ ⇒ναλλψ

κεψινγ ΓΡΑΠΗ. Το µοδιφψ τηε στριπινγ ον τηε �⇒ση�, ψου χαν χηανγε τηε ϖαλυε οφ N βψ

στορινγ α νεω ϖαλυε ιν τηατ ϖαριαβλε.

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ. 163
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Φιγυρε 10.1

σηοων βψ δαρκενινγ (ανδ ιν σοµε χαλχυλατορσ ασ ιν χοµπυτερσ ανδ Τς
σχρεενσ, χολορινγ) τηοσε πιξελσ.

Τηε ΤΙ−84 σχρεεν ηασ 5985 οφ τηοσε πιξελσ, 95 αχροσσ βψ 63 δοων.
Ψου χαν αχχεσσ τηοσε πιξελσ βψ υσινγ τηε �DRAW� Points µενυ. Ωε ωιλλ
βεγιν βψ υσινγ ονλψ τηε χοµµανδ Pxl-On φροµ τηατ µενυ, βεχαυσε τηατ ισ
τηε τοολ τηατ παραλλελσ ωηατ χαλχυλατορ ενγινεερσ υσε το βυιλδ ινχρεασινγλψ
χοµπλεξ σχρεεν ιµαγεσ. Pxl-On δοεσ ϕυστ ωηατ ιτ σαψσ: ιτ δαρκενσ ϕυστ
ονε οφ τηοσε 5985 πιξελσ.

Υνφορτυνατελψ, ιν ωηατ α χοµπυτερ σχιεντιστ φριενδ χαλλσ ονε οφ τηε γρεατ
βλοοπερσ οφ χαλχυλατορ ενγινεερινγ, τηε πιξελσ αρε ρεφερρεδ το βψ (ροω,

χολυµν) ανδ τηεψ αρε νυµβερεδ φροµ τηε υππερ λεφτ χορνερ οφ τηε σχρεεν
δοων ανδ το τηε ριγητ. Ιν τηε ΤΙ−84 τηε ροωσ αρε νυµβερεδ φροµ 0 το 62
δοων ανδ τηε χολυµνσ αρε νυµβερεδ 0 το 94 αχροσσ (σεε Φιγυρε 10.2).2

Τηισ ισ α νεαρ−χοµπλετε µισµατχη ωιτη ουρ υσυαλ (x, y) χοορδινατε σψστεµ.
Τηινγσ ωουλδ βε εασιερ ιφ τηε σχρεεν χονφορµεδ το ουρ νορµαλ X, Y

οριεντατιον ωιτη τηε x αξισ ρυννινγ το τηε ριγητ ανδ τηε y αξισ υπ. Ιφ ωε
λοχατε ουρ οριγιν ιν τηε λοωερ λεφτ χορνερ, ωε ωουλδ λικε τηε χοορδινατεσ
το βε ιν τηε φορµατ σηοων ιν Φιγυρε 10.3.

Ωηατ τηισ µεανσ ισ τηατ α τρανσφορµατιον ισ αλωαψσ νεχεσσαρψ ιν ορδερ το
ρεοριεντ τηε (X, Y ) χοορδινατεσ ιν ορδερ το πλαχε τηεµ ον τηε πιξελ σχρεεν.
Ιν αλµοστ εϖερψτηινγ ψου δο ωιτη πιξελσ, ψου νεεδ το χονϖερτ φροµ (X, Y )

2Οτηερ σχρεενσ διφφερ. Φορ εξαµπλε, τηε ΧΑΣΙΟ ΧΦΞ−9850 ηασ 64 ροωσ ανδ 128 χολυµνσ

νυµβερεδ φροµ (0,0) το (63,127); τηυσ ιτ ηασ 8192 πιξελσ. Βυτ ιτ, τοο, ισ οριεντεδ (ροω,

χολυµν) ανδ φροµ τοπ το βοττοµ. Τηε ΤΙ−92 σχρεεν ισ λαργερ, 105 ροωσ βψ 240 χολυµνσ,

τηυσ ιτ ηασ 25200 πιξελσ.
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(62,94)

(0,94)

(62,0)

(0,0)

Φιγυρε 10.2 Πιξελ χοορδινατεσ.

(62,94)

(0,94)

(62,0)

(0,0)

Φιγυρε 10.3 Φιρστ θυαδραντ (X,Y ) χοορδινατεσ.

το (R, C), ωιτη R φορ ροω ανδ C φορ χολυµν. Ψου χαν αχχοµπλιση τηισ βψ
τωο προγραµ λινεσ:3

X STO> C

ανδ

62−Y STO> R.

Ψου χαν υσε τηεσε λινεσ ιν α προγραµ τηατ ωιλλ αλλοω ψου το πλαχε σινγλε
πιξελσ ον ψουρ χαλχυλατορ σχρεεν. Ηερε ισ συχη α προγραµ:

PROGRAM:PLOTXY

: Prompt X,Y

: X→C

: 62−Y→R

: Pxl−On(R,C)

Το πλαχε µανψ πιξελσ ον ψουρ σχρεεν, σιµπλψ υσε τηισ προγραµ οϖερ ανδ
οϖερ. Ιφ ψου ωιση το ερασε τηε σχρεεν, υσε �DRAW� ClrDraw.

Χλεαρλψ, ηοωεϖερ, ιτ ωουλδ τακε α λονγ τιµε το δεϖελοπ ιντερεστινγ δισ−
πλαψσ βψ ηαϖινγ το ρυν τηατ προγραµ το δαρκεν εαχη πιξελ. Ιτ τυρνσ ουτ τηατ

3Ιφ ψου αρε φολλοωινγ τηισ δισχυσσιον ωιτη α χαλχυλατορ, ψου σηουλδ χλεαρ ανψ γραπη

εθυατιονσ ψου ηαϖε εντερεδ.
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ωε χαν αχχοµπλιση ωηατ τηατ προγραµ δοεσ βψ υσινγ τηε σινγλε ινστρυχτιον
Pxl-On(62−Y,X) ωιτηουτ εϖεν ωριτινγ α προγραµ.

Ωηατ ωε ηαϖε αχχοµπλισηεδ σο φαρ ισ το λοχατε ποιντσ ον τηε σχρεεν ασ
τηουγη τηε σχρεεν ρεπρεσεντεδ τηε ⇒ρστ θυαδραντ οφ α γραπη. Συπποσε τηατ
ψου ωαντ ινστεαδ το πλοτ τηε ποιντσ ωιτη τηε οριγιν ατ τηε χεντερ οφ τηε
σχρεεν. Το δο σο, ψου χαν σιµπλψ ρεπλαχε τωο λινεσ οφ τηατ προγραµ

: X→C

: 62−Y→R

ωιτη

: 47+X→C

: 31−Y→R

ορ ωριτε τηατ σινγλε ινστρυχτιον Pxl−On(31−Y,47+X).

ΑΞΕΣ ΑΝ∆ ΣΧΑΛΕΣ

Ιφ ψου δρεω τηοσε γραπησ ατ τηε βεγιννινγ οφ τηισ χηαπτερ, ψου υσεδ �FOR-
MAT� AxesOff. Λεαϖινγ τηατ σεττινγ, ψου χαν προγραµ ωηατ χορρεσπονδσ
το τηε ινστρυχτιον AxesOn ψουρσελφ, βεχαυσε ψου χαν υσε τηε Pxl-On χοµ−
µανδ το δραω τηοσε αξεσ. Ψου χαν αλσο αδδ σχαλεσ. Το χαρρψ ουτ τηεσε τασκσ,
χλεαρλψ ψου µυστ τυρν ον µανψ πιξελσ, ανδ προγραµµινγ ωιλλ αχχοµπλιση
τηισ. For λοοπσ προϖε υσεφυλ ηερε.

Ιν δοινγ τηισ, ψου δον�τ ηαϖε το βοτηερ ωιτη χηανγινγ (X, Y ) το (R, C)
χοορδινατεσ. Ψου χαν σιµπλψ υσε τηε οριγιναλ ροω, χολυµν (R, C) φορµατ
οφ τηε σχρεεν.4 Ωηατ ψου ωαντ το δο ισ το τυρν ον τηε πιξελσ ιν τηε µιδδλε
ροω ανδ τηε µιδδλε χολυµν οφ τηε σχρεεν. Τηε µιδδλε ροω ισ τηε 31στ ροω
(31 λινεσ, 0�30 αβοϖε; 31 λινεσ, 32�62 βελοω), ανδ τηε µιδδλε χολυµν ισ
τηε 47τη χολυµν (47 λινεσ, 0�46 το τηε λεφτ; 47 λινεσ, 48�94 το τηε ριγητ).

Ηερε ισ α προγραµ τηατ ωιλλ δραω τηεσε αξεσ:

PROGRAM:AXES

: ClrDraw

: For(C,0,94)

: Pxl−On(31,C)
: End

: For(R,0,62)

: Pxl−On(R,47)
: End

4Τηισ ωαψ ψου αλσο δον�τ ηαϖε το ωορρψ αβουτ ωηατ χοορδινατεσ αρε σετ ιν ψουρ χαλχυλατορ�σ

ΩΙΝ∆ΟΩ.
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Φιγυρε 10.4 AXES ουτπυτ.

Τηατ προγραµ τυρνσ ον αλλ 94 πιξελσ αχροσσ ροω 31 ανδ αλλ 63 πιξελσ δοων
αλονγ χολυµν 48. Ουτπυτ οφ τηισ προγραµ ισ ρεπρεσεντεδ ιν τηε σχρεεν
σηοων ιν Φιγυρε 10.4.

Ψου χαν νοω σπαχε σινγλε πιξελσ αλονγ εαχη οφ τηεσε αξεσ το µαρκ οφφ
α σχαλε. Τηεσε πιξελσ αρε ιν τηε ροω αβοϖε ανδ τηερεφορε ονε λεσσ τηαν
τηατ οφ τηε X αξισ (τηυσ τηε 30τη ροω) ανδ τηε χολυµν το τηε ριγητ ανδ
τηερεφορε ονε µορε τηαν τηε Y αξισ (τηυσ τηε 48τη χολυµν). Ψου χαν αδδ
τωο µορε For λοοπσ το τηε PROGRAM:AXES το δο τηισ. Ηερε ισ τηε φυλλ
προγραµ:

PROGRAM:AXSCALE

: ClrDraw

: For(C,0,94)

: Pxl−On(31,C)
: End

: For(R,0,62)

: Pxl−On(R,47)
: End

: For(C,0,18)

: Pxl−On(30,2+5C)
: End

: For(R,0,12)

: Pxl−On(1+5R,48)
: End

Τηατ προγραµ πλαχεσ α σχαλε ποιντ εϖερψ 5 πιξελσ. Χλεαρλψ, µινορ µοδι⇒−
χατιονσ οφ τηατ προγραµ ωουλδ σπαχε τηε σχαλε διφφερεντλψ.
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Φιγυρε 10.5 AXSCALE ουτπυτ.

ΒΥΙΛ∆ΙΝΓ ΟΝ ΤΗΕΣΕ ΒΑΣΙΧΣ

Θυαλιτψ προγραµµινγ ρελιεσ ηεαϖιλψ ον εφ⇒χιενχψ. Ωηεν ψου ωορκ ατ
τηε ϖερψ βασιχ λεϖελ ασ ψου ηαϖε ιν τηε λαστ σεχτιον, τηινγσ βεγιν ϖερψ
ινεφ⇒χιεντλψ. Φορ εξαµπλε, ψου ωουλδ νοτ ωαντ το ηαϖε το αδδ αλλ τηοσε
λινεσ οφ τηε προγραµ AXSCALE (σεε ουτπυτ γραπη ιν Φιγυρε 10.5) το εϖερψ
γραπη ον ωηιχη ψου ωαντεδ αξεσ ανδ σχαλεσ το αππεαρ. Ωηατ προγραµµερσ
δο, τηεν, ισ το µακε AXSCALE α συβρουτινε το βε χαλλεδ υπ αυτοµατιχαλλψ.

Προγραµ λινεσ λικε τηοσε οφ AXSCALE αρε τηερεφορε βυιλτ ιντο �FORMAT�
AxesOn. Τηε λοχατιον οφ τηοσε αξεσ, ωηιχη ψου χουλδ ηαϖε χηανγεδ βψ
µοδι⇒χατιονσ οφ τηε AXSCALE προγραµ, ισ τηεν χοντρολλεδ βψ χηανγινγ
τηε ρανγεσ ψου χηοοσε φορ X ανδ Y ιν ΩΙΝ∆ΟΩ. Τηισ µενυ αλσο αλλοωσ
µοδι⇒χατιον οφ τηε σχαλεσ ον ψουρ αξεσ.

Ψου χαν µακε γραπησ αππεαρινγ ον ψουρ σχρεεν χονφορµ το τηε (X, Y )
πιξελ χοορδινατεσ ωε ηαϖε βεεν υσινγ ιν τηε AXSCALE προγραµ βψ σεττινγ
�FORMAT� AxesOn ανδ ιν ΩΙΝ∆ΟΩ σεττινγ −47 ≤ X ≤ 47, −31 ≤ Y ≤
31, ανδ βοτη X ανδ Y σχαλεσ το 5.

Τηε χοµµανδ Pt-On βυιλδσ ον τηε Pxl-On χοµµανδ ασ ωελλ ασ ον τηε
σχαλε ψου ιµπλεµεντεδ (ωηιχη ωασ ιτσελφ βασεδ ον τηε Pxl-On ινστρυχτιον).
Ωηεν ψου υσε τηε Pt-On χοµµανδ, ψου αρε ωορκινγ ωιτη ρεγυλαρ (X, Y )
χοορδινατεσ. ϑυστ ασ τηε αξεσ ανδ σχαλε αρε βυιλτ ιντο τηε AxesOn σεττινγ,
τηε τρανσλατιονσ φροµ (ροω, χολυµν) τηατ ωε ηαϖε σηοων αρε βυιλτ ιντο τηε
Pt-On ινστρυχτιον βψ ψουρ χαλχυλατορ�σ ιντερναλ υσε οφ α συβρουτινε.

Τηεσε ρεπρεσεντ, οφ χουρσε, ονλψ τηε ⇒ρστ στεπσ ιν τηισ προχεσσ οφ βυιλδ−
ινγ χοµπλεξ στρυχτυρεσ φροµ σιµπλερ βασιχσ. Βυτ ψου αρε σεεινγ ιν τηεσε
δεϖελοπµεντ σταγεσ ωηατ γοεσ ον τηρουγηουτ χαλχυλατορ ανδ χοµπυτερ προ−
γραµ δεϖελοπµεντ. Ψουρ ωορδ προχεσσορ, φορ εξαµπλε, ωιτη αλλ ιτσ βελλσ
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ανδ ωηιστλεσ, ισ αλσο βυιλτ υπ ιν τηε σαµε ωαψ�βψ τυρνινγ ον ινδιϖιδυαλ
σχρεεν πιξελσ.

∆ΡΑΩΙΝΓ ΓΡΑΠΗΣ

Ψου ηαϖε σεεν ηοω τηατ ονε πριµιτιϖε ινστρυχτιον προϖιδεσ τηε βασισ φορ
οργανιζινγ ψουρ σχρεεν ανδ πλοττινγ ποιντσ ωιτη X�Y χοορδινατεσ. Νοω
λετ�σ σεε ηοω γραπησ αρε δραων. Χονσιδερ τηε φολλοωινγ προγραµ τηατ
δραωσ τηε γραπη οφ Y = X/3:5

PROGRAM:LINE

: ClrDraw

: For(X,−47,47)
: X/3→Y

: Pt−On(X,Y)
: End (For)

Το ρυν τηισ προγραµ ασ ωριττεν, ψου µυστ µακε τηε χηανγεσ ιν ΩΙΝ∆ΟΩ
ανδ �FORMAT� τηατ ωερε δεσχριβεδ νεαρ τηε ενδ οφ τηε λαστ σεχτιον.

Νοω λετ�σ σεε ωηατ τηατ προγραµ ωιλλ δο. Εαχη τιµε τηε For λοοπ ισ
ρυν, ιτ προδυχεσ α ποιντ παιρ τηατ ισ πλοττεδ. Ιτ δοεσ τηισ ραπιδλψ, βυτ ψου
χαν σεε τηε λινε βεινγ φορµεδ ιφ ψου ρυν τηε προγραµ. Ηερε αρε α φεω οφ
τηοσε παιρσ:

X Y

−47 −152
3

−46 −151
3−45 −15

−44 −142
3

−43 −141
3

Χλεαρλψ, τηοσε Y ϖαλυεσ ποσε α προβλεµ. Ψου χαννοτ πλοτ α πιξελ ωιτη
χοορδινατεσ (−47,−152

3
). Τηε χοορδινατεσ µυστ ηαϖε ιντεγερ ϖαλυεσ. Ιφ ψου

ρυν τηε προγραµ, ψου ωιλλ σεε τηατ τηε γραπη ισν�τ τηε σµοοτη λινε τηατ ψου
σηουλδ εξπεχτ φορ τηε λινεαρ φυνχτιον, Y = X/3. Ινστεαδ ιτ ισ α χολλεχτιον
οφ σηορτ ηοριζονταλ σεγµεντσ.

Λοοκ χλοσελψ ατ τηοσε ποιντσ ιν Φιγυρε 10.6, ανδ ψου ωιλλ σεε τηατ τηεψ
αρε ρουνδεδ το τηε νεαρεστ ιντεγερ. Τηυσ τηε πλοτ ισ ρεαλλψ:

5Λεαϖε ψουρ ΩΙΝ∆ΟΩ σεττινγσ −47 ≤ X ≤ 47, −31 ≤ Y ≤ 31 ανδ βοτη X ανδ Y σχαλεσ

το 5. Ηοωεϖερ, ψου χαν χηανγε �FORMAT� το AxesOn.
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Φιγυρε 10.6 Y = X/3 γραπη.

X Y

−47 −16
−46 −15
−45 −15
−44 −15
−43 −14

Ψου µαψ σεε ηοω τηισ ισ ωορκινγ νεαρερ τηε οριγιν ωηερε ψου ηαϖε ϖαλυεσ
λικε:

X Y

0 0

1 1
3

2 2
3

3 1

4 11
3

5 12
3

ωηιχη τρανσλατε το

X Y

0 0
1 0
2 1
3 1
4 1
5 2



∆ΡΑΩΙΝΓ ΓΡΑΠΗΣ 171

Ιτ σηουλδ βε χλεαρ τηατ ονε προγραµ λινε τηατ ισ βυιλτ ιντο τηε χαλχυλα−
τορ�σ γραπηιχσ προγραµ ισ ΜΑΤΗ round. Ιν φαχτ, ιφ ψου αδδ τηε στεπ το
PROGRAM:LINE

PROGRAM:LINE

: ClrDraw

: For(X,−47,47)
: X/3→Y

: round(Y)→Y

: Pt-On(X,Y)

: End (For)

ψου ωιλλ δραω εξαχτλψ τηε σαµε γραπη, ηαϖινγ δονε τηε χαλχυλατορ�σ ωορκ
φορ ιτ.

Ψου χαν δεµονστρατε το ψουρσελφ τηατ τηισ ισ ωηατ ψουρ χαλχυλατορ δοεσ
βψ χλεαρινγ ψουρ γραπη, υσινγ Ψ= το εντερ τηε σινγλε εθυατιον, Y = X/3,
ανδ κεψινγ ΓΡΑΠΗ. Ψουρ ρεσυλτινγ γραπη ωιλλ αππεαρ ϕυστ λικε ωηατ ψου
δρεω ωιτη ψουρ προγραµ.

Ψουρ χαλχυλατορ ινχλυδεσ σοµε αδδιτιοναλ σµοοτηινγ ρουτινεσ. Ψου χαν
σεε ονε οφ τηεµ ιφ ψου ⇒ρστ χλεαρ τηε Y = X/3 εθυατιον ψου ηαϖε εντερεδ
ιν Ψ=, τηεν ρυν τηε προγραµ:

PROGRAM:QUAD

: ClrDraw

: For(X,−47,47)
: X2/30−25→Y

: Pt−On(X,Y)
: End (For)

Νοω γο βαχκ το Ψ=, εντερ τηε φυνχτιον Y = X2/30 − 15, ανδ πρεσσ
ΓΡΑΠΗ. Τηισ ωιλλ γιϖε ψου βοτη παραβολα γραπησ ον τηε σαµε σχρεεν (σεε
Φιγυρε 10.7) φορ χοµπαρισον ωιτη ψουρ προγραµµεδ γραπη βελοω τηε ονε
οβταινεδ βψ τηε χαλχυλατορ ρουτινε. Αωαψ φροµ τηε Y αξισ ψουρ γραπη ηασ
γαπσ βετωεεν τηε πλοττεδ πιξελσ. Τηε χαλχυλατορ−προδυχεδ γραπη ηασ αδδεδ
ιντερµεδιατε πιξελσ το µακε ιτ αππεαρ τηατ ψου ηαϖε α χοντινυουσ χυρϖε.
Ωηεν ψου δον�τ φοχυσ ον τηε δεταιλ οφ τηισ σχρεεν ασ ωε αρε, τηε γραπη
αππεαρσ χοντινυουσ. Ψουρ προγραµ ηασ νοτ δονε τηισ βεχαυσε ιτ χαννοτ
προδυχε τωο Y ϖαλυεσ φορ τηε σαµε X. Βυτ λοοκ χλοσελψ ατ τηε χαλχυλατορ−
προδυχεδ γραπη ανδ ψου ωιλλ σεε τηατ ιτ φαιλσ τηε στανδαρδ ϖερτιχαλ λινε τεστ
φορ α φυνχτιον ωηεν ιτ δισπλαψσ σεϖεραλ πιξελσ ϖερτιχαλλψ αλιγνεδ.6

6Τηισ τεστ ρεθυιρεσ τηατ ανψ φυνχτιον βε ιντερσεχτεδ ιν ατ µοστ ονε ποιντ βψ ανψ ϖερτιχαλ

λινε. Ιτ ισ βασεδ ον τηε ρεθυιρεµεντ τηατ, φορ εϖερψ X βελονγινγ το α φυνχτιον f , ιτσ ιµαγε,

f (X), ισ υνιθυε.
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Φιγυρε 10.7 Τωο θυαδρατιχ γραπησ.

Φιγυρε 10.8 Y = 3X.

Ψου ωιλλ σεε τηισ ιν εϖεν µορε εξτρεµε φορµ ιφ ψου υσε ψουρ χαλχυλατορ
το γραπη Y = 3X ασ ιν Φιγυρε 10.8.

Ψου µιγητ τηινκ τηατ τηισ ισ σιµπλψ σολϖεδ βψ χηανγινγ ψουρ σχαλεσ.
Ψου χαν τεστ τηισ βψ χηανγινγ τηε χοορδινατε σψστεµ ιν ΩΙΝ∆ΟΩ. Ψου
µιγητ τρψ, φορ εξαµπλε, χηανγινγ το −5 ≤ X ≤ 5 ανδ −5 ≤ Y ≤ 5 ωιτη
σχαλεσ βοτη 1. Τηατ ωουλδ γιϖε τηε σχρεεν σηοων ιν Φιγυρε 10.9.

Τηισ νοτ ονλψ δοεσν�τ σολϖε ψουρ προβλεµ βυτ αλσο διστορτσ ψουρ σχρεεν.
Τηε ρεασον ισ τηατ τηε σχρεεν ισ ωιδερ τηαν ιτ ισ ηιγη. Λοοκ ατ τηε σχαλεσ ον
τηε αξεσ, ανδ ψου ωιλλ σεε τηατ τηεψ διφφερ. Τηισ ισ σοµετηινγ τηατ σηουλδ
αλωαψσ χονχερν ψου ωηεν ψου αρε γραπηινγ. Σινχε τηε νυµβερ οφ πιξελσ
ηοριζονταλλψ ισ 95 ανδ ϖερτιχαλλψ ισ 63, τηειρ ρατιο ισ χλοσε το 3 : 2. Φορ τηατ
ρεασον ωε µιγητ βεττερ τρψ −6 ≤ X ≤ 6 ανδ −4 ≤ Y ≤ 4.
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Φιγυρε 10.9 Y = 3X, σχαλε χηανγεδ.

Φιγυρε 10.10 Y = 3X, σχαλε χηανγεδ ονχε µορε.

Συρπρισε! Ψου γετ εξαχτλψ τηε σαµε γραπη (σεε Φιγυρε 10.10) τηατ ψου
οβταινεδ ωηεν ψου ⇒ρστ δρεω Y = 3X�εξχεπτ φορ τηε σχαλε µαρκινγσ.
Βυτ τηινκ αβουτ τηισ. Τηε γραπη Y = 3X ηασ σλοπε 3 ανδ, ασ Φιγυρε 10.11
σηοωσ, τηατ µεανσ τηατ τανA = 3 ανδ A = ταν−1 3 ορ A = 71◦. Τηυσ, σο
λονγ ασ ψου ηαϖε εθυαλλψ σπαχεδ X ανδ Y σχαλεσ, ψου ωιλλ αλωαψσ ηαϖε
τηισ κινδ οφ γραπηινγ προβλεµ ατ λεαστ ωιτη τηισ εθυατιον. Ονλψ �νιχε�
εθυατιονσ λικε Y = X ανδ Y = 5 αϖοιδ τηισ κινδ οφ προβλεµ.

Βε συρε τηατ ψου υνδερστανδ ωηατ ισ ηαππενινγ ηερε. Ωηενεϖερ ψου
ασκ ψουρ χαλχυλατορ το γραπη αν εθυατιον, ψουρ χαλχυλατορ δοεσ ωηατ ψου
προβαβλψ διδ ωηεν ψου ⇒ρστ στυδιεδ γραπηινγ υσινγ γραπη παπερ. Ιντερναλλψ
ιτ φορµσ α ταβλε οφ χορρεσπονδινγ X ανδ Y ϖαλυεσ ανδ τηεν πλοτσ τηε
ινδιϖιδυαλ ποιντσ. Υνλικε ψου, ηοωεϖερ, τηε χαλχυλατορ χονστρυχτσ τηατ ταβλε



174 ΓΡΑΠΗΙΝΓ

3

1
C

B

A

Φιγυρε 10.11

Φιγυρε 10.12 Τηε γραπη οφ Y = +2/3
√

36 − X2.

φορ αλλ 95 X ϖαλυεσ, νο µαττερ ωηατ τηε σχαλε; χαλχυλατεσ τηε χορρεσπονδινγ
Y ϖαλυεσ; ανδ πλοτσ εαχη (X, Y ) ποιντ, υσινγ ρουνδινγ ιν τηε προχεσσ το
µακε τηε ποιντσ ⇒τ ον ωηολε−νυµβερ πιξελσ.

Τηατ ισ ωηψ, φορ εξαµπλε, ψου χαννοτ ασκ ψουρ χαλχυλατορ το
πλοτ τηε ελλιπσε 4x2 + 9y2 = 144 διρεχτλψ. Ινστεαδ, ψου µυστ σολϖε

τηισ εθυατιον φορ y το γιϖε y = ±2/3
√

36 − x2 ανδ τηεν σεπαρατελψ

πλοτ Y = +2/3
√

36 − X2 ασ ιν Φιγυρε 10.12 ανδ σεπαρατελψ δραω Y =
−2/3

√
36 − X2 ασ ιν Φιγυρε 10.13 το προδυχε τηε σινγλε γραπη οφ τηε

ελλιπσε ιν Φιγυρε 10.14.
Ρεαδερσ σηουλδ νοτ τακε τηεσε χοµµεντσ ασ χριτιχισµσ οφ τηε ενγινεερσ

ωηο προγραµ τηεσε χαλχυλατορσ, βυτ ρατηερ ασ ινσιγητσ ιντο τηε κινδ οφ
προβλεµσ τηεψ φαχε ωηεν δεαλινγ ωιτη τηε ⇒νιτε νυµβερ οφ πιξελσ ον α
χαλχυλατορ σχρεεν. Ψου αρε µιστακεν ιφ ψου τηινκ τηατ τηεσε προβλεµσ αρε
σολϖεδ σιµπλψ βψ ηαϖινγ βιγγερ σχρεενσ ωιτη µορε πιξελσ. Τηε προβλεµσ
αρε τηε γραπηιχ εθυιϖαλεντ οφ ουρ ιναβιλιτψ το εξπρεσσ ιρρατιοναλ νυµβερσ
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Φιγυρε 10.13 Τηε γραπη οφ Y = −2/3
√

36 − X2.

Φιγυρε 10.14 Τηε 4X2 + 9Ψ2 = 144 ελλιπσε.

βψ τερµινατινγ δεχιµαλσ. Τηε ελεχτρονιχ ενγινεερσ ωηο δεϖισε τηε ωον−
δερφυλ προγραµσ τηατ δριϖε χαλχυλατορσ ανδ χοµπυτερσ ηαϖε ηαδ το αδοπτ
οχχασιοναλ χοµπροµισεσ λικε τηεσε.





ΑΠΠΕΝ∆ΙΞΕΣ





ΑΠΠΕΝ∆ΙΞ Α

Α ΠΡΙΜΕΡ ΟΝ ΠΡΟΓΡΑΜΜΙΝΓ

Τηερε αρε α νυµβερ οφ προγραµµαβλε γραπηινγ χαλχυλατορσ, εαχη ωιτη
ιτσ οων ιδιοσψνχρασιεσ. Τηε προγραµσ ιν τηισ βοοκ αρε δεσιγνεδ φορ τηε
Τεξασ Ινστρυµεντσ ΤΙ−84 σεριεσ ανδ τηε εαρλιερ ΤΙ−83 σεριεσ (σεε αλσο
Φιγυρε Α.1),1 αλλ ωιδελψ υσεδ χαλχυλατορσ, βυτ τηεψ διφφερ ιν µινορ ωαψσ
εϖεν φροµ οτηερ Τεξασ Ινστρυµεντσ χαλχυλατορσ λικε τηε ΤΙ−89 ανδ ΤΙ−92.

∆εσπιτε τηοσε µινορ διφφερενχεσ, προγραµµινγ α χαλχυλατορ, ινχλυδινγ,
φορ εξαµπλε, νοτ ονλψ οτηερ ΤΙ χαλχυλατορσ βυτ αλσο χαλχυλατορσ συχη ασ
τηοσε οφ τηε Χασιο ΦΞ σεριεσ, ισ α ϖερψ στραιγητφορωαρδ τασκ. Ρεαδερσ οφ
τηισ βοοκ ωηο υσε τηοσε οτηερ χαλχυλατορσ ωιλλ ⇒νδ τηειρ προγραµσ το βε
εσσεντιαλλψ τηε σαµε.2

Ωηατ ψου νεεδ το δο ιφ ψου γετ στυχκ ισ λοοκ ηερε ορ ιν ψουρ χαλχυλατορ
µανυαλ φορ γυιδανχε.

Αλλ τηε φολλοωινγ ινστρυχτιονσ ασσυµε τηατ ψου κνοω ηοω το υσε ψουρ
χαλχυλατορ το χαρρψ ουτ οπερατιονσ�φορ εξαµπλε, 3 ∗ 5 ΕΝΤΕΡ το µυλτιπλψ

3 βψ 5, 5 ξ2 ΕΝΤΕΡ το σθυαρε 5, ανδ λογ 5) ΕΝΤΕΡ το δετερµινε τηε
λογαριτηµ οφ 5.

1Τηε ΤΙ−84 σεριεσ ινχλυδεσ τηε τηε ΤΙ−84 Πλυσ ανδ τηε ΤΙ−84 Πλυσ Σιλϖερ Εδιτιον. Τηε ΤΙ−83

σεριεσ ισ σιµιλαρ. Τηισ αππενδιξ αππλιεσ το αλλ οφ τηεσε χαλχυλατορσ.
2Συππλεµεντσ αρε αϖαιλαβλε φορ φρεε δοωνλοαδ το µοδιφψ τηισ αππενδιξ ανδ

τηε προγραµσ οφ τηισ τεξτ φορ οτηερ χαλχυλατορσ. Ψου µαψ οβταιν τηεµ φροµ

www.buffalo.edu/∼insrisg/InsideYourCalculator.htm. Τηισ ωεβσιτε αλσο

ινχλυδεσ οτηερ µατεριαλσ συιταβλε φορ αλλ ρεαδερσ οφ τηισ βοοκ.

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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Φιγυρε Α.1 Τηε ΤΙ−84 Πλυσ Σιλϖερ Εδιτιον.

ΥΣΕΦΥΛ ΚΕΨΣ

Τηερε αρε σεϖεραλ κεψσ τηατ αρε οφ γενεραλ υσε ιν ωορκινγ ωιτη ψουρ χαλ−
χυλατορ. Λετ�σ γετ τηεµ ουτ οφ τηε ωαψ ⇒ρστ:

ΧΛΕΑΡ ερασεσ τηε σχρεεν ορ, ωηεν ψου αρε εδιτινγ α προγραµ, ερασεσ
τηε χυρρεντ προγραµ λινε.

∆ΕΛ ερασεσ τηε χυρρεντ χηαραχτερ ορ ινστρυχτιον. Ιτ αλσο ερασεσ α βλανκ
προγραµ λινε.

(−) Τηισ ισ α τρουβλεσοµε κεψ. Ψου µυστ βε χαρεφυλ το διστινγυιση,
εσπεχιαλλψ ιν προγραµσ, βετωεεν συβτραχτιον, ωηιχη υσεσ τηε − κεψ, ανδ
νεγατιϖε νυµβερσ, ωηιχη υσε τηε (−) κεψ. Τηυσ ψου ωουλδ ωριτε 5 − 3,

βυτ (−) 3 + 5.3

Τηε σχρολλινγ κεψσ. Νεαρ τηε υππερ ριγητ αρεα οφ ψουρ κεψβοαρδ ισ α
γρουπ οφ κεψσ µαρκεδ ωιτη αρροωηεαδσ ορ τριανγλεσ ποιντινγ λεφτ, ριγητ,
υπ, ανδ δοων. Τηεσε κεψσ αρε υσεφυλ ιν µοϖινγ φροµ λινε το λινε ανδ βαχκ
ανδ φορτη ωιτηιν λινεσ ον ψουρ σχρεεν.

2νδ φολλοωεδ βψ α κεψ γιϖεσ ψου τηε λεφτ−ηανδ ινστρυχτιον αβοϖε τηε
κεψ. Τηρεε εξαµπλεσ: το αχχεσσ τηε ινστρυχτιον QUIT, πρεσσ 2νδ, τηεν
ΜΟ∆Ε; το ωριτε τηε ϖαλυε οφ π το ψουρ σχρεεν, πρεσσ 2νδ, τηεν ∧; ανδ

3Στανδαρδ υσαγε δοεσ νοτ µακε τηισ διστινχτιον. Ονλψ ιν προγραµσ ωιλλ τηισ βοοκ υσε τηε

ραισεδ µινυσ σιγν, ασ ιν −3, ωηιχη ισ τηε ωαψ συχη νυµβερσ ωιλλ αππεαρ ον ψουρ χαλχυλατορ

σχρεεν, το ινδιχατε τηατ τηισ κεψ ισ το βε αππλιεδ.
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το τυρν ψουρ χαλχυλατορ οφφ, πρεσσ 2νδ, τηεν ΟΝ. (∆ον�τ πρεσσ τωο κεψσ ατ
τηε σαµε τιµε.)

ΑΛΠΗΑ ισ λικε 2νδ, βυτ ιτ γιϖεσ ψου τηε ριγητ−ηανδ ινστρυχτιον αβοϖε
τηε κεψ. Τηεσε αρε µοστλψ λεττερσ, ασ ψου ωουλδ εξπεχτ γιϖεν τηε ναµε
οφ τηε κεψ. Ιφ ψου ωαντ το τψπε αν �Α�, φορ εξαµπλε, πρεσσ ΑΛΠΗΑ τηεν
ΜΑΤΗ. Τηισ κεψ ωορκσ ονλψ φορ τηε χυρρεντ κεψ, τηεν ρεϖερτσ βαχκ το
νορµαλ οπερατιον. Το σηιφτ το τηισ φορµ φορ σεϖεραλ κεψσ ιν συχχεσσιον,
πρεσσ 2νδ, τηεν ΑΛΠΗΑ φορ A-LOCK; τηεν το σηιφτ βαχκ, πρεσσ ΑΛΠΗΑ.

ΜΟ∆Ε γιϖεσ ψου αχχεσσ το τηε ωαψ ψουρ χαλχυλατορ ισ φορµαττεδ. Ι
συγγεστ τηατ ψου λεαϖε αλλ βυτ ονε κεψ ιν τηε λεφτµοστ χολυµν δαρκενεδ.
Τηε εξχεπτιον ισ Degree. Το µακε α χηανγε, σχρολλ το τηε δεσιρεδ κεψ
ανδ πρεσσ ΕΝΤΕΡ. Ωηεν ψου αρε ⇒νισηεδ ωιτη τηισ σχρεεν, πρεσσ �ΘΥΙΤ�
(2νδ, τηεν ΜΟ∆Ε).

(Νοτατιον: Φροµ νοω ον Ι ωιλλ ωριτε α κεψ ϖαλυε τηατ ισ οβταινεδ βψ
2νδ ορ ΑΛΠΗΑ ιν θυοτεσ ανδ νο λονγερ γιϖε τηε κεψσ το οβταιν τηατ ϖαλυε.
Τηυσ ιν τηε ρεµαινδερ οφ τηισ αππενδιξ Ι ωιλλ ωριτε �A� ανδ νοτ προϖιδε
τηε ΑΛΠΗΑ−τηεν−ΜΑΤΗ−κεψ ρουτε το οβταιν τηατ ϖαλυε. Τηοσε βοξεσ ανδ
θυοτεσ φουνδ ιν τηε τεξτ ωιλλ νοτ αππεαρ ιν τηε αχτυαλ προγραµσ.)

�INS� ισ α ϖερψ υσεφυλ κεψ. Ιν νορµαλ εντρψ µοδε, ψου τψπε οϖερ αν
εντρψ. Φορ εξαµπλε, ιφ ψου µοϖε ψουρ χυρσορ το α 3 ανδ τψπε 2, τηε 2 ωιλλ
ρεπλαχε τηε 3. Το χηανγε το Ινσερτ µοδε, πρεσσ τηε �INS� κεψ. Νοω ωηατ
ψου τψπε ωιλλ βε ινσερτεδ. Φορ εξαµπλε, συπποσε αγαιν τηατ τηε χυρσορ ισ
ον α 3 ανδ ψου πρεσσ �INS� 2 7. Τηε 3 ωουλδ βε µοϖεδ το τηε ριγητ ανδ
τηε 27 ωουλδ αππεαρ ιν φροντ οφ ιτ ασ 273. Το αδδ α προγραµ λινε, υσε
�INS� ΕΝΤΕΡ ατ τηε βεγιννινγ οφ τηε λινε ψου ωιση το χρεατε. Ψου χαν
εξιτ τηισ µοδε βψ τψπινγ �INS� αγαιν ορ βψ µοϖινγ τηε χυρσορ.

�QUIT� ισ αλσο υσεφυλ ασ αν εξιτ ορ εσχαπε. Υνφορτυνατελψ ιτ ωιλλ τακε
ψου ουτ οφ α προγραµ τηατ ψου αρε εδιτινγ. Ιφ ψου υσε ιτ, τηεν, ψου µυστ
ρεαχχεσσ τηε προγραµ το χοντινυε. Τηισ ινστρυχτιον δοεσ νοτ ερασε ανψτηινγ
ανδ ιτ δοεσ νοτ τυρν ψουρ χαλχυλατορ οφφ.

Νοω ⇒ναλλψ ωε�ρε ρεαδψ το εντερ ανδ ρυν προγραµσ.

Α ΦΕΩ ΒΑΣΙΧ ΠΡΟΧΕ∆ΥΡΕΣ

Ηοω το Βεγιν Εντερινγ α Προγραµ

1. Πρεσσ ΠΡΓΜ.

2. Σχρολλ ριγητ τωιχε. Τηατ ωιλλ δαρκεν τηε ωορδ NEW ον ψουρ σχρεεν
ανδ σηοω βελοω ιτ 1:Create New.

3. Πρεσσ ΕΝΤΕΡ. Νοω ψουρ σχρεεν ρεαδσ PROGRAM ανδ ον τηε νεξτ
λινε Name=.
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4. Τψπε α σεριεσ οφ ονε το σεϖεν λεττερσ το δεσιγνατε ψουρ προγραµ.
Ψουρ χαλχυλατορ ισ αυτοµατιχαλλψ ιν A-LOCK µοδε, σο ψου δο νοτ
νεεδ το πρεσσ ΑΛΠΗΑ. Ιν φαχτ, ιφ ψου ωαντ το ινχλυδε νυµβερσ ιν
ψουρ προγραµ ναµε, πρεσσ ΑΛΠΗΑ το εξιτ τηατ αλπηαβετ φορµατ.

5. Ωηεν ψου ηαϖε ναµεδ ψουρ προγραµ, πρεσσ ΕΝΤΕΡ.

6. Τηε σχρεεν ωιλλ νοω σηοω ψουρ προγραµ ναµε ανδ βελοω ιτ ωιλλ
δισπλαψ α χολον, : .

7. Βεγιν τψπινγ ψουρ προγραµ λινεσ, πρεσσινγ ΕΝΤΕΡ εαχη τιµε ψου
⇒νιση αν ινστρυχτιον.

Ηοω το Λεαϖε α Προγραµ Ψου Ηαϖε Βεεν Εδιτινγ

1. Πρεσσ �QUIT�.

Ηοω το Ρυν α Προγραµ Εντερεδ ιν Ψουρ Χαλχυλατορ

1. Πρεσσ ΠΡΓΜ.

2. Σχρολλ δοων υντιλ ψου δαρκεν τηε προγραµ ψου ωιση το ρυν.

3. Πρεσσ ΕΝΤΕΡ. Νοω ψουρ σχρεεν ρεαδσ prgmNAME, ωιτη NAME

ρεπλαχεδ βψ τηε ναµε οφ τηε προγραµ ψου ωιλλ ρυν.

4. Πρεσσ ΕΝΤΕΡ αγαιν, ανδ τηε προγραµ ωιλλ ρυν. Ιφ ψουρ προγραµ ασκσ
ψου το εντερ α νυµβερ βψ δισπλαψινγ X=?, τψπε α νυµβερ φολλοωεδ βψ
ΕΝΤΕΡ. Ιφ ψουρ προγραµ στοπσ το δισπλαψ ινφορµατιον, το χοντινυε,
πρεσσ ΕΝΤΕΡ.

5. Ωηεν τηε προγραµ ισ ⇒νισηεδ, ιτ ωιλλ δισπλαψ �Done�.

Ηοω το Εντερ Προγραµ Λινεσ

1. Φορ µανψ εντριεσ, ψου µερελψ πρεσσ τηε αππροπριατε κεψσ ανδ τηε
ινστρυχτιον ωιλλ αππεαρ ον τηε σχρεεν. Φορ εξαµπλε, συπποσε τηατ ψου ωαντ

το εντερ τηε προγραµ λινε
√

(3)/2)→A, ψου ωουλδ τψπε �
√

� 3)/2

STO> �A�.

2. ∆ο νοτ σπελλ ουτ ινστρυχτιον ναµεσ λικε While ορ For. Τηεσε ινστρυχ−
τιονσ ανδ µανψ οτηερσ αρε φουνδ βψ πρεσσινγ ΠΡΓΜ αγαιν. (Ρεµεµβερ :
Ψου αρε αλρεαδψ ιν Προγραµ µοδε ωηεν ψου αρε εντερινγ προγραµ λινεσ.)
Τηρεε χατεγοριεσ αππεαρ: CTL, I/O, ανδ EXEC. CTL αλλοωσ ψου το σελεχτ
χοντρολ στρυχτυρεσ, ωηιχη ωιλλ βε δεσχριβεδ λατερ. Σεϖεν οφ τηεµ αππεαρ ον
ψουρ σχρεεν. Το χηοοσε ονε οφ τηεµ, σχρολλ δοων το ιτ (υσινγ τηε δοων
αρροω ον τηατ ρινγ οφ αρροωσ) ανδ πρεσσ ΕΝΤΕΡ ορ σιµπλψ τψπε τηε νυµ−
βερ οφ τηατ ινστρυχτιον. Ιφ ψου σχρολλ βεψονδ ινστρυχτιον 7 ψου ωιλλ ⇒νδ στιλλ
µορε, ινχλυδινγ ονε υσεδ θυιτε οφτεν: 8:Pause. Ιφ ψου σχρολλ ριγητ, ψου
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ωιλλ ρεαχη I/O. Τηεσε αρε ινπυτ ανδ ουτπυτ χοµµανδσ. Τηε ονλψ ονεσ
υσεδ ιν τηισ βοοκ αρε 2:Prompt ανδ 3:Disp. Τηε τηιρδ γρουπ, τηε EXEC

ινστρυχτιονσ, αρε νοτ υσεδ ιν τηισ βοοκ.

3. Πρεσσ τηε ΜΑΤΗ κεψ το ⇒νδ σοµε µατηεµατιχαλ φυνχτιονσ. Ιν τηισ
βοοκ ωε ηαϖε ονλψ υσεδ τηοσε λιστεδ υνδερ NUM. Τηεψ ινχλυδε 1:abs(

ανδ 5:int(.

4. Αν ιµπορταντ σετ οφ ρελατιονσ ισ το βε φουνδ βψ τψπινγ �TEST�. Τηε
ιτεµσ υνδερ TEST ινχλυδε =, <, ≥, ανδ σο ον. Υνδερ LOGIC ψου ωιλλ
⇒νδ and ανδ or, ωηιχη αρε αλσο υσεφυλ.

Ηοω το Εδιτ α Προγραµ

Πρεσσ ΠΡΓΜ, σχρολλ το Edit ανδ σχρολλ δοων το τηε προγραµ ναµε, πρεσσ
ΕΝΤΕΡ.

ΠΡΟΓΡΑΜ ΧΟΝΤΡΟΛ ΣΤΡΥΧΤΥΡΕΣ

Υνλεσσ οτηερωισε ινστρυχτεδ, α προγραµ προχεεδσ λινε βψ λινε ιν τηε ορδερ
τηε λινεσ ωερε εντερεδ. Χοντρολ στρυχτυρεσ (λιστεδ υνδερ CTL ωηεν ψου
πρεσσ ΠΡΓΜ ωηιλε εδιτινγ) χηανγε τηισ ορδερ οφ προγραµ οπερατιον ιν
σπεχι⇒χ ωαψσ, ορ στοπ προγραµ οπερατιον. Ιν τηισ βοοκ ωε ωιλλ υσε µανψ
οφ τηεσε κεψσ.

End Ασ ψου ωιλλ σεε ιν τηε φολλοωινγ εξαµπλεσ, τηισ ινστρυχτιον σενδσ
χοντρολ βαχκ το τηε πρεχεδινγ χοντρολ στρυχτυρε. Endσ αρε λικε χλοσινγ
παρεντηεσεσ. Ωηεν ονε λοοπ ισ εµβεδδεδ ινσιδε ανοτηερ, τηατ λοοπ�σ
End οχχυρσ ⇒ρστ.

If Τηισ ισ φολλοωεδ βψ α τεστ, φορ εξαµπλε, If X=5. Ωηεν τηε τεστ
ισ τρυε (ιν τηισ χασε ιφ X δοεσ εθυαλ 5), τηεν τηε φολλοωινγ σινγλε
προγραµ λινε ισ περφορµεδ. Ωηεν τηε τεστ ισ φαλσε, τηατ λινε ισ σκιππεδ.
(Νο Then ορ End ισ νεχεσσαρψ ιν τηισ χασε.)

If

Then

<προγραµ λινεσ>

End Σοµετιµεσ ψου ωαντ τηε If τεστ το γοϖερν µορε τηαν ονε λινε
οφ χοδε. Ιν τηατ χασε ωριτε τηοσε προγραµ λινεσ βετωεεν Then ανδ
End.
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If

Then

<προγραµ λινε(σ)>

Else

<προγραµ λινε(σ)>

End Ωηεν If ισ υσεδ ιν τηισ ωαψ, τηε προγραµ περφορµσ τηε Then

ινστρυχτιον(σ) ωηεν τηε τεστ ισ τρυε; τηε Else ινστρυχτιον ορ ινστρυχτιονσ
ωηεν τηε τεστ ισ φαλσε.

For Τηισ ισ α χουντινγ ινστρυχτιον. Ιτ αππλιεσ α σεριεσ οφ στεπσ ονε ατ α
τιµε ωιτηιν ινδιχατεδ λιµιτσ. Ηερε ισ αν εξαµπλε οφ α For λοοπ:

: 0 STO> N

: For (I,1,5)

: N+I STO> N

: End

Ιν τηισ εξαµπλε, βεφορε ωε εντερ τηε For λοοπ Ν ισ σετ εθυαλ το 0. Ηερε
τηερε ισ ονλψ ονε ινστρυχτιον βετωεεν For ανδ End, βυτ τηερε χουλδ ηαϖε
βεεν µανψ.

Τηε For ινστρυχτιον οφ τηισ εξαµπλε, For (I,1,5), εσταβλισηεσ α ϖαρι−
αβλε, Ι, τηατ ωιλλ τακε ον τηε ϖαλυεσ συχχεσσιϖελψ βετωεεν τηε νυµβερσ τηατ
φολλοω. Ιν τηισ χασε τηεσε αρε Ι = 1,2,3,4,5.4 Εαχη τιµε ονε οφ τηεσε ϖαλυεσ
οφ I ισ σετ, τηε ινστρυχτιονσ τηατ φολλοω αρε προχεσσεδ. Τηυσ τηε For λοοπ
ηερε ισ α σηορτ ωαψ οφ προχεσσινγ τηε φολλοωινγ ⇒ϖε ινστρυχτιονσ:

: 0 + 1 STO> N (N is now 1)

: 1 + 2 STO> N (N is now 3)

: 3 + 3 STO> N (N is now 6)

: 6 + 4 STO> N (N is now 10)

: 10 + 5 STO> N (N is now 15)

Ατ τηισ ποιντ τηε προγραµ λεαϖεσ τηε For λοοπ. Ανψ φολλοωινγ στατεµεντσ
αρε προχεσσεδ ωιτη N = 15.

While ισ α λοοπ τηατ ισ προχεσσεδ υντιλ τηε τεστ ινχλυδεδ ιν τηε While

στατεµεντ φαιλσ. Ιν οτηερ ωορδσ, τηε While ινστρυχτιον ισ σαψινγ �Ωηιλε
τηισ ισ τρυε, δο τηε φολλοωινγ:.� Ηερε ισ α σιµπλε εξαµπλε οφ α While λοοπ:

4Ιτ ισ ποσσιβλε το µοδιφψ τηισ βψ ινχλυδινγ ανοτηερ νυµβερ ιν τηε παρεντηεσεσ φολλοωινγ

τηε For. Τωο εξαµπλεσ: ιν For (N,1,9,2), N ωουλδ ϕυµπ 2 εαχη τιµε, περφορµινγ τηε

λοοπ φορ N = 1,3,5,7,9; ιν For (N,5,3,−1), N ωουλδ ρεδυχε ονε εαχη τιµε, προχεσσινγ

N = 5,4,3.
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: 0 STO> N

: While N < 5

: N+1 STO> N

: End (While)

Τηε ινστρυχτιον ιν τηισ λοοπ ωιλλ βε προχεσσεδ υντιλ Ν ισ νο λονγερ λεσσ
τηαν 5. Ηερε αρε τηε λινεσ τηατ ωιλλ βε προχεσσεδ:

: 0 + 1 STO> N (N is now 1)

: 1 + 1 STO> N (N is now 2)

: 2 + 1 STO> N (N is now 3)

: 3 + 1 STO> N (N is now 4)

: 4 + 1 STO> N (N is now 5)

Αφτερ τηισ ⇒ναλ στεπ Ν = 5, ανδ ιτ ισ νο λονγερ τρυε τηατ Ν < 5. Ατ τηισ
ποιντ τηε λοοπ ισ εξιτεδ ανδ ανψ ινστρυχτιονσ φολλοωινγ ιτ αρε προχεσσεδ.

Lbl αλλοωσ ψου το σετ α ταργετ λινε φορ α Goto ινστρυχτιον. Ινχλυδε α
νυµβερ ιν τηισ λινε ασ ιν Lbl 1.

Goto σενδσ προγραµ χοντρολ το τηε δεσιγνατεδ Lbl λινε. Φορ εξαµπλε,
τηε λινε Goto 1 ωουλδ σενδ προγραµ χοντρολ το Lbl 1. Αλτηουγη τηεσε
ινστρυχτιονσ αρε σοµετιµεσ υσεφυλ, τηεψ χαν αλσο χαυσε τρουβλε, χρεατινγ αν
ενδλεσσ λοοπ. Ιν τηισ χασε ψου µυστ µανυαλλψ στοπ προγραµ οπερατιον βψ
πρεσσινγ ON, τηεν �Quit�.5

ΙΝΠΥΤ ΑΝ∆ ΟΥΤΠΥΤ ΙΝ ΠΡΟΓΡΑΜΣ

Ιτ ισ ωορτη ρεπεατινγ ηερε τηε ινστρυχτιονσ υσεδ ιν τηισ βοοκ τηατ αλλοω τηε
υσερ το εντερ ανδ ρετριεϖε δατα.

Prompt ισ αχχεσσεδ ωηεν εδιτινγ α προγραµ βψ αγαιν πρεσσινγ ΠΡΓΜ,
σχρολλινγ το I/O, ανδ πρεσσινγ ΕΝΤΕΡ. Ιφ ψου ωαντ το ηαϖε τηε προγραµ
υσερ εντερ α νυµβερ Ν ατ σοµε ποιντ ιν τηε προγραµ (υσυαλλψ ατ ορ νεαρ
τηε βεγιννινγ), εντερ τηε λινε

: Prompt N

Ωηεν τηε προγραµ ισ ρυν, ιτ ωιλλ στοπ ατ τηατ λινε ανδ δισπλαψ N=?. Τηε
υσερ ωουλδ τηεν τψπε α ϖαλυε ανδ πρεσσ ΕΝΤΕΡ. Τηε προγραµ ωουλδ τηεν
χοντινυε.

5Εαρλψ προγραµµερσ υσεδ Goto ινστρυχτιονσ εξτενσιϖελψ. Τηεν α χοµπυτερ σχιεντιστ ναµεδ

∆ψκστρα σεϖερελψ χριτιχιζεδ συχη υσε βεχαυσε τηεψ χρεατεδ προγραµσ τηατ λοοκεδ λικε σπιδερ

ωεβσ ανδ ωερε ϖερψ διφ⇒χυλτ το ιντερπρετ ανδ δεβυγ. Σινχε τηεν τηισ χοντρολ στρυχτυρε ηασ

βεεν ραρελψ υσεδ. Τηερε αρε, ηοωεϖερ, σιτυατιονσ ωηεν ιτ βεστ σερϖεσ τηε προγραµµερ�σ

πυρποσε. Goto ισ υσεδ ονλψ α φεω τιµεσ ιν αππροπριατε πλαχεσ ιν τηισ βοοκ.
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Disp (αλσο ον τηε ΠΡΓΜ I/O µενυ) γιϖεσ α ωαψ το πρεσεντ ινφορµα−
τιον. Ιφ ψου ωαντ το ηαϖε τηε προγραµ σηοω τηε ϖαλυε οφ N , σιµπλψ εντερ
τηε λινε6

: Disp N

Τηισ �ουτπυτ λινε� ισ υσεφυλ φορ οτηερ πυρποσεσ ασ ωελλ. Φορ εξαµπλε,
ψου χαν υσε λινεσ λικε τηισ ατ ϖαριουσ ποιντσ ιν ψουρ προγραµ ασ αν αιδ το
δεβυγγινγ, ωηιχη ισ προγραµµερ�σ λινγο φορ ⇒νδινγ ανδ χορρεχτινγ ερρορσ.
Ωηεν υσεδ ιν τηε µιδδλε οφ τηε προγραµ, ηοωεϖερ, ψου µυστ ρεµεµβερ
τηατ τηε προγραµ ωιλλ νοτ στοπ υνλεσσ ψου αδδ ανοτηερ προγραµ λινε. Ψου
σηουλδ εντερ

: Disp N

: Pause

Τηισ ωιλλ δισπλαψ τηε ϖαλυε οφ N ανδ στοπ προγραµ οπερατιον σο τηατ ψου
χαν λοοκ ατ ιτ. (Ιφ ψου φαιλ το ινχλυδε τηε Pause, τηε προγραµ ωιλλ δισπλαψ
N βυτ χοντινυε οπερατιον, οφτεν σο φαστ τηατ ψου ωιλλ µισσ τηε ρεπορτ.) Το
χοντινυε, πρεσσ ΕΝΤΕΡ. Τηε ινστρυχτιον Pause ισ ον τηε ΠΡΓΜ CTL

µενυ. Ιτ ισ νυµβερ 8.

ΜΑΤΡΙΧΕΣ ΙΝ ΠΡΟΓΡΑΜΣ

Ηοω το Ινχλυδε α Ματριξ ιν α Προγραµ

Φιρστ, λετ�σ υνδερστανδ ωηατ α µατριξ ισ. Ιτ ισ αν αρραψ οφ νυµβερσ αρρανγεδ
ιν ροωσ ανδ χολυµνσ.7 Φορ εξαµπλε, ψου µιγητ ηαϖε τηε φολλοωινγ αρραψ:

2 0 1 3

1 0 6 6

1 4 9 2

Τηισ ισ α 3 × 4 µατριξ. Αρβιτραριλψ, ωε ρεφερ το µατριξ διµενσιονσ ανδ
µατριξ εντριεσ ιν τηε ορδερ ηοριζονταλ ροω, τηεν ϖερτιχαλ χολυµν. Ιφ ωε

6Ονχε α προγραµ ηασ βεεν ρυν, ψου χαν αλσο αχχεσσ ανψ ϖαλυε τηατ οχχυρρεδ ιν τηατ προγραµ

βψ τψπινγ ιτσ ναµε φολλοωεδ βψ ΕΝΤΕΡ. Ψου χουλδ, φορ εξαµπλε, ηαϖε οµιττεδ τηε Disp

N λινε φροµ ουρ εξαµπλε ανδ αφτερ τηε προγραµ ηασ βεεν ρυν, τψπε N ΕΝΤΕΡ. Οφ χουρσε,

τηισ γιϖεσ τηε ⇒ναλ ϖαλυε οφ N , ωηιχη µαψ διφφερ φροµ ιτσ ϖαλυε ατ τηε Disp N λοχατιον.
7Ματριχεσ (τηατ�σ τηε πλυραλ οφ µατριξ ) αρε ϖερψ υσεφυλ µατηεµατιχαλ στρυχτυρεσ τηατ χαν

βε µανιπυλατεδ ιν µανψ ωαψσ βψ ωελλ−εσταβλισηεδ ρυλεσ: βψ αδδιτιον ανδ µυλτιπλιχατιον,

φορ εξαµπλε. Ιν τηισ βοοκ ωε ωιλλ βε ωορκινγ ονλψ ωιτη σινγλε µατριχεσ υσεδ το στορε ανδ

χηανγε ϖαλυε εντριεσ. Τηοσε µατριξ αππλιχατιονσ αππεαρ ιν Χηαπτερ 9 ανδ Αππενδιξ Λ.
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ναµε τηισ µατριξ [A], ωε χαν ρεφερ το ινδιϖιδυαλ εντριεσ. Φορ εξαµπλε,
[Α](3,4) ισ 2, τηε νυµβερ ιν τηε τηιρδ ροω ανδ φουρτη χολυµν.

Ωε χαν αλσο εντερ ορ χηανγε εντριεσ ιν α µατριξ. Φορ εξαµπλε, τηε
προγραµ λινε

: 5 STO> [A](1,4)

ωουλδ ρεπλαχε τηε 3 ιν τηατ µατριξ ωιτη 5.
Ωε µυστ βε χαρεφυλ ηερε, ηοωεϖερ. Το ωριτε [A], ψου δο νοτ τψπε �[�

�Α� �].� Ινστεαδ ψου πρεσσ ΜΑΤΡΙΞ, τηεν σχρολλ δοων (ιφ νεχεσσαρψ) υντιλ
ψου ρεαχη τηε ναµε ψου ωαντ, ιν τηισ χασε [A] ανδ τηεν πρεσσ ΕΝΤΕΡ.
Ψουρ σχρεεν ωιλλ νοω δισπλαψ [A] ανδ, ιφ ψου ωαντ το ρεφερ το α παρτιχυλαρ
αρραψ εντρψ, ψου εντερ (ροω,χολυµν) ωιτη ρεγυλαρ κεψσ.

Το ωορκ ωιτη α µατριξ, ψου µυστ ⇒ρστ εσταβλιση ηοω µανψ ροωσ ανδ
χολυµνσ ψου ωιλλ υσε ανδ εντερ τηε ροω ανδ χολυµν ϖαλυεσ. Ωηεν ιν
νορµαλ ανδ νοτ προγραµ µοδε, ψου ωουλδ πρεσσ ΜΑΤΡΙΞ, σχρολλ ριγητ
το EDIT, σχρολλ δοων το τηε µατριξ ψου ωιση το υσε, ανδ πρεσσ ΕΝΤΕΡ.
Ψου τηεν χαν χηανγε τηε νυµβερ οφ ροωσ ανδ χολυµνσ ψου ωαντ ανδ
χηανγε τηε νυµβερσ ιν τηε µατριξ, πρεσσινγ ΕΝΤΕΡ αφτερ εαχη χηανγε.
Πρεσσ �QUIT� το ⇒νιση.

Ηοω το Σετ υπ α Ματριξ ιν α Προγραµ

Υσινγ µατριχεσ ιν α προγραµ µοστλψ φολλοωσ ωηατ ηασ αλρεαδψ βεεν
δεσχριβεδ. Τηερε ισ ονε ιµπορταντ διφφερενχε, ηοωεϖερ. Το χρεατε α νεω
µατριξ ωιτηιν α προγραµ, ψου µυστ προχεεδ διφφερεντλψ. Το εσταβλιση τηε
µατριξ [D] ωιτη τηρεε ροωσ ανδ φουρ χολυµνσ, φορ εξαµπλε, υσε τηε χυρλψ
βραχκετσ�εντερεδ ασ 2νδ ( ανδ 2νδ ). Ηερε ισ τηε προγραµ λινε:

: {3,4} STO> dim([D])

Αφτερ τψπινγ ΣΤΟ> ιν τηατ λινε, πρεσσ ΜΑΤΡΙΞ, σχρολλ ριγητ το ΜΑΤΗ,
ανδ χηοοσε dim(. Τηεν ψου ωουλδ αγαιν πρεσσ ΜΑΤΡΙΞ ανδ χηοοσε [D]
βεφορε χλοσινγ ωιτη τηε ⇒ναλ ).

ΠΡΟΓΡΑΜ ΑΠΠΕΑΡΑΝΧΕ ΙΝ ΤΗΙΣ ΤΕΞΤ

Ιν ορδερ το χλαριφψ τηε στρυχτυρε οφ προγραµσ ιν τηισ βοοκ, τηεψ αρε πρεσεντεδ
ωιτη µινορ διφφερενχεσ φροµ τηε φορµατ ιν ωηιχη τηοσε προγραµσ ωιλλ βε
τψπεδ. Φορ εξαµπλε, λοοπ ινστρυχτιονσ αρε ινδεντεδ ανδ, ασ νοτεδ αβοϖε,
End ινστρυχτιονσ ηαϖε τηε ναµε οφ τηε λοοπ ινχλυδεδ. Προγραµσ τηατ ψου
τψπε ινχλυδε νονε οφ τηεσε.



ΑΠΠΕΝ∆ΙΞ Β

ΙΝΤΕΡΠΟΛΑΤΙΟΝ

Ιντερπολατιον ισ τηε προχεσσ οφ ⇒νδινγ ιντερµεδιατε ϖαλυεσ. Γιϖεν τωο
ϖαλυεσ, ψου σεεκ α τηιρδ τηατ λιεσ σοµεωηερε βετωεεν τηεµ. Χονσιδερ α
σιµπλε εξαµπλε. Ι λιϖε νεαρ τηε Χαναδιαν βορδερ, σο Ι αµ οφτεν χονφροντεδ
ωιτη τεµπερατυρεσ ιν Χελσιυσ (φορµερλψ χαλλεδ χεντιγραδε ανδ στιλλ αββρεϖι−
ατεδ ◦Χ). Φαµιλιαρ φροµ χηιλδηοοδ ωιτη Φαηρενηειτ (Φ) τεµπερατυρεσ, Ι ⇒νδ
ιτ διφ⇒χυλτ το �τηινκ ιν Χελσιυσ.� Ωηεν, φορ εξαµπλε, α Χαναδιαν ωεατηερ−
χαστερ αννουνχεσ τηατ τηε ηιγη ιν τηε Νορτη Χουντρψ ωιλλ βε 16◦, Ι ηαϖε α
προβλεµ. Ιφ Ι ηαδ α τηερµοµετερ ηανδψ, ιτ ωουλδ σηοω βοτη τεµπερατυρεσ,
βυτ Ι δο νοτ χαρρψ ονε αρουνδ ωιτη µε.

Μψ σολυτιον ηασ βεεν το µεµοριζε α φεω χορρεσπονδινγ ϖαλυεσ. Αµονγ
τηεµ αρε 0◦Χ = 32◦Φ, 10◦Χ = 50◦Φ, ανδ 20◦Χ = 68◦Φ. Μψ τηερµοµετερ
σκετχη ιν Φιγυρε Β.1 δισπλαψσ µψ σιτυατιον. Ιτ δοεσν�τ σηοω τηε ιντερµεδι−
ατε ϖαλυεσ ον τηε Φαηρενηειτ σχαλε. Νοω ιφ Ι ωαντ το κνοω τηε Φαηρενηειτ
τεµπερατυρε τηατ χορρεσπονδσ το 16◦Χ, Ι ιντερπολατε βετωεεν τηεσε ϖαλυεσ.
Ασ α τεαχηερ Ι ωουλδ ηαϖε στυδεντσ ωριτε α προπορτιον, βυτ ιτ ισ ϕυστ ασ
εασψ φορ µε το τηινκ 16 ασ βεινγ σιξ−τεντησ οφ τηε ωαψ φροµ 10 το 20, σο
Ι ωαντ σιξ−τεντησ οφ τηε ωαψ φροµ 50 το 68. Σινχε .6 ∗ 18 ισ αβουτ 11, Ι
αδδ 11 το 50 το γιϖε τηε Φαηρενηειτ τεµπερατυρε οφ 61◦.

Αλτηουγη τηερε αρε οτηερ φορµσ οφ ιντερπολατιον, τηε κινδ µοστ οφτεν
υσεδ ιν µατη ανδ σχιενχε ισ χαλλεδ λινεαρ ιντερπολατιον. Τηισ ασσυµεσ τηατ

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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Φιγυρε Β.1 Α τηερµοµετερ.

D

C

B

A

Φιγυρε Β.2 Λινεαρ ιντερπολατιον ον α χυρϖε.

τηε ρελατιονσηιπ βεινγ χονσιδερεδ ισ ειτηερ λινεαρ (ασ ωασ τηε τεµπερατυρε
εξαµπλε) ορ �χλοσε το� λινεαρ.

Ωηεν ωε ιντερπολατε βετωεεν τριγ φυνχτιονσ, φορ εξαµπλε, ωε κνοω τηατ
ωε�ρε δεαλινγ ωιτη νονλινεαρ χυρϖεσ. Φορ µοστ χυρϖεσ, λινεαρ ιντερπολατιον
βετωεεν νεαρβψ ϖαλυεσ γιϖεσ ρεασοναβλε ανσωερσ;1 ωηερεασ, ασ τηε διαγραµ
ιν Φιγυρε Β.2 σηοωσ, ερρορσ ινχρεασε ιν σιζε ωηεν τηε διστανχε βετωεεν
ϖαλυεσ ισ λαργερ.

Φορ εξαµπλε, ιν Φιγυρε Β.2 ιντερπολατινγ αλονγ τηε στραιγητ λινε βετωεεν
ποιντσ C ανδ D µιγητ ωελλ προδυχε α σατισφαχτορψ αππροξιµατιον το τηε

1Ματηεµατιχιανσ χονσιδερ α στραιγητ λινε α σπεχιαλ κινδ οφ χυρϖε. Φορ λινεαρ χυρϖεσ (το

µατηεµατιχιανσ �λινεαρ� ισ α σψνονψµ φορ �στραιγητ λινε�), τηε ιντερπολατεδ ϖαλυε ισ εξαχτ.
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χυρϖε τηρουγη τηοσε ποιντσ. Βυτ ιντερπολατινγ βετωεεν ποιντσ A ανδ B

ωουλδ γιϖε ρεσυλτσ φαρτηερ φροµ τηε τρυε ϖαλυεσ ον τηε χυρϖε.
Υνφορτυνατελψ τηε ποιντ οφ ιντερπολατιον ισ λοστ ον τηοσε ωηο σεεκ το

ελιµινατε ιτ φροµ ουρ σχηοολσ. Τηε χονχεπτσ οφ ιντερπολατινγ το ⇒νδ ιντερ−
µεδιατε ϖαλυεσ ανδ εξτραπολατινγ το ⇒νδ ϖαλυεσ ουτσιδε τηε ρανγε οφ κνοων
ϖαλυεσ αρε ιµπορταντ ωελλ βεψονδ τηε βουνδσ οφ σιµπλε χοµπυτατιον.



ΑΠΠΕΝ∆ΙΞ Χ

ΠΡΕ�ΕΛΕΧΤΡΟΝΙΧ ΧΑΛΧΥΛΑΤΙΟΝ
ΤΟΟΛΣ

Ρεχκονινγ ωιτη νυµβερσ ισ ονε οφ τηε ηαλλµαρκσ οφ χιϖιλιζατιον. Τηρουγη−
ουτ ηιστορψ ηυµανκινδ ηασ ωαντεδ το κνοω ανσωερσ το τηοσε φαµιλιαρ
θυεστιονσ�ηοω µανψ ανδ ηοω µυχη. Ιν σεεκινγ τηοσε ανσωερσ ουρ φορε−
βεαρσ ωερε λεδ το δεϖελοπ νυµερατιον σψστεµσ ανδ χαλχυλατινγ τοολσ.

Θυιτε ρεµαρκαβλψ, σοµε οφ ουρ ⇒νεστ εαρλψ µατηεµατιχιανσ ωορκεδ
ωιτηουτ τηε βενε⇒τ οφ ρεασοναβλε σψστεµσ οφ νυµερατιον. Ωριττεν ιν αβουτ
300 BCE, Ευχλιδ�σ Ελεµεντσ, φορ εξαµπλε, ρελιεσ ον γεοµετριχ αργυµεντσ
φορ τηε σιµπλεστ αριτηµετιχ οπερατιονσ λικε αδδιτιον ανδ µυλτιπλιχατιον,
παρτλψ βεχαυσε τηε νυµερατιον σψστεµσ αϖαιλαβλε το ηιµ ωερε σο ρυδι−
µενταρψ.

ΝΥΜΕΡΑΤΙΟΝ ΣΨΣΤΕΜΣ ΑΝ∆ ΝΥΜΒΕΡ ΡΕΠΡΕΣΕΝΤΑΤΙΟΝ

Τηοσε εαρλψ µατηεµατιχιανσ ηαδ τηε σαµε βυιλτ−ιν τοολσ φορ χαλχυλατιον
τηατ ψου ανδ Ι ηαϖε νοω: ουρ ⇒νγερσ. Τηοσε 10 διγιτσ αλµοστ χερταινλψ
προϖιδεδ τηε µοτιϖατιον φορ τηε βασε 10 ορ δεχιµαλ νυµβερ σψστεµ ιν υσε
ωορλδωιδε τοδαψ.

Οφ χουρσε, χουντινγ βψ τενσ ισ φαρ φροµ τηε ονλψ µετηοδ οφ γρουπινγ
νυµβερσ. Ωε ⇒νδ ϖεστιγεσ οφ οτηερ νυµερατιον σψστεµσ ιν α ϖαριετψ οφ
σουρχεσ. Φορ εξαµπλε, ουρ τιµε ιν σεχονδσ ανδ µινυτεσ ανδ ουρ ανγλε
µεασυρε ιν δεγρεεσ ρε⇓εχτ αν εαρλψ νυµβερ βασε οφ 60. Ανδ τηε Φρενχη

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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Φιγυρε Χ.1 Αν αβαχυσ.

λανγυαγε, ωιτη νυµβερσ λικε ϖινγτ (20) ανδ θυατρε−ϖινγτ (φουρ 20σ ορ
80), δισπλαψσ α νυµβερ βασε οφ 20. Σοµε ωαγσ ηαϖε συγγεστεδ τηατ εαρλψ
Φρενχη µατηεµατιχιανσ ηαδ το ρεµοϖε τηειρ σηοεσ ιν ορδερ το χαρρψ ουτ
τηειρ χοµπυτατιονσ.

Λικεωισε, µανψ οφ ουρ χοµµον µεασυρεµεντσ�12 ινχηεσ ιν α φοοτ,
12 ηουρσ ον α χλοχκ διαλ, 12 µοντησ ιν α ψεαρ�ανδ ουρ γροχερψ πυρ−
χηασεσ�βψ δοζενσ ανδ βψ τηε δοζεν δοζεν ορ γροσσ�ρε⇓εχτ δυοδεχιµαλ
(βασε 12) νυµερατιον, α σψστεµ στιλλ ενχουραγεδ βψ Τηε ∆οζεναλ Σοχιετιεσ
οφ Γρεατ Βριταιν ανδ Αµεριχα.1

Ματηεµατιχιανσ παιδ λιττλε αττεντιον το αλτερνατε νυµερατιον σψστεµσ
υντιλ τηε αδϖεντ οφ µοδερν χοµπυτερσ, ωηεν βιναρψ νυµβερσ προϖιδεδ
α ρεµαρκαβλψ εφ⇒χιεντ µεανσ οφ ασσοχιατινγ νυµβερσ ωιτη ελεχτρονιχ χιρ−
χυιτρψ. Υντιλ τηε αδϖεντ οφ ελεχτρονιχ προχεσσινγ, ηοωεϖερ, τηε φοχυσ ωασ
εντιρελψ ον τηε δεχιµαλ νυµβερσ ωιτη ωηιχη ψου ανδ Ι χοµπυτε.

Οφ τηε ϖαριετψ οφ εαρλψ χαλχυλατινγ τοολσ, τηε αβαχυσ (Φιγυρε Χ.1) ορ
χουντινγ φραµε ισ συρελψ τηε µοστ φαµιλιαρ. Αβαχι (αλσο κνοων ασ αβα−

χυσεσ) χοµε ιν σεϖεραλ φορµσ. Ονε διφφερεντ φροµ τηατ πιχτυρεδ ηασ ονε
βεαδ αβοϖε τηε βαρ, φουρ βεαδσ βελοω. Ιν αλλ φορµσ, ηοωεϖερ, τηεψ ρεµαιν
εσσεντιαλλψ δεχιµαλ τοολσ, τηε ροδσ ρεπρεσεντινγ βασε 10 ϖαλυεσ ρεαδινγ
φροµ τηε ριγητ ϕυστ ασ ωε δο ιν ουρ νυµερατιον: υνιτσ, τενσ, ηυνδρεδσ,
ανδ σο ον. Τηε λοωερ βεαδσ ρεπρεσεντ υνιτσ; τηε υππερ βεαδσ, ⇒ϖεσ. Τηυσ,
τηε νυµβερ 158 ωουλδ βε δισπλαψεδ, ασ ον τηε σκετχη οφ Φιγυρε Χ.2, βψ
πυσηινγ το τηε χεντερ βαρ ονε 5−βεαδ ον εαχη οφ τηε τωο ριγητµοστ ροδσ,
τηρεε υνιτ−βεαδσ ον τηε φαρτηεστ ριγητ, ανδ ονε υνιτ−βεαδ ον τηε τηιρδ βαρ
φροµ τηε ριγητ.

Τηε µανψ ροδσ αλλοω τεµποραρψ εντριεσ το τηε λεφτ ωηιλε τηε νυµ−
βερσ βεινγ χαλχυλατεδ αρε ατ τηε ριγητ. Ιτ τακεσ λιττλε εξπεριενχε το βεχοµε

1Σεε �Τηε ∆οζεναλ Σοχιετψ,� αϖαιλαβλε ατ www.polar.sunynassau.edu/∼dozednal/
contact.html.
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Φιγυρε Χ.2 Αν αβαχυσ ρεπρεσεντατιον οφ 158.

αδεπτ ατ αδδιτιον ανδ συβτραχτιον ωιτη τηισ σιµπλε τοολ, βυτ µυλτιπλιχατιον
βεχοµεσ µορε χοµπλιχατεδ ανδ ρεθυιρεσ βοτη σκιλλ ανδ µεµοριζατιον.

Ωε υσυαλλψ ασσοχιατε τηισ δεϖιχε ωιτη Χηινα, ωηερε ιτ ωασ ιν υσε βψ
1200 CE; ηοωεϖερ, θυιτε σιµιλαρ χουντινγ βοαρδσ ωερε εµπλοψεδ βψ τηε
Βαβψλονιανσ ασ εαρλψ ασ 500 BCE. Τηατ αλλ οφ τηεµ ωερε δεχιµαλλψ βασεδ
συγγεστσ ηοω υνιϖερσαλ ισ τηε ιν⇓υενχε οφ ουρ 10 ⇒νγερσ.

Ρεµαρκαβλψ, πλαχε ϖαλυε νοτατιον�υνιτσ, τενσ, ηυνδρεδσ, ανδ σο
ον�ωασ νοτ ωιδελψ αδοπτεδ φορ ωριττεν νυµβερσ υντιλ αβουτ 1500. Βεφορε
τηατ, νυµεριχαλ χαλχυλατιον (βψ αβαχυσ) ανδ νυµβερ ρεπρεσεντατιον (βψ
χλυµσψ σψστεµσ λικε Ροµαν νυµεραλσ) ωερε σεπαρατε ανδ οδδλψ υνρελατεδ
αχτιϖιτιεσ.

Ψου χαν, φορ εξαµπλε, σεε σοµε ρελατιον βετωεεν τηε 158 ον τηε αβαχυσ
ανδ τηε Ροµαν νυµεραλ ρεπρεσεντατιον φορ τηατ σαµε νυµβερ, ΧΛςΙΙΙ,
βυτ νυµβερσ ωιτη 4σ ορ 9σ ιν τηεµ αρε ρεπρεσεντεδ ϖερψ διφφερεντλψ; φορ
εξαµπλε, 49 ιν Ροµαν νυµεραλσ ισ ΞΛΙΞ, νοτηινγ λικε τηε χορρεσπονδινγ
αβαχυσ ρεπρεσεντατιον.

ΝΑΠΙΕΡ�Σ ΡΟ∆Σ

Τηε αβαχυσ ωασ νοτ τηε ονλψ εαρλψ χαλχυλατινγ δεϖιχε δεσιγνεδ το σηορτ−
χυτ αριτηµετιχ προχεσσινγ. Τηε Σχοττιση µατηεµατιχιαν ϑοην Ναπιερ ισ βεστ
κνοων τοδαψ φορ ηισ ινϖεντιον οφ λογαριτηµσ, βυτ ηε ωασ φαρ βεττερ κνοων
δυρινγ ηισ τιµε�ιν τηε εαρλψ σεϖεντεεντη χεντυρψ�φορ ηισ µυλτιπλιχα−
τιον τοολσ, ϖαριουσλψ χαλλεδ Ναπιερ�σ ροδσ (Φιγυρε Χ.3) ορ Ναπιερ�σ βονεσ,
τηε λαττερ ναµε δεριϖεδ φροµ τηε φαχτ τηατ εξπενσιϖε σετσ ωερε οφτεν
µαδε οφ βονελικε ιϖορψ. Τηε ποπυλαριτψ οφ τηισ σιµπλε δεϖιχε, ωιδελψ
υσεδ βψ ανψονε περφορµινγ χαλχυλατιονσ, συγγεστσ ηοω πριµιτιϖε ωασ τηε
υσερσ� αριτηµετιχ.
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Φιγυρε Χ.3 Ναπιερ�σ ροδσ.

Τηε ροδσ χαµε ιν τωο φορµσ, λονγ ⇓ατ στιχκσ ωιτη πριντινγ ον βοτη σιδεσ
ορ ροδσ ωιτη σθυαρε χροσσ σεχτιον ωιτη πριντινγ ον αλλ φουρ σιδεσ. Φιγυρε
Χ.3 σηοωσ α φεω οφ τηε σεχονδ τψπε.

Νοτιχε τηατ εαχη ροδ ισ δεσιγνεδ θυιτε σιµπλψ. Α σινγλε διγιτ αππεαρσ ιν
τηε τοπ σθυαρε, ανδ βενεατη ιτ ιν συβσεθυεντ σθυαρεσ αππεαρ τηε συχχεσσιϖε
µυλτιπλεσ οφ τηατ διγιτ. Φορ εξαµπλε, υνδερ τηε 2 ον τηε ροδ ατ τηε ριγητ
αππεαρ µυλτιπλεσ οφ 2 ωιτη τηειρ τενσ διγιτ ανδ υνιτσ διγιτ σεπαρατεδ βψ
α σλαντεδ λινε: 0/2, 0/4, 0/6, . . . , 1/6, 1/8. Πλαχεδ νεξτ το εαχη οτηερ, τηε
σινγλε διγιτσ ατ τηε τοπ ρεπρεσεντ µυλτιδιγιτ νυµβερσ. Ωηεν τηεσε φουρ ροδσ
αρε πλαχεδ ασ ιν Φιγυρε Χ.4, φορ εξαµπλε, τηεψ συππορτ τηε µυλτιπλιχατιον
οφ 5276 βψ ϖαριουσ φαχτορσ.

Συπποσε, φορ εξαµπλε, τηατ ψου ωιση το µυλτιπλψ 5276 βψ 57. Ιν Φιγυρε
Χ.4 τηε ροωσ τηατ ρεπρεσεντ µυλτιπλεσ οφ τηε διγιτσ βψ 5 ανδ 7 αρε σηαδεδ.
Ιτ ισ στραιγητφορωαρδ το ρεαδ τηε προδυχτσ φροµ τηοσε ροωσ. Τηεψ ηαϖε βεεν
σεπαρατεδ ιν Φιγυρεσ Χ.5 ανδ Χ.6 το σηοω ηοω τηεψ αρε οβταινεδ.

Τηε προδυχτ διγιτσ αρε ρεαδ βψ αδδινγ τηε νυµβερσ διαγοναλλψ. Φορ
εξαµπλε, ιν τηε 5 ροω πιχτυρεδ ιν Φιγυρε Χ.5 τηερε αρε νο χαρριεσ, βυτ τηε
7 τιµεσ ροω οφ Φιγυρε Χ.6 ηασ τηε συµ 4 + 9 = 13 ανδ τηε 1 ισ χαρριεδ το
προδυχε 4 + 4 + 1 = 9 ιν τηε νεξτ πλαχε.

Νοω τηε ⇒ναλ προδυχτ 57×5276 ισ οβταινεδ βψ αδδινγ

50 × 5276 = 263800

7 × 5276 = 36932

57 × 5276 = 300732
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Φιγυρε Χ.6

Ιτ σηουλδ βε χλεαρ τηατ τηε ονλψ σερϖιχε τηισ δεϖιχε προϖιδεσ ισ ασ α συβ−
στιτυτε φορ µεµοριζινγ τηε µυλτιπλεσ οφ σινγλε−διγιτ νυµβερσ. ∆εσπιτε τηισ,
τηε ροδσ ωερε ωιδελψ υσεδ υντιλ ωελλ ιντο τηε τωεντιετη χεντυρψ�φορ οϖερ
300 ψεαρσ.
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ΤΗΕ ΦΙΡΣΤ ΧΑΛΧΥΛΑΤΙΝΓ ΜΑΧΗΙΝΕΣ

Τηε αβαχυσ ρεθυιρεσ τηε υσερ το µακε εξχηανγεσ βετωεεν ονεσ ανδ ⇒ϖεσ
ανδ βετωεεν χολυµνσ το περφορµ τηε φαµιλιαρ χαρρψινγ οφ αδδιτιον ανδ
βορροωινγ οφ συβτραχτιον. Α µεχηανιχαλ χαλχυλατορ χαρριεσ ουτ τηε αδδιτιον
προχεσσ φορ ψου. Μιχηαελ Ρ. Ωιλλιαµσ ηασ φορµαλλψ δε⇒νεδ α µεχηανιχαλ
χαλχυλατορ φορ αδδιτιον ασ

α δεϖιχε τηατ ηασ τηρεε προπερτιεσ: α µεχηανισµ τηατ ωιλλ αχτ ασ α ρεγιστερ το
στορε α νυµβερ; α µεχηανισµ το αδδ α ⇒ξεδ αµουντ το τηε νυµβερ στορεδ
ιν τηατ ρεγιστερ; ανδ αν αδδιτιοναλ µεχηανισµ ηαϖινγ τηε αβιλιτψ το δεαλ
αυτοµατιχαλλψ ωιτη ανψ χαρρψ, φροµ ονε διγιτ το τηε νεξτ, τηατ ισ γενερατεδ
δυρινγ τηε αδδιτιον προχεσσ.2

Ατ λεαστ τωο οφ τηεσε τηρεε αρε αππαρεντ το ανψονε ωηο ηασ υσεδ α
χαλχυλατορ. Ιφ ψου ωιση το αδδ 67 ανδ 85, φορ εξαµπλε, ψου πρεσσ κεψσ το
στορε 67, πρεσσ + 85 = το αδδ, τηε χαλχυλατορ περφορµινγ

6 7

+ 8 5

1 2

1 4 0

1 5 2

ιν τηισ χασε τωο χαρριεσ (τηε ονε ιν 7 + 5 = 12 φροµ τηε υνιτσ το τηε τενσ
χολυµν, ανδ τηε ονε ιν 1 + 6 + 8 = 15 φροµ τηε τενσ το τηε ηυνδρεδσ
χολυµν) το προϖιδε τηε ανσωερ 152. Ωηιλε τηισ σεεµσ εϖιδεντ το υσ ασ ιτ
ισ δισπλαψεδ ιν αν εξπανδεδ φορµ εµπηασιζινγ τηε υνιτσ, τενσ, ανδ ηυν−
δρεδσ χολυµνσ ωιτη τηοσε χαρριεδ διγιτσ ιν ιταλιχσ, µιλλεννια πασσεδ βεφορε
ηυµανσ προδυχεδ συχη α µεχηανισµ.

Τηε ⇒ρστ αππαρατυσ το περφορµ τηοσε σεεµινγλψ σιµπλε τασκσ µεχηαν−
ιχαλλψ ωασ νοτ ινϖεντεδ υντιλ 1623, ωηεν Ωιληελµ Σχηιχκαρδ ρεσπονδεδ
το α ρεθυεστ φροµ τηε αστρονοµερ ϑοηανν Κεπλερ το µανυφαχτυρε συχη α
δεϖιχε. Αλτηουγη Σχηιχκαρδ συχχεεδεδ ιν µακινγ τηε χαλχυλατορ, Κεπλερ
νεϖερ γοτ το υσε ιτ φορ ηισ χαλχυλατιονσ βεχαυσε ιτ ωασ δεστροψεδ ιν α ⇒ρε.

Αππαρεντλψ ινδεπενδεντλψ ιν 1645, α ψουνγ Φρενχηµαν, 21−ψεαρ−ολδ
Βλαισε Πασχαλ, χονστρυχτεδ α µεχηανισµ το ασσιστ ηισ φατηερ, αν αχχουν−
ταντ. Τηισ ⇒ρστ συρϖιϖινγ χαλχυλατινγ µαχηινε ισ νοω χαλλεδ τηε Πασχαλινε

(Φιγυρε Χ.7) αφτερ ιτσ ινϖεντορ. Πασχαλ ωεντ ον το βεχοµε α ωορλδ−ρενοωνεδ
µατηεµατιχιαν, πηψσιχαλ σχιεντιστ, ανδ πηιλοσοπηερ.

2Σεε Μιχηαελ Ρ. Ωιλλιαµσ, �Χαλχυλατινγ Μαχηινεσ,� ιν Ενχψχλοπεδια οφ Χοµπυτερ Σχιενχε,

Νατυρε Πυβλισηινγ Γρουπ, Λονδον, 2000. Ιτ ισ τηισ δε⇒νιτιον τηατ εξχλυδεσ δεϖιχεσ λικε

τηε αβαχυσ ανδ Ναπιερ�σ βονεσ φροµ βεινγ χονσιδερεδ µεχηανιχαλ χαλχυλατορσ.
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Φιγυρε Χ.7 Τηε Πασχαλινε.

Μεχηανισµσ σιµιλαρ το βυτ µυχη σιµπλερ τηαν τηε Πασχαλινε µαψ οχχα−
σιοναλλψ βε πυρχηασεδ ιν σχηοολ συππλψ στορεσ τοδαψ. Τηεψ οπερατε ον τηε
σαµε πρινχιπλε ασ τηε οδοµετερ ορ µιλεαγε ινδιχατορ οφ ψουρ χαρ ορ µοτορ−
χψχλε. Ον τηε Πασχαλινε τηε ωηεελσ ον τηε τοπ οφ τηε βοξ ρεπρεσεντ δεχιµαλ
διγιτσ ανδ αρε τυρνεδ βψ τηε οπερατορ υσινγ α στψλυσ. Εαχη οφ τηοσε σιξ διαλσ
ισ νυµβερεδ ωιτη τηε 10 διγιτσ, 0 τηρουγη 9. Αφτερ τηε µαχηινε ισ σετ το
ζερο, αν αδδενδ ισ εντερεδ βψ τυρνινγ εαχη διαλ τηε αππροπριατε νυµβερ
οφ διγιτσ. Ιφ, φορ εξαµπλε, ψου ροτατεδ τηε ριγητ−ηανδ διαλ ⇒ϖε χλιχκσ ανδ
τηε νεξτ διαλ τωο χλιχκσ, 25 ωουλδ βε δισπλαψεδ ιν τηοσε τοπ σθυαρεσ. Τηε
διαλσ σναπ βαχκ το τηειρ οριγιναλ ποσιτιονσ αφτερ τηεψ αρε τυρνεδ. Νοω ιφ
ψου ωιση το αδδ ανοτηερ νυµβερ, ιτσ διγιτσ αρε διαλεδ ιν τηε σαµε ωαψ.
Τηε κεψ φεατυρε οφ τηε µαχηινε ισ τηε χαρρψ εφφεχτεδ ωηεν τηε ϖαλυεσ ιν
ανψ οφ τηε τοπ σθυαρεσ πασσ φροµ νινε το ζερο.

Αµονγ τηοσε ωηο αλσο χονστρυχτεδ εαρλψ χαλχυλατορσ ωασ Γοττφριεδ
Ωιληελµ Λειβνιζ, τηε Γερµαν ωηο ισ χρεδιτεδ ασ χοινϖεντορ ωιτη Ισααχ
Νεωτον οφ τηε χαλχυλυσ. Ιν τηε λατε σεϖεντεεντη χεντυρψ ηε µαδε ιµπροϖε−
µεντσ ον τηε γεαρινγ τηατ περφορµεδ τηε χαρριεσ οφ αδδιτιον ανδ αδδεδ α
φεατυρε τηατ γαϖε τηε οπερατορ τηε αβιλιτψ το µυλτιπλψ. Τηισ µυλτιπλιχατιον
προχεδυρε ρεµαινσ α φεατυρε οφ µεχηανιχαλ χαλχυλατορσ το τηισ δαψ. Ηοω ιτ
ωασ δεσιγνεδ το χαρρψ τηισ ουτ ωιλλ βε εξπλαινεδ ωηεν ψου µεετ τηε Χυρτα
χαλχυλατορ λατερ.

Αλτηουγη τηεορετιχαλλψ Λειβνιζ� χαλχυλατορ (Φιγυρε Χ.8) ρεπρεσεντεδ α
µαϕορ αδϖανχε, ιτ ηαδ, ασ Σταν Αυγαρτεν3 σο συχχινχτλψ πυτσ ιτ, �ονε γρεατ
δραωβαχκ, µυχη µορε σεριουσ τηαν ιτσ ιναβιλιτψ το χαρρψ ορ βορροω νυµβερσ
αυτοµατιχαλλψ�ιτ διδν�τ ωορκ. Λειβνιζ�σ αµβιτιον ουτραν ηισ ενγινεερινγ
σκιλλ, ανδ τηε ονλψ συρϖιϖινγ ϖερσιον οφ τηε χαλχυλατορ . . . ισ αν ινοπερα−
τιϖε ρελιχ.�

3Ιν Βιτ βψ Βιτ: Αν Ιλλυστρατεδ Ηιστορψ οφ Χοµπυτερσ, Τιχκνορ & Φιελδσ, Νεω Ψορκ, 1984.



198 ΠΡΕ�ΕΛΕΧΤΡΟΝΙΧ ΧΑΛΧΥΛΑΤΙΟΝ ΤΟΟΛΣ

Φιγυρε Χ.8 Λειβνιζ� στεππεδ ρεχκονερ.

ΤΗΕ ΣΛΙ∆Ε ΡΥΛΕ

Λικε τηε αβαχυσ, ηοωεϖερ, ονλψ Λειβνιζ� δεϖιχε οφφερεδ ανψ εϖεν τηεορετ−
ιχαλ ηελπ ωιτη µυλτιπλιχατιον ανδ διϖισιον. Ψου χουλδ, οφ χουρσε, χονσιδερ
µυλτιπλιχατιον ασ µυλτιπλε αδδιτιον ανδ χαλχυλατε σιµπλε προδυχτσ λικε
265×3 βψ αδδινγ 265 + 265 + 265, βυτ φεω ωουλδ ωιση το χαλχυλατε
265×23 βψ αδδινγ 23 οφ τηοσε 265σ ωιτη συχη πριµιτιϖε µαχηινεσ.

Τηε σλιδε ρυλε (Φιγυρε Χ.9), ινϖεντεδ βψ Ωιλλιαµ Ουγητρεδ ιν 1620�ιν
φαχτ, 3 ψεαρσ βεφορε Σχηιχκαρδ χονστρυχτεδ ηισ αδδινγ µαχηινε�αδδρεσσεσ
τηε προβλεµσ οφ µυλτιπλιχατιον ανδ διϖισιον, βυτ ονλψ βψ αππροξιµατιον.

Α σλιδε ρυλε ισ σιµπλψ α τοολ υσεδ το αδδ λενγτησ. Το σεε ηοω τηισ
ωορκσ, πλαχε τωο ρυλερσ νεξτ το εαχη οτηερ ασ σηοων ιν Φιγυρε Χ.10. Ιν
τηισ χασε τηε βεγιννινγ οφ τηε υππερ ρυλερ (ιτσ ζερο) ισ πλαχεδ ατ τηε 2
οφ τηε λοωερ ρυλερ, ανδ τηε αδδιτιον οφ λενγτησ γιϖεσ τηε συµσ 2 + 0 = 2,
2 + 1 = 3, 2 + 2 = 4, 2 + 3 = 5, 2 + 4 = 6, ανδ σο ον. Ιφ ιντερµεδιατε
µαρκινγσ ωερε ινχλυδεδ, φραχτιοναλ ϖαλυεσ χουλδ βε αδδεδ ασ ωελλ. Οφ
χουρσε, συχη χαλχυλατιονσ ασ τηεσε δο νοτ σαψ µυχη φορ τηε σλιδε ρυλε.
Αδδιτιον οφ σµαλλ νυµβερσ λικε τηεσε ισ ηαρδλψ α ϕυστι⇒χατιον φορ συχη α
δεϖιχε βεψονδ εαρλψ ελεµενταρψ σχηοολ.

Φιγυρε Χ.9 Αν ενγινεερινγ σλιδε ρυλε.
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Φιγυρε Χ.10 Ηοω τωο ρυλερσ αδδ.
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Φιγυρε Χ.11 Ηοω α σλιδε ρυλε µυλτιπλιεσ.

Τηε ποωερ οφ Ουγητρεδ�σ σλιδε ρυλε ρεσιδεσ ιν τηε νατυρε οφ τηε λενγτησ
µαρκεδ ον τηε ρυλερ σχαλεσ. Ηε χηοσε µαρκινγσ προπορτιοναλ το τηε ποωερσ
οφ α χοµµον βασε (χαλλεδ λογαριτηµσ βψ µατηεµατιχιανσ�σεε Χηαπτερ 7)
το µακε α σλιδε ρυλε τηατ µυλτιπλιεσ.4

Ιν Φιγυρε Χ.11 ωε σεε α σιµπλι⇒εδ πιχτυρε οφ α σλιδε ρυλε αλιγνεδ το
µυλτιπλψ βψ 2. Υνλικε τηε ενδσ ιν τηε αδδιτιον ρυλε, τηε ενδσ οφ εαχη
ρυλε σεεν ηερε ρεπρεσεντ 1 (ορ α ποωερ οφ 10). Ιν τηε ποσιτιον δισπλαψεδ
ωε χαν ρεαδ φροµ τηε ρυλε: 2 · 1 = 2, 2 · 2 = 4, 2 · 3 = 6, 2 · 4 = 8, ανδ
2 · 5 = 10.5 Νοτιχε τηατ ωε χουλδ τηεν υσε τηε ρυλεσ τηεµσελϖεσ το ηελπ
υσ πλαχε αδδιτιοναλ µαρκινγσ. Τηυσ, φορ εξαµπλε, διρεχτλψ αβοϖε τηε 3 ον
ρυλερ 1 ωε χουλδ µαρκ 1.5 ον ρυλερ 2, σινχε 2 ∗ 1.5 = 3.

Οϖερ τιµε σλιδε ρυλεσ βεχαµε µορε ανδ µορε χοµπλεξ ανδ ωερε µαρκεδ
ωιτη µανψ αδδιτιοναλ σχαλεσ. Σοµε σχαλεσ αρε, φορ εξαµπλε, προπορτιοναλ
το τηε ϖαλυεσ οφ τριγονοµετριχ ανδ εξπονεντιαλ φυνχτιονσ.6 Οτηερ σχαλεσ
αλλοω τηε υσερ το διϖιδε, το σθυαρε, ανδ το τακε σθυαρε ροοτσ διρεχτλψ.

4Ιτ ισ θυιτε εασψ το χονστρυχτ α µυλτιπλψινγ σλιδε ρυλε βψ ρεαδινγ λογ ϖαλυεσ φροµ α χαλχυλατορ

ορ ταβλε. Φορ σιµπλιχιτψ, ασσυµε α ρυλε 10 ινχηεσ λονγ. Σινχε λογ 2 = .301 . . ., µαρκ 2 ατ

3 ινχηεσ (τηρεε−τεντησ οφ τηε 10−ινχη λενγτη) φροµ τηε λεφτ ενδ οφ τηε ρυλε. Σιµιλαρλψ, σινχε

λογ 3 = .477 . . ., µαρκ 3 ατ 4.8 ινχηεσ. Χοντινυε βψ τηισ µεανσ το µαρκ τηε ρεστ οφ τηε

ρυλε. Τωο οφ τηεσε µαρκεδ ρυλεσ χοµβινε το µακε α σλιδε ρυλε. Α ωαψ το δο τηισ ωιτηουτ

ρεφερενχε το ταβλεσ ισ δεσχριβεδ ιν Αππενδιξ Π.
5Ασ ωελλ ασ 20 · 2 = 40, 20 · 400 = 4000, 0.2 · 0.004 = 0.0008, ανδ σο ον. Τηε υσερ µυστ

πλαχε τηε δεχιµαλ ποιντ αππροπριατελψ βψ οβσερϖατιον ορ τηε αππλιχατιον οφ ρυλεσ λεαρνεδ

ιν ελεµενταρψ σχηοολ.
6Λογ−λογ σχαλεσ�τηερε αρε υσυαλλψ τηρεε οφ τηεµ, µαρκεδ ΛΛ1, ΛΛ2, ανδ ΛΛ3�γιϖε τηε

υσερ διρεχτ χαλχυλατιον οφ xy φορ ϖαλυεσ οφ x βετωεεν 1.001 ανδ αβουτ 22,000. Σοµε σλιδε

ρυλεσ προϖιδε στιλλ µορε λογ−λογ σχαλεσ�µαρκεδ ΛΛ/0, ΛΛ/1, ΛΛ/2, ανδ ΛΛ/3�το αλλοω

διρεχτ χαλχυλατιον οφ ποωερσ ωηεν x ισ βετωεεν 0 ανδ 0.999.
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Τηερε ισ εϖεν α λογ σχαλε ον µανψ σλιδε ρυλεσ; ιτσ υνιτσ αρε σιµπλψ εθυαλλψ
σπαχεδ, ϕυστ ασ ον τηε αδδιτιον σλιδε ρυλε. Φορ µορε αχχυρατε ρεαδινγ, τηε
σχαλεσ ωερε ϖερψ ⇒νελψ µαρκεδ ανδ α σλιδινγ ηαιρλινε χυρσορ ωασ αδδεδ.
Μεανωηιλε, χιρχυλαρ ανδ εϖεν χψλινδριχαλ µοδελσ αππεαρεδ, αλλ βασεδ ον
τηε σαµε πρινχιπλεσ. ∆εσπιτε τηεσε ιµπροϖεµεντσ, ηοωεϖερ, σλιδε ρυλεσ
ρεµαινεδ λιµιτεδ το τηρεε ορ οχχασιοναλλψ φουρ−διγιτ αχχυραχψ.

ΡΕΦΙΝΕΜΕΝΤΣ

Ωηατ ισ ρεµαρκαβλε αβουτ τηισ συρϖεψ ισ τηε φαχτ τηατ υντιλ Ωορλδ Ωαρ
ΙΙ, τηατ ισ εσσεντιαλλψ τηε εντιρε στορψ οφ τηε µατηεµατιχσ ινϖολϖεδ ωιτη
µεχηανιχαλ χαλχυλατινγ. Φορ τηρεε χεντυριεσ τηε ονλψ ιµπροϖεµεντσ ιν χαλ−
χυλατινγ ινστρυµεντσ ωερε ρε⇒νεµεντσ οφ τηεσε δεϖιχεσ µαδε βψ α ϖαριετψ
οφ µανυφαχτυρερσ, µανψ οφ τηεµ Αµεριχαν.

Αλτηουγη λιττλε νεω µατηεµατιχαλ προχεσσινγ ποωερ ωασ αδδεδ βψ τηεσε
µαχηινεσ, τηεψ βεχαµε ινχρεασινγλψ χοµπλεξ, ανδ µανψ οφ τηεµ χονταινεδ
βεαυτιφυλλψ µαχηινεδ ιντερναλ παρτσ. Αν εξχελλεντ εξαµπλε οφ τηισ ισ τηε
Χυρτα υνιϖερσαλ ποχκετ−σιζε χαλχυλατινγ µαχηινε τηατ ωασ δεϖελοπεδ ανδ
µανυφαχτυρεδ ιν Λιχητενστειν.

Φιγυρε Χ.12 Α Χυρτα χαλχυλατορ.
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Αλτηουγη τηισ βεαυτιφυλ ινστρυµεντ ισ στιλλ βασιχαλλψ αν αδδινγ�συβ−
τραχτινγ µαχηινε, βψ χαρεφυλ µανιπυλατιον ιτ µαψ αλσο βε υσεδ το µυλτιπλψ
ανδ διϖιδε ανδ εϖεν, τηρουγη α ϖερψ χοµπλεξ προχεσσ, το τακε σθυαρε ροοτσ.
(Τηε τεχηνιθυε ισ ρελατεδ το τηε ⇒ρστ σθυαρε ροοτ αλγοριτηµ χονσιδερεδ ιν
Χηαπτερ 4.)

Το αδδ 456 ωιτη τηε Χυρτα, τηε διγιτσ αρε σετ βψ σλιδινγ δοων τηε κεψσ
ον τηε σιδε οφ τηε ινστρυµεντ ανδ τηεν τηε χρανκ ισ τυρνεδ. Το συβτραχτ τηε
σαµε νυµβερ, τηε χρανκ ισ ροτατεδ ιν τηε οπποσιτε διρεχτιον. Το µυλτιπλψ
456 βψ 3, τηε χρανκ ισ ροτατεδ τηρεε τιµεσ�τηυσ ιντερπρετινγ µυλτιπλιχατιον
ασ µυλτιπλε αδδιτιον:

456

456

+ 456

1368

Το µυλτιπλψ ψουρ οριγιναλ νυµβερ βψ 23, αφτερ µυλτιπλψινγ βψ 3 τηε
διαλ ισ τωιστεδ ονε πλαχε ανδ τηε χρανκ τηεν ροτατεδ τωο µορε τιµεσ, τηυσ
µιµιχκινγ ουρ στανδαρδ αλγοριτηµ βυτ ωιτη µυλτιπλε αδδιτιον ατ εαχη σταγε:

456

× 23

456

456

456

456

+ 456

10488

Τηισ ωασ εξαχτλψ τηε φεατυρε ⇒ρστ ιντροδυχεδ βψ Λειβνιζ 300 ψεαρσ εαρλιερ.)
Τηε ρεσυλτσ οφ τηεσε οπερατιονσ αρε ρεπρεσεντεδ αρουνδ τηε εδγε οφ τηε τοπ
οφ τηε Χυρτα χαλχυλατορ. Ροτατινγ τηε µαχηινε ωιτη τηατ χιρχυλαρ λεϖερ τηεν
ζεροεσ ανψ ρεσυλτσ ανδ ρεαδιεσ τηε ινστρυµεντ φορ α νεω χαλχυλατιον.

∆ιϖισιον ον τηε Χυρτα ισ χαρριεδ ουτ βψ µυλτιπλε συβτραχτιον, αν αλγο−
ριτηµ υσεδ τοδαψ ιν σοµε Ευροπεαν χουντριεσ ανδ ονχε προποσεδ ασ α
στανδαρδ µετηοδ ιν τηε Υνιτεδ Στατεσ.7 Τηε θυοτιεντ οφ 10488 διϖιδεδ

7Εµπλοψεδ ιν σοµε �νεω µατη� προϕεχτσ ανδ βψ τηε Σχοττ Φορεσµαν Χοµπανψ ιν ελε−

µενταρψ σχηοολ αριτηµετιχ τεξτσ πυβλισηεδ δυρινγ τηε 1960σ.
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βψ 456 ισ εθυιϖαλεντ το τηε νυµβερ οφ τιµεσ 456 µαψ βε συχχεσσιϖελψ
συβτραχτεδ φροµ 10488 βεφορε α ρεµαινδερ οφ 0 ισ οβταινεδ. Τηυσ, ϕυστ ασ
µυλτιπλιχατιον µαψ βε ιντερπρετεδ ασ µυλτιπλε αδδιτιον, διϖισιον µαψ βε
ιντερπρετεδ ασ µυλτιπλε συβτραχτιον. Ψου χουλδ, οφ χουρσε, σιµπλψ συβτραχτ
456 αγαιν ανδ αγαιν, κεεπινγ τραχκ οφ τηε νυµβερ οφ τιµεσ ψου ηαδ το
συβτραχτ ιτ. Βυτ ψου χαν αλσο σηορτχυτ ψουρ ωορκ ϕυστ ασ ψου διδ ωιτη µυλ−
τιπλιχατιον, ⇒ρστ συβτραχτινγ 456σ τεν ατ α τιµε, τηυσ συβτραχτινγ εαχη τιµε
456×10 ορ 4560. Ηερε ισ τηισ προχεδυρε ωορκεδ ουτ ωιτη τηε νυµβερ οφ
τιµεσ συβτραχτεδ ρεχορδεδ ιν α σεπαρατε χολυµν το τηε ριγητ:

10488

− 4560 10

5928

− 4560 10

1368

− 456 1

912

− 456 1

456

− 456 + 1

0 23

Τηισ δελιχατε λιττλε Χυρτα χαλχυλατορ ινδιχατεσ ηοω ανψ αδδινγ−συβτραχτινγ
µαχηινε µαψ βε υσεδ τηρουγη χαρεφυλ οπερατιον το περφορµ ατ λεαστ µυλ−
τιπλιχατιον ανδ διϖισιον ασ ωελλ.

ΒΕΗΙΝ∆ ΤΗΕ ΣΧΕΝΕΣ

Τηισ ηιστορψ βρινγσ υσ υπ το τηε 1960σ ιν τερµσ οφ πυβλιχ ινφορµατιον
αβουτ χοµπυτερσ. Αλτηουγη µορε ωασ γοινγ ον βεηινδ τηε σχενεσ,8 ιν
οφ⇒χεσ αρουνδ τηε ωορλδ, ινχλυδινγ εϖεν ινδυστριαλ ανδ υνιϖερσιτψ ρεσεαρχη
λαβορατοριεσ, χαλχυλατιον ωασ χαρριεδ ουτ βψ ινστρυµεντσ συχη ασ τηοσε
δεσχριβεδ ιν τηισ αππενδιξ. ∆ισχρετε χαλχυλατιονσ, τηατ ισ, χαλχυλατιονσ ωιτη
διγιτσ, ϕυστ ρεαχηεδ τηε λεϖελ οφ µυλτιπλιχατιον ανδ διϖισιον, ανδ τηοσε

8∆υρινγ τηε νινετεεντη ανδ εαρλψ τωεντιετη χεντυριεσ, πεοπλε λικε Γεοργε Βαββαγε ανδ

Ηερµαν Ηολλεριτη ωερε σεττινγ τηε σταγε φορ τηε χοµινγ χοµπυτερ ρεϖολυτιον, βυτ τηειρ

ωορκ ωασ λιττλε κνοων το τηε πυβλιχ.
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οπερατιονσ ονλψ βψ µεχηανιχαλλψ ρεπεατινγ αδδιτιον ανδ συβτραχτιον. Μορε
αδϖανχεδ χαλχυλατιονσ ωιτη τριγ φυνχτιονσ, ποωερσ, ροοτσ, ανδ λογαριτηµσ
ωερε αλµοστ αλωαψσ χαρριεδ ουτ ονλψ αππροξιµατελψ τηρουγη τηε υσε οφ
σλιδε ρυλεσ.

Ανδ σο, τηε πιχτυρε οφ χαλχυλατινγ ιν 1960 ωε αρε λεφτ ωιτη ισ τηατ
οφ χλερκσ ιν οφ⇒χεσ βεντ οϖερ αδδινγ µαχηινεσ, ανδ ενγινεερινγ στυδεντσ
ον υνιϖερσιτψ χαµπυσεσ εϖερψωηερε δε⇒νεδ βψ τηειρ σλιδε ρυλεσ, υσυαλλψ
χαρριεδ ιν λεατηερ ηολστερσ ηανγινγ φροµ τηειρ βελτσ.

Βυτ τηε σταγε ωασ σετ φορ ραπιδ χηανγε, παρτλψ βψ δεϖελοπµεντσ τηατ
ηαδ νοτ ψετ ρεαχηεδ τηε πυβλιχ ανδ παρτλψ βψ τηεορετιχαλ αδϖανχεσ. Τηε
σχιεντι⇒χ δεµανδσ οφ Ωορλδ Ωαρ ΙΙ ανδ τηε αδϖεντ οφ ροχκετρψ ανδ τηε
σπαχε αγε προϖιδεδ τηε ιµπετυσ φορ α ρεϖολυτιον ιν χαλχυλατιον. Ελεχτρονιχσ
ωουλδ φυελ τηατ ρεϖολυτιον.
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ΦΕΡΜΑΤ�Σ ΛΑΣΤ ΤΗΕΟΡΕΜ

Το υνδερστανδ Φερµατ�σ λαστ τηεορεµ ορ, ασ ιτ ισ προβαβλψ µορε αππρο−
πριατελψ κνοων, Φερµατ�σ χονϕεχτυρε, ρεχαλλ φροµ σχηοολ γεοµετρψ τηε
Πψτηαγορεαν προποσιτιον τηατ ηολδσ φορ λεγσ ξ ανδ ψ, ανδ ηψποτενυσε ζ

οφ ανψ ριγητ τριανγλε, x2 + y2 = z2.
Αν ιν⇒νιτε νυµβερ οφ ποσιτιϖε ιντεγερ σολυτιονσ φυλ⇒λλ τηισ εθυατιον.

Φορ εξαµπλε, x = 3, y = 4, ανδ z = 5 σατισφψ ιτ σινχε 32 + 42 = 52. Οτηερ
σολυτιονσ ινχλυδε x = 5, y = 12, ανδ z = 13; x = 8, y = 15, ανδ z = 17;
ανδ x = 65, y = 72, ανδ z = 97. Ψου χαν εασιλψ χηεχκ τηεσε ϖαλυεσ ωιτη
α χαλχυλατορ.

Ιν τηε µιδσεϖεντεεντη χεντυρψ, Πιερρε δε Φερµατ ωροτε ιν τηε µαργιν
οφ αν ανχιεντ Γρεεκ µατηεµατιχσ τεξτ τηατ α σιµιλαρ ρελατιονσηιπ δοεσ νοτ
ηολδ φορ ηιγηερ ιντεγερ ποωερσ, τηατ ισ, φορ xn + yn = zn, n ≥ 3; x, y, z,
ανδ n ποσιτιϖε ιντεγερσ.

Φορ εξαµπλε, ωε χαννοτ ⇒νδ ωηολε−νυµβερ τριπλετσ λικε τηοσε φορ τηε
Πψτηαγορεαν εθυατιον, το σατισφψ εθυατιονσ λικε x3 + y3 = z3.

Φερµατ αλσο ωροτε ιν τηατ µαργιν: �Ι ηαϖε δισχοϖερεδ α τρυλψ µαρ−
ϖελουσ δεµονστρατιον οφ τηισ προποσιτιον τηατ τηισ µαργιν ισ τοο ναρροω το
χονταιν.� Σοµε µατηεµατιχιανσ τηινκ τηατ ηε ωροτε τηισ ασ α τανταλιζινγ
ϕοκε βεχαυσε τηατ �τρυλψ µαρϖελουσ δεµονστρατιον� ορ, ιν φαχτ, ανψ προοφ
ωασ νοτ δισχοϖερεδ φορ οϖερ τηρεε χεντυριεσ δεσπιτε τηε εφφορτσ οφ µανψ
µατηεµατιχιανσ.

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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Ονε ωαψ οφ αδδρεσσινγ τηε προβλεµ ισ το σεεκ το προϖε τηε χονϕεχτυρε
φαλσε σιµπλψ βψ δισπλαψινγ α σετ οφ φουρ ιντεγερσ (x,y,z, ανδ τηε ποωερ n)
τηατ µακεσ τηε εθυατιον χορρεχτ. Χοµπυτερσ ωερε υτιλιζεδ το τρψ συχη συβ−
στιτυτιονσ σψστεµατιχαλλψ υπ το εξτρεµελψ λαργε ϖαλυεσ, βυτ νο σολυτιονσ
ωερε φορτηχοµινγ. Υνφορτυνατελψ, τηισ δοεσ νοτ προϖε τηε τηεορεµ τρυε; α
στιλλ λαργερ νυµβερ µιγητ ηαϖε ωορκεδ.

Οφ χουρσε, σοµε νυµβερσ χοµε χλοσε το σατισφψινγ Φερµατ�σ χονϕεχτυρε.
Φορ εξαµπλε, 63 + 83 = 93 − 1 ανδ 93 + 103 = 123 + 1.

Τωο εθυατιονσ ηαϖε ρεχεντλψ βεεν συγγεστεδ βψ ϕοκερσ το προϖε Φερ−
µατ�σ χονϕεχτυρε φαλσε.1

178212 + 184112 = 192212 ανδ 61076 + 89196 = 90666

Ιφ ψου τεστ τηοσε ον ψουρ χαλχυλατορ (φορ εξαµπλε, χαλχυλατε 61076 + 89196

ανδ χοµπαρε τηε ρεσυλτ ωιτη 90666), ψου ωιλλ ⇒νδ τηατ τηε ρεσυλτσ αρε τηε
σαµε. Τηε προβλεµ ισ τηατ τηε ανσωερσ ρεπορτεδ αρε ιν σχιεντι⇒χ νοτατιον
ωιτη µανψ διγιτσ νοτ δισπλαψεδ.

Ιτ ισ εασψ το σηοω τηατ τηε ⇒ρστ εθυατιον ισ φαλσε εϖεν ωιτηουτ δοινγ ανψ
χαλχυλατινγ. Τηε λεφτ σιδε αδδσ αν εϖεν νυµβερ ανδ αν οδδ νυµβερ; τηυσ
τηατ συµ µυστ βε οδδ. Τηε ριγητ σιδε ισ εϖεν. Τηε σεχονδ εθυατιον δοεσ
νοτ χοντραδιχτ παριτψ (οδδ−εϖεν) λαωσ ασ αν οδδ πλυσ αν οδδ δοεσ γιϖε αν
εϖεν συµ. Α χηεχκ ωιτη α χοµπυτερ προϖιδινγ µανψ−διγιτ αχχυραχψ σηοωσ
τηατ τηε ριγητ σιδε ισ 453127232314 λεσσ τηαν τηε λεφτ, ηοωεϖερ. Νοτ τοο
χλοσε!

Φιναλλψ, ιν 1994 Ανδρεω ϑ. Ωιλεσ οφ Πρινχετον Υνιϖερσιτψ2 δεϖελοπεδ
α προοφ οφ τηε τηεορεµ ασ Φερµατ στατεδ ιτ (ι.ε., τηατ τηερε αρε νο ποσσιβλε
σολυτιονσ), βυτ ηισ προοφ ρεθυιρεσ ωηολε αρεασ οφ µατηεµατιχσ υνηεαρδ
οφ ιν Φερµατ�σ τιµε. Ιφ, ινδεεδ, Φερµατ ηιµσελφ ηαδ α �τρυλψ µαρϖελουσ
δεµονστρατιον,� νο ονε ηασ ψετ χοµε υπον ιτ.

1Τηε ⇒ρστ οφ τηεσε εθυατιονσ αππεαρεδ ον τηε τελεϖισιον χοµεδψ Τηε Σιµπσονσ, ωηοσε

ωριτερσ ινχλυδε σεϖεραλ ηιγηλψ τραινεδ µατηεµατιχιανσ ανδ χοµπυτερ σχιεντιστσ. Τηεψ λατερ

σηοωεδ στιλλ ανοτηερ εξαµπλε: 398712 + 436512 = 447212.
2Αλτηουγη Προφεσσορ Ωιλεσ ρεχειϖεδ µανψ αωαρδσ φορ ηισ ωορκ, ηε νεϖερ ρεχειϖεδ τηε

Νοβελ Πριζε. Τηε σιµπλε ρεασον: Τηερε ισ νο Νοβελ Πριζε φορ µατηεµατιχσ! ∆εσπιτε

τηισ, Ωιλεσ� Πρινχετον µατηεµατιχσ χολλεαγυε, ϑοην Φορβεσ Ναση, ϑρ., διδ ωιν α 1994

Νοβελ Πριζε, βυτ ηισ ωασ ιν εχονοµιχ σχιενχεσ. Τηε δεεπλψ τρουβλεδ Ναση, α παρανοιδ

σχηιζοπηρενιχ, ισ τηε συβϕεχτ οφ τηε αχχλαιµεδ 2001 µοτιον πιχτυρε, Α Βεαυτιφυλ Μινδ, ανδ

αν εϖεν βεττερ βιογραπηψ βψ Σψλϖια Νασαρ ωιτη τηε σαµε τιτλε, ωηιχη προϖιδεδ τηε βασισ

φορ τηε µοϖιε.
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Χονσιδερ αγαιν τηοσε προγραµ λινεσ φορ ιντεγερ διϖισιον:

int(N/D)→Q

ανδ

N−D*Q→R

Τηεσε προγραµ λινεσ νοτ ονλψ προϖιδε αδδιτιοναλ προχεσσινγ ποωερ βυτ αλσο
χαν γιϖε ψου φυρτηερ ινσιγητ ιντο ηοω ουρ στανδαρδ λονγ−διϖισιον αλγοριτηµ
ωορκσ.

ΛΟΝΓ ∆ΙςΙΣΙΟΝ

Ονε οφ τηε βεστ τηινγσ αβουτ εϖεν τηε σιµπλεστ οφ χαλχυλατορσ�τηοσε
φουρ−βανγερσ τηατ ινχλυδε ονλψ τηε οπερατιονσ αδδιτιον, συβτραχτιον, µυλ−
τιπλιχατιον, ανδ διϖισιον�ισ τηατ τηεψ σαϖε υσ φροµ ηαϖινγ το δο λονγ
διϖισιον. Εϖερψονε κνοωσ τηε αλγοριτηµ; ιτ ισ τηε χαλχυλατιον τηατ πυτσ
υσ οφφ. Νοω ψου χαν χαλχυλατε 10 διγιτσ οφ τηε θυοτιεντ οφ εξερχισεσ
λικε 7987)21358.07639 ορ 21358.07639/7978 ωιτη νο διφ⇒χυλτψ. Ψου σιµ−
πλψ κεψ ιν τηε διϖιδενδ ορ νυµερατορ, τηε διϖισιον κεψ ανδ τηε διϖι−
σορ ορ δενοµινατορ, ανδ πρεσσ ΕΝΤΕΡ. Βινγο, υπ ποπσ τηατ θυοτιεντ:

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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2.674104969. ϑυστ ιµαγινε χαρρψινγ ουτ τηατ διϖισιον εϖεν το τωο ορ τηρεε
διγιτσ ωιτη παπερ ανδ πενχιλ!

Ψου χαν γαιν σοµε ινσιγητ ιντο τηε λονγ−διϖισιον προχεσσ, ηοωεϖερ, βψ
εξαµινινγ α προγραµ τηατ µατχηεσ ιτ. Ηερε ισ ονε τηατ ωιλλ δο τηισ:

PROGRAM:LONGDIV

: Prompt N,D

: Lbl 1

: int(N/D)→Q

: Disp Q

: Pause

: N−D*Q→R

: R*10→N

: Goto 1

Ιφ ψου ρυν τηατ προγραµ φορ τηοσε σαµε διϖισιον εξερχισεσ, ιτ ωιλλ προϖιδε
τηε θυοτιεντ ονε διγιτ ατ α τιµε. Ιτ ωιλλ ρεπορτ 2, τηεν 6, τηεν 7, ανδ σο
ον. Ιτ δοεσ τηε προχεσσινγ ιν εσσεντιαλλψ τηε σαµε ωαψ ψου ωουλδ δο ιτ
(εξχεπτ φορ φαλσε τριαλσ) ωιτη παπερ ανδ πενχιλ.

Ιν τηε ⇒ρστ πασσ τηρουγη τηε λοοπ, ιντεγερ διϖισιον ισ περφορµεδ ιν τηε
int(N/D)→Q λινε φορ 21358/7978, προδυχινγ ανδ ρεπορτινγ τηε Q = 2.

2.

7987) 21358.07639

Τηεν τηε ρεµαινδερ, 5384.07639, ισ χαλχυλατεδ:

2.

7987) 21358.07639

15974

5384.07639

Ψου προβαβλψ ιµµεδιατελψ νοτιχε τηατ τηε ωηολε ρεστ οφ τηε διϖιδενδ ισ
�βρουγητ δοων� βψ τηισ προχεσσ. Ιν τηε λονγ διϖισιον αλγοριτηµ ψου ωαντ
ονλψ τηε νεξτ διγιτ. Βυτ ψου χαν δεαλ ωιτη τηατ ονε διγιτ σιµπλψ βψ µυλ−
τιπλψινγ τηισ ρεµαινδερ βψ 10. Τηεν ψου ωιλλ ηαϖε

2.

7987) 21358.07639

15974

53840.7639

ανδ ωηεν ψου ρεναµε τηισ ασ ουρ νεω θυοτιεντ, ψου ηαϖε τηε διϖι−
σιον 53840.7639/7987 το περφορµ ιν τηε νεξτ πασσ τηρουγη τηε λοοπ. Βυτ
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σινχε τηισ ισ ιντεγερ διϖισιον τηε θυοτιεντ οφ τηατ ωιλλ βε τηε θυοτιεντ οφ
53840/7987, ϕυστ ασ ιν ουρ αλγοριτηµ.

Τηατ νεξτ πασσ τηρουγη τηε λοοπ γιϖεσ υσ

2.6

7987) 21358.07639

15974

53840.7639

47922

5818.7639

Ψου αγαιν µυλτιπλψ τηατ ρεµαινδερ βψ 10 το γιϖε ψου τηε ιντεγερ διϖισιον
59187/7987 ιν τηε τηιρδ πασσ.

Τηατ δοεσν�τ σεεµ λικε µυχη σινχε ψου χουλδ ηαϖε οβταινεδ α 10−διγιτ
θυοτιεντ σιµπλψ βψ υσινγ τηε διϖισιον κεψ. Ιτ δοεσ, ηοωεϖερ, εναβλε ψου
το δο σοµετηινγ ψου χουλδ νοτ δο βεφορε: ψου χαν χοντινυε τηε διϖισιον
βεψονδ τηε 10 διγιτσ τηατ τηε χαλχυλατορ ρεπορτσ. Ρυννινγ τηισ προγραµ
φορ τηισ σαµε εξερχισε, φορ εξαµπλε, ωουλδ νοτ ονλψ προδυχε τηε θυοτιεντ
ψου ρεπορτεδ βψ διρεχτ διϖισιον βυτ ψουρ προχεσσ ωουλδ χοντινυε γιϖινγ
διγιτσ: 2.67410496932515337 ανδ σο ον υντιλ ψου πρεσσ ΟΝ �QUIT� το

στοπ προγραµ οπερατιον.1

Τηισ σιµπλε προγραµ ηασ τηεν προϖιδεδ ψου α ωαψ το εξτενδ λονγ διϖι−
σιον το ασ µανψ διγιτσ ασ ψου ωιση.

Προδυχινγ ϕυστ ονε διγιτ ατ α τιµε ισ ρατηερ σλοω γοινγ, ανδ τηερε
ισ αν εασψ ωαψ το γιϖε ψουρσελφ µορε τηαν ονε ιν τηισ προχεσσ. Φορ
εξαµπλε, µερελψ χηανγε τηε σεϖεντη λινε ιν τηατ προγραµ φροµ R*10→N

το R*1000→N.
Τηατ χηανγεσ τηε ρεµαινδερ βψ µοϖινγ τηε δεχιµαλ πλαχε τηρεε διγιτσ

το τηε ριγητ ινστεαδ οφ ονε:
2.

7987) 21358.07639

15974

5384076.39

Αλτηουγη τηατ διϖισιον (5384076/7987) ιν ονε στεπ ωιτη παπερ ανδ πενχιλ
ωουλδ�υνλεσσ ψου αρε σοµε κινδ οφ χαλχυλατινγ σαϖαντ�βε βεψονδ ψουρ
χαπαβιλιτψ, ιτ ποσεσ νο προβλεµ φορ ψουρ χαλχυλατορ. Ανδ τηε θυοτιεντ (674)
ωουλδ γιϖε ψου τηε νεξτ τηρεε διγιτσ οφ ψουρ ανσωερ ινστεαδ οφ ϕυστ ονε.

1Βψ βρυτε−φορχε χοντινυατιον οφ παπερ−ανδ−πενχιλ λονγ διϖισιον ψου χουλδ ηαϖε χαλχυλατεδ

αλλ τηεσε διγιτσ ασ ωελλ. Ψου ωουλδ ηαϖε αφ⇒ξεδ αδδιτιοναλ ζεροσ το τηε διϖιδενδ ασ ψου

διδ σο. Τηε προγραµ ασσυµεσ τηοσε αδδεδ ζεροσ ασ ωελλ.
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Ψου χαν, ιν φαχτ, υσε τηισ διϖισιον το µορε ραπιδλψ αχχυµυλατε θυοτιεντ
δεχιµαλσ. Ιν τηε εξερχισεσ, φορ εξαµπλε, ψου ωουλδ ρεχορδ

2. 674 104 969 325 153 374 233 128 834 355 828 . . .

Νοτιχε αλσο τηατ ιφ µυλτιπλψινγ βψ 1000 γιϖεσ ψου τηρεε διγιτσ ατ α τιµε,
µυλτιπλψινγ βψ 100000 ωουλδ γιϖε ψου ⇒ϖε διγιτσ ατ α τιµε. Συρε ενουγη,
χηανγινγ τηατ προγραµ λινε το R*100000→N ωουλδ γιϖε ψου ⇒ϖε θυοτιεντ
διγιτσ ατ α τιµε. Φορ ουρ εξερχισε, ψου ωουλδ ρεχορδ

2. 67410 49693 25153 37423 31288 34355 82822 08588 . . .

Ρεχαλλ, ηοωεϖερ, τηατ ψου δο ηαϖε αν υππερ λιµιτ οφ διγιτσ το ωορκ ωιτη
ηερε. Ψου µυστ αϖοιδ χαλχυλατινγ προδυχτσ οφ µορε τηαν τηε νυµβερ οφ
διγιτσ τηατ ψουρ χαλχυλατορ χαν ηανδλε. Ωιτη α 10−διγιτ δισπλαψ, ψου σηουλδ
λιµιτ ψουρ µυλτιπλιχατιονσ οφ θυοτιεντ ∗ διϖισορ το τηατ νυµβερ. Σινχε ιν
ουρ εξαµπλε ωε ηαδ α φουρ−διγιτ διϖισορ, ωε σηουλδ λιµιτ ουρσελϖεσ το
σιξ−διγιτ παρτιαλ θυοτιεντσ.

ΕΞΠΛΟΡΙΝΓ ΡΕΠΕΑΤΙΝΓ ∆ΕΧΙΜΑΛΣ

Τηε εξερχισε ψου χονσιδερεδ ιν τηε λαστ σεχτιον σιµπλψ προϖιδεδ α ρατηερ
µυνδανε εξαµπλε. Τηερε αρε, ηοωεϖερ, ιντερεστινγ εξπλορατιονσ το βε χαρ−
ριεδ ουτ ωιτη τηε προγραµ ψου ηαϖε βεεν υσινγ.

Ιτ χαν βε προϖεδ τηατ ρατιοναλ νυµβερσ αρε τηοσε νυµβερσ τηατ µαψ βε
εξπρεσσεδ βψ ρεπεατινγ δεχιµαλσ. Ιτ ισ ωορτη εξαµινινγ σοµε φραχτιονσ το
σεε ωηατ τηοσε δεχιµαλ ρεπρεσεντατιονσ λοοκ λικε.

Σοµε οφ τηεµ ψου αλρεαδψ κνοω: 1
3

= .333333333 . . . , 2
3

=
.666666666 . . . , ανδ 1

2
= .50000000 . . . . Ψου χαν υσε τηε προγραµ ωε

δεϖελοπεδ το εξαµινε οτηερσ. (Ιφ ψου υσε τηατ προγραµ ασ ψου λεφτ ιτ ατ τηε
ενδ οφ τηε σεχτιον, ψου χαν πριντ ουτ ⇒ϖε διγιτσ ατ α τιµε.)

Ηερε αρε τηε δεχιµαλ διγιτσ φορ σοµε φραχτιονσ τηατ δον�τ χοµε ουτ εϖεν
(ασ διδ 1

2
):

5
7

= .71428 57142 85714 28571 42857 . . .

1
15

= .06666 66666 66666 66666 66666 . . .2

2Ωηεν πριντινγ ουτ ιν γρουπσ, ψου ηαϖε το ωατχη φορ ινιτιαλ ζεροσ ασ ιν τηε ⇒ρστ γρουπ

ηερε. Ιφ ψουρ ουτπυτ δισπλαψσ φεωερ τηαν ⇒ϖε διγιτσ, ψου µυστ ⇒λλ ιν τηε ⇒ρστ διγιτσ ωιτη

ζεροσ.
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9
13

= .69230 76923 07692 30769 23076 . . .

9
23

= .39130 43478 26086 95652 17391 . . .

Ινστεαδ οφ ωριτινγ ουτ συχη εξπρεσσιονσ, ιτ ισ χοµµον το αββρεϖιατε
τηεµ βψ ωριτινγ α δοτ οϖερ τηε ⇒ρστ ανδ λαστ διγιτσ ρεπεατεδ ορ βψ σηοωινγ
α βαρ οϖερ τηεµ. Ψου σεε, τηεν, τηατ ψου χουλδ ωριτε τηε ⇒ρστ τηρεε οφ τηεσε
φραχτιονσ ασ

5
7

= .7̇14285̇ (ορ .714285)

1
15

= .06

9
13

= .692307

βυτ ωηατ αβουτ 9
23

? ∆οεσ τηατ 39 ινδιχατε τηατ ιτ ισ βεγιννινγ το ρεπεατ?
Τεστ ιτ ανδ σεε.

Τηατ ανδ οτηερ θυεστιονσ αρε ωορτη εξπλορινγ, µανψ οφ τηεµ σιµπλψ
βψ τρψινγ µανψ φραχτιονσ. Αρε τηερε φραχτιονσ ωιτη εσπεχιαλλψ λονγ χψχλεσ?
(Χψχλε ισ α τεχηνιχαλ ναµε φορ τηε διγιτσ ρεπεατεδ.) Ισ τηερε σοµετηινγ
ιντερεστινγ αβουτ τηε χψχλε φορ 1

81
? Ωηατ δο ψου νοτιχε αβουτ ηοω µανψ

οφ εαχη διγιτ αππεαρσ ιν τηε χψχλε φορ 1
61

? Τηερε ισ α ρελατιον βετωεεν τηε
διγιτσ ιν τηε ⇒ρστ ηαλφ οφ ανψ χψχλε ανδ τηοσε ιν τηε σεχονδ ηαλφ. Ωηατ ισ
ιτ? Ισ τηερε α ρελατιον βετωεεν τηε νυµβερ οφ διγιτσ ιν ανψ χψχλε ανδ τηε
δενοµινατορ οφ τηε φραχτιον γενερατινγ ιτ? Τηεσε ανδ οτηερ θυεστιονσ χαν
λεαδ ψου το σοµε ιντερεστινγ νυµβερ τηεορψ.



ΑΠΠΕΝ∆ΙΞ Φ

ΒΙΝΑΡΨ ΑΡΙΤΗΜΕΤΙΧ

ϑυστ ασ ωε ηαϖε αλγοριτηµσ φορ δεχιµαλ χαλχυλατιονσ λικε 235 + 507 ανδ
235 ∗ 507, ωε νεεδ σιµιλαρ αλγοριτηµσ φορ βιναρψ χαλχυλατιονσ λικε 1101 +
1011 ανδ 1101 × 1011.

Τηισ τακεσ υσ βαχκ αλλ τηε ωαψ το πριµαρψ γραδεσ ωηεν ωε λεαρνεδ ηοω
το αδδ ανδ µυλτιπλψ σινγλε−διγιτ νυµβερσ. Ωε ηαδ το λεαρν ωηατ αρε οφτεν
χαλλεδ τηε �φαχτσ�: 3 + 5 = 8, 3 × 5 = 15, ανδ σο ον. Ιφ ωε ινχλυδε αλλ τηε
σινγλε διγιτσ 0 τηρουγη 9, τηερε αρε 100 συχη φαχτσ φορ αδδιτιον ανδ τηε
σαµε νυµβερ φορ µυλτιπλιχατιον. Ηερε τηεψ αρε οργανιζεδ ιντο Ταβλεσ Φ.1
ανδ Φ.2.

Ωηεν ψου τηινκ αβουτ ιτ εϖεν νοω, τηοσε 200 φαχτσ ωερε θυιτε α βιτ
το λεαρν. Ανδ ηερε ισ ωηερε τηε γρεατ γαιν ιν βιναρψ προχεσσινγ ισ το βε
φουνδ. Ωε νεεδ ονλψ φουρ φαχτσ φορ εαχη οφ τηε βιναρψ ταβλεσ, ασ σηοων ιν
Ταβλεσ Φ.4 ανδ Φ.5.

Ιν τηε δεχιµαλ αδδιτιον ταβλε τηατ 1 + 1 φαχτ γαϖε υσ 2 (σεε Ταβλε Φ.3),
βυτ ωε ηαϖε το ρεχαλλ τηατ τηε νυµβερ χορρεσπονδινγ το δεχιµαλ 2 ισ τηε
βιναρψ 10. Τηυσ τηε χορρεχτεδ ταβλε σηουλδ βε ασ σηοων ιν Ταβλε Φ.4.

Ιτ τυρνσ ουτ τηατ τηε µυλτιπλιχατιον ταβλε ισ εϖεν σιµπλερ, ασ σεεν ιν
Ταβλε Φ.5.

Ψου σηουλδ ιµµεδιατελψ νοτιχε τηατ, υνλικε τηε αδδιτιον ταβλε, τηισ µυλ−
τιπλιχατιον ταβλε (Ταβλε Φ.5) ινϖολϖεσ ονλψ σινγλε διγιτσ.

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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ΤΑΒΛΕ Φ.1. Τηε ∆εχιµαλ Αδδιτιον Ταβλε

+ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

3 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

4 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

5 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

6 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

7 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

8 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

9 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

ΤΑΒΛΕ Φ.2. Τηε ∆εχιµαλ Μυλτιπλιχατιον Ταβλε

∗ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

3 0 3 6 9 12 15 18 21 24 27

4 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36

5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

6 0 6 12 18 24 30 36 42 48 54

7 0 7 14 21 28 35 42 49 56 63

8 0 8 16 24 32 40 48 56 64 72

9 0 9 18 27 36 45 54 63 72 81

ΤΑΒΛΕ Φ.3. Τηε Βιναρψ

Αδδιτιον Ταβλε (Αλµοστ)

+ 0 1

0 0 1

1 1 2

ΤΑΒΛΕ Φ.4. Τηε Βιναρψ

Αδδιτιον Ταβλε

+ 0 1

0 0 1

1 1 10

Τηε γρεατ ποωερ οφ τηεσε τωο βιναρψ αριτηµετιχ ταβλεσ δεριϖεσ, ηοω−
εϖερ, νοτ φροµ τηειρ εασε οφ ρεχαλλ βυτ φροµ τηειρ σιµπλε ρελατιονσηιπσ
ωιτη ελεχτρονιχ χιρχυιτρψ. Ιν φαχτ ιτ ισ τηισ ρελατιονσηιπ τηατ ισ τηε σεχονδ
εσσεντιαλ (τηε ⇒ρστ ηασ βεεν σαιδ το βε βιναρψ νυµερατιον) οφ τηε χοµπυτερ
ρεϖολυτιον.
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ΤΑΒΛΕ Φ.5. Τηε Βιναρψ

Μυλτιπλιχατιον Ταβλε

∗ 0 1

0 0 0

1 0 1

Voltage

source

Lamp

Φιγυρε Φ.1 Αν ελεχτριχ χιρχυιτ.

Τηισ βοοκ ισ αβουτ αλγοριτηµσ ανδ προγραµσ ανδ νοτ αβουτ χαλχυλατορ
χιρχυιτρψ, βυτ σοµε υνδερστανδινγ οφ ηοω τηατ χιρχυιτρψ ωορκσ ωιλλ γιϖε
ψου α βεττερ σενσε οφ ωηατ τακεσ πλαχε ινσιδε ψουρ χαλχυλατορ. Ψου ωιλλ σεε
τηατ τηε στατεµεντ, �Χαλχυλατορσ χαλχυλατε σιµπλψ βψ χονϖερτινγ νυµβερσ
το βιναρψ ανδ ωορκινγ ωιτη τηεµ ιντερναλλψ,� µαψ βε χορρεχτ βυτ ιτ ηιδεσ
α γρεατ δεαλ ιν τηατ πηρασε �ωορκινγ ωιτη τηεµ ιντερναλλψ.�

Ψου προβαβλψ λεαρνεδ ιν α σχηοολ σχιενχε χλασσ αβουτ τωο βασιχ κινδσ οφ
ελεχτριχαλ χιρχυιτσ: σεριεσ ανδ παραλλελ. Χοµβινατιονσ οφ συχη χοννεχτιονσ
αρε ωηατ προχεσσ βιναρψ αριτηµετιχ ιν ψουρ χαλχυλατορ.

Ατ τηε σιµπλεστ λεϖελ ωε χαν χρεατε α χιρχυιτ το τυρν ον α λιγητβυλβ ωιτη
τηε χοννεχτιον οφ Φιγυρε Φ.1.

Ηερε ψου ηαϖε α ποωερ σουρχε, σαψ, α βαττερψ, ανδ ωιρεσ χοννεχτινγ τηε
βαττερψ το α λαµπ.1 Ηοοκεδ υπ ιν τηισ ωαψ, τηε λιγητ ωιλλ ρεµαιν ον ασ
λονγ ασ τηε βαττερψ χηαργε ανδ τηε βυλβ λιφε λαστ.

Ιφ ωε ινσερτ α σωιτχη ιν τηισ χιρχυιτ, ωε χαν τυρν τηε βυλβ ον ανδ οφφ,
ϕυστ ασ ωε δο α ⇓ασηλιγητ ασ σηοων ιν Φιγυρε Φ.2.

Τηισ γιϖεσ τηε φολλοωινγ (νοτ ϖερψ ιντερεστινγ) ρεσυλτ:

Σωιτχη Λαµπ

Οφφ Οφφ
Ον Ον

1Ψου χαν εασιλψ χρεατε εαχη οφ τηεσε χιρχυιτσ ωιτη α σµαλλ βαττερψ, α λιγητβυλβ, ανδ πιεχεσ

οφ σινγλε στρανδ χοππερ ωιρε. Ψου δον�τ εϖεν νεεδ το πυρχηασε σωιτχηεσ, βυτ τηεψ µακε τηε

οπερατιον α βιτ εασιερ. Ιφ ψου υσε α σµαλλ βαττερψ, ψου δον�τ ηαϖε το ωορρψ αβουτ ελεχτριχ

σηοχκ.
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Switch

Voltage

source

LampOff

On

Φιγυρε Φ.2 Αν ελεχτριχ χιρχυιτ ωιτη α γατε.

Switch

Voltage

source

Lamp

Off

On

Φιγυρε Φ.3 Αν ελεχτριχ χιρχυιτ ωιτη α not γατε.

Ιφ ωε λετ οφφ βε ρεπρεσεντεδ βψ 0 ανδ ον βψ 1, ωε ηαϖε τηε φολλοωινγ
ταβλε:

Σωιτχη Λαµπ

0 0
1 1

Ωε χαν πλαψ α τριχκ ον τηισ ταβλε σιµπλψ βψ σωιτχηινγ τηε λαβελσ ον ουρ
χιρχυιτ ασ ιν Φιγυρε Φ.3, ρεϖερσινγ τηε λαβελσ οφφ ανδ ον.

Τηε αρρανγεµεντ σηοων ιν Φιγυρε Φ.3 γιϖεσ υσ (σινχε ωε ηαϖε νοτ
σωιτχηεδ τηε στατυσ οφ τηε βυλβ)

Σωιτχη Λαµπ

0 1
1 0

Ασ ωε ωιλλ σεε, τηισ σιµπλιστιχ τριχκ τυρνσ ουτ το βε ϖερψ υσεφυλ. Φορ
ωηατ σηουλδ βε οβϖιουσ ρεασονσ, ιτ ισ γιϖεν τηε ναµε not. Ιτ ισ δενοτεδ
ιν ελεχτριχ χιρχυιτ διαγραµσ ασ ιν Φιγυρε Φ.4.

Νοω ωε χονσιδερ τηε σιτυατιον ωιτη τωο σωιτχηεσ. Ιν τηε ⇒ρστ ωε ηαϖε
τηε σεριεσ χιρχυιτ οφ Φιγυρε Φ.5.
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Φιγυρε Φ.4 Α not γατε σψµβολ.

BA

Off

OnOn

Off
Lamp

Voltage

source

Φιγυρε Φ.5 Α σεριεσ χιρχυιτ.

Χλεαρλψ ωε ωιλλ ονλψ ηαϖε α χιρχυιτ ωηεν βοτη σωιτχηεσ αρε τυρνεδ ον
ασ ιν τηε φολλοωινγ σχηεµε:

Σωιτχη B

οφφ ον
Σωιτχη A Οφφ Λαµπ οφφ Λαµπ οφφ

Ον Λαµπ οφφ Λαµπ ον

ωηιχη τρανσλατεσ, αγαιν ωιτη οφφ = 0 ανδ ον = 1, ιντο

Σωιτχη B

0 1
Σωιτχη A 0 0 0

1 0 1

Τηισ σεριεσ χιρχυιτ ισ χαλλεδ αν and χιρχυιτ, ωηιχη ισ δεσιγνατεδ ιν χιρχυιτ
διαγραµσ ασ ιν Φιγυρε Φ.6.

Τηε ρεασον ιτ ισ χαλλεδ αν and χιρχυιτ ορ and γατε ισ ιτσ ρελατιον το
τηε λογιχ οφ τηε ωορδ �ανδ� ιν ουρ γραµµαρ. Ωε χουλδ ηαϖε συβστιτυτεδ
�φαλσε� φορ οφφ ανδ �τρυε� φορ ον ανδ οβταινεδ τηε φολλοωινγ σχηεµε:

B

AND Φαλσε Τρυε
A Φαλσε Φαλσε Φαλσε

Τρυε Φαλσε Τρυε
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Φιγυρε Φ.6 Αν and γατε σψµβολ.

B

A
Off

On

On

Off
Lamp

Voltage

source

Φιγυρε Φ.7 Α παραλλελ χιρχυιτ.

Χονσιδερ ιν τηισ ρεγαρδ τηε σεντενχε: �Ιφ τηε φαιρ ισ ηελδ τοδαψ ανδ τηε
ωεατηερ ισ γοοδ, ωε ωιλλ αττενδ.� Βοτη �φαιρ ισ ηελδ τοδαψ� ανδ �ωεατηερ
ισ γοοδ� µυστ βε τρυε ιν ορδερ φορ �ωε ωιλλ αττενδ� το βε τρυε.

Μορε ιµπορταντ, ψου σηουλδ ρεχογνιζε τηατ τηε σεριεσ ταβλε ωιτη βιναρψ
διγιτσ ισ εξαχτλψ τηε σαµε ασ τηατ βιναρψ µυλτιπλιχατιον ταβλε. Τηυσ ωε ηαϖε
αν ελεχτριχ χιρχυιτ, τηε σεριεσ χιρχυιτ, τηατ ωιλλ, ιν εφφεχτ, µυλτιπλψ βιναρψ
διγιτσ. Τηισ ισ α ϖερψ ποωερφυλ τοολ φορ βιναρψ προχεσσινγ.

Βυτ νοω ωε νεεδ α χιρχυιτ τηατ ωιλλ αδδ βιναρψ διγιτσ. Ιτ ωιλλ τυρν ουτ
τηατ τηισ ισ α γοοδ δεαλ µορε χοµπλιχατεδ.

Ωηεν Ι ωασ α ψουνγστερ, ουρ στρινγσ οφ Χηριστµασ τρεε λιγητσ ωερε
ηοοκεδ υπ ιν σεριεσ; τηατ ισ, τηε βυλβσ ωερε ωιρεδ ονε αφτερ τηε οτηερ.2

Τηε προβλεµ ωιτη τηισ ωασ τηατ, ωηεν ονε βυλβ ωεντ βαδ ορ βεχαµε λοοσε,
τηε εντιρε στρινγ οφ λιγητσ ωεντ ουτ ανδ µυχη τιµε ωασ τακεν ιδεντιφψινγ
τηε βαδ βυλβ. Το γετ αρουνδ τηισ, σο−χαλλεδ παραλλελ χιρχυιτσ ωερε σοον
εµπλοψεδ. Φιγυρε Φ.7 ισ α διαγραµ οφ α παραλλελ χιρχυιτ.

Ον τηισ κινδ οφ χοννεχτιον, ψου νεεδ ονλψ ονε οφ τηε σωιτχηεσ ον το
ηαϖε α χοµπλετε χιρχυιτ ανδ α λιγητεδ λαµπ. Τηυσ ωε ηαϖε

Σωιτχη B

οφφ ον
Σωιτχη A Οφφ Λαµπ οφφ Λαµπ ον

Ον Λαµπ ον Λαµπ ον

2Τηε βυλβσ τηεµσελϖεσ αχτεδ ασ σωιτχηεσ.
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ορ, αγαιν ωιτη 0 φορ οφφ ανδ 1 φορ ον:

Σωιτχη B

0 1
Σωιτχη A 0 0 1

1 1 1

Α παραλλελ χιρχυιτ ισ χαλλεδ αν or γατε, αγαιν βεχαυσε οφ ιτσ ρελατιον το ουρ
υσε οφ τηε ωορδ ορ ιν γραµµαρ.3 Τηισ τιµε τηε Σχηεµε ισ

B

OR Φαλσε Τρυε
A Φαλσε Φαλσε Τρυε

Τρυε Τρυε Τρυε

Ιφ τηε ωεατηερ ισ γοοδ ορ τηε φαιρ ισ ηελδ ινσιδε, ωε ωιλλ αττενδ. Τηε ονλψ
τιµε ψου ωιλλ νοτ αττενδ ισ ωηεν ψου φαχε βοτη βαδ ωεατηερ ανδ αν ουτδοορ
φαιρ.

Α παραλλελ χοννεχτιον ισ σηοων ιν χιρχυιτ διαγραµσ ωιτη τηε σψµβολ or

οφ Φιγυρε Φ.8.
Υνφορτυνατελψ, τηισ ισ νοτ τηε σαµε ασ τηε βιναρψ αδδιτιον ταβλε, ορ ωε

ωουλδ ηαϖε βοτη βιναρψ µυλτιπλιχατιον ανδ αδδιτιον µιρρορεδ ιν σιµπλε
χιρχυιτρψ.

Ιν φαχτ, ρεχονσιδερ τηατ βιναρψ αδδιτιον ταβλε ρεπρισεδ ιν Ταβλε Φ.6.

Φιγυρε Φ.8 Αν or γατε σψµβολ.

ΤΑΒΛΕ Φ.6. Τηε Βιναρψ

Αδδιτιον Ταβλε Ρεπρισε

+ 0 1

0 0 1

1 1 10

3Τηερε αρε τωο διφφερεντ υσεσ οφ τηε ωορδ �ορ� ιν ουρ λανγυαγε ωηεν βοτη πηρασεσ αρε

τρυε. Τηε ινχλυσιϖε ορ τηατ ωε αρε υσινγ ηερε ισ τηε ονε µοστ χοµµονλψ υσεδ ιν χοµπυτερ

σχιενχε. Αν εξαµπλε οφ τηε εξχλυσιϖε ορ ισ ιν τηε πηρασε: ωιν ορ λοσε. Ψου χαννοτ δο βοτη

ατ τηε σαµε τιµε, τηυσ τηε εξχλυσιϖε ορ ισ φαλσε ωηεν βοτη ινπυτσ αρε 1 ορ τρυε.
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ΤΑΒΛΕ Φ.7. Βιναρψ

Αδδιτιον: Τωο−∆ιγιτ Συµσ

+ 0 1

0 00 01

1 01 10

ΤΑΒΛΕ Φ.8. Βιναρψ Αδδιτιον: Συµ ανδ

Χαρρψ

Χαρρψ 0 1 Συµ 0 1

0 0 0 0 0 1

1 0 1 1 1 0

Ιτ σηουλδ βε χλεαρ ιµµεδιατελψ τηατ νο χιρχυιτ ωουλδ προδυχε τηατ τωο−
διγιτ ρεσυλτ οφ τηε αδδιτιον, 1 + 1 = 10, φορ ουρ χιρχυιτσ δεαλ ονλψ ωιτη
σινγλε διγιτσ.

Τηισ συγγεστσ βρεακινγ τηε βιναρψ αδδιτιον ταβλε ιντο τωο ταβλεσ. Ωε δο
τηισ βψ ⇒ρστ µακινγ αλλ τηε συµσ τωο−διγιτ, ασ σηοων ιν Ταβλε Φ.7.

Ωε ηαϖε, οφ χουρσε, νοτ χηανγεδ τηε ϖαλυε οφ τηε συµσ βψ δοινγ τηισ.
Νοω ωε µακε σεπαρατε ταβλεσ φορ τηε λεφτ ορ χαρρψ διγιτ ανδ τηε ριγητ

ορ συµ διγιτ, ασ σηοων ιν Ταβλε Φ.8.
Νοτιχε ιµµεδιατελψ τηατ τηε χαρρψ ταβλε ισ λικε τηε and (σεριεσ) ταβλε

ανδ βιναρψ µυλτιπλιχατιον, σο τηατ ισ εασιλψ ρεπρεσεντεδ ιν χιρχυιτρψ.
Τηε συµ ταβλε ισ υνλικε ειτηερ τηε and γατε ορ τηε or γατε. Ιτ ισ, ηοω−

εϖερ, λικε α κινδ οφ σωιτχη παιρινγ τηατ αππεαρσ ιν µανψ ηουσεηολδσ. Ιτ ισ
χαλλεδ βψ ελεχτριχιανσ α �δουβλε−πολε δουβλε−τηροω σωιτχη� βυτ Ι τηινκ οφ
ιτ ασ τηε �υπσταιρσ−δοωνσταιρσ σωιτχη�.4

Ρεχαλλ ηοω τηατ κινδ οφ σωιτχη παιρ ωορκσ. Ψου χοµε το τηε φοοτ οφ τηε
σταιρσ ανδ τυρν τηε λιγητ ον. Τηεν, ωηεν ψου ρεαχη τηε τοπ οφ τηε σταιρσ,
ψου σωιτχη τηε λιγητ οφφ. Υνλικε οτηερ σωιτχηεσ, τηεσε αρε νοτ µαρκεδ �ον�
ορ �οφφ�; ρατηερ, τηεψ χηανγε τηε στατυσ οφ τηε χιρχυιτ φροµ ον το οφφ ορ
φροµ οφφ το ον.

Αχχοµπλισηινγ τηισ τασκ τυρνσ ουτ το βε α βιτ χοµπλιχατεδ. Ιν φαχτ, ψου
νεεδ ⇒ϖε γατεσ το χαρρψ ουτ τηισ σεεµινγλψ σιµπλε τασκ. Φιγυρε Φ.9 ισ α
χιρχυιτ διαγραµ φορ τηε υπσταιρσ�δοωνσταιρσ σωιτχη.

Ιν τηε τωο διαγραµσ οφ Φιγυρε Φ.10, ψου χαν τραχε τηε πατη οφ τηε ινπυτσ
A = 0 ανδ B = 1 ανδ τηεν A = 1 ανδ B = 1. Ψου µαψ ωιση το δο τηε
σαµε φορ 0 + 1 ανδ 0 + 0.

4Ψου µαψ αλσο νοτιχε τηατ ιτ ισ τηε ταβλε τηατ χορρεσπονδσ το τηε εξχλυσιϖε ορ οφ λογιχ

µεντιονεδ ιν τηε πρεϖιουσ φοοτνοτε.
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Φιγυρε Φ.9 Τηε υπσταιρσ�δοωνσταιρσ σωιτχη.
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0

1

1

1

1

0

1 + 1

0

0

0

0 0
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Φιγυρε Φ.10 Υπσταιρσ�δοωνσταιρσ σωιτχη εξαµπλεσ.
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Output
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AND

AND

NOT

NOT
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OR

A

Carry

Φιγυρε Φ.11 Α ηαλφ−αδδερ.

Αλλ οφ τηισ χιρχυιτρψ ισ τηεν χοµβινεδ ιντο ωηατ ισ χαλλεδ α ηαλφ−αδδερ

(σηοων ιν Φιγυρε Φ.11), ωηιχη χαρριεσ ουτ ιν χιρχυιτρψ σινγλε−διγιτ βιναρψ
αδδιτιον.

Τηατ�σ θυιτε α χοµπλιχατεδ προχεσσ σιµπλψ το αδδ τωο σινγλε διγιτσ, βυτ
ιτ τυρνσ ουτ τηατ τηε σιτυατιον ισ στιλλ ωορσε. Χονσιδερ, φορ εξαµπλε, τηε
αδδιτιον οφ 11 + 11. Ουρ ηαλφ−αδδερ σερϖεσ υσ ωελλ φορ τηε υνιτσ χολυµν.
Ιτ ωιλλ προϖιδε τηε συµ 10. Φολλοωινγ ουρ υσυαλ αδδιτιον αλγοριτηµ, ωε
ρεχορδ τηε 0 ανδ χαρρψ τηε 1 το τηε νεξτ χολυµν:

1

11

+11

0

Νοω νοτιχε τηατ ωε ηαϖε τηε προβλεµ οφ αδδινγ τηρεε διγιτσ, νοτ τωο! Ωε
µυστ ⇒νδ τηε συµ οφ 1 + 1 + 1, ανδ ουρ ηαλφ−αδδερ ωιλλ νοτ αχχοµπλιση
τηατ. Ωε νεεδ ωηατ ισ χαλλεδ α φυλλ−αδδερ, ωηιχη τακεσ χαρε οφ τωο αδδενδσ
ανδ α χαρρψ φροµ τηε πρεϖιουσ χολυµν. Φιγυρε Φ.12 σηοωσ τηατ χοµπλεξ
χιρχυιτρψ.

Φιγυρε Φ.13 σηοωσ ηοω 1 + 1 + 1 = 11 (τηε τηιρδ ονε χαρριεδ φροµ τηε
πρεϖιουσ χολυµν) ωουλδ βε προχεσσεδ βψ α φυλλ−αδδερ.

Ψου χερταινλψ µυστ ηαϖε νοτιχεδ ηοω µυχη µορε χοµπλιχατεδ βιναρψ
αδδιτιον ισ τηαν βιναρψ µυλτιπλιχατιον. Βιναρψ µυλτιπλιχατιον τοοκ ονλψ ονε
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Φιγυρε Φ.12 Α φυλλ−αδδερ τηε τωο Ησ ρεπρεσεντ ηαλφ−αδδερσ.

0

OR

1

1

0
New

carry = 1

B = 1

A = 1

Old

carry = 1

H

H

Sum = 1

Φιγυρε Φ.13 1 + 1 + 1 = 11.

and γατε το αχχοµπλιση, ωηιλε βιναρψ αδδιτιον τοοκ 6 and γατεσ (3 ιν εαχη
ηαλφ−αδδερ), 4 not γατεσ (2 ιν εαχη ηαλφ−αδδερ), ανδ 3 or γατεσ (ονε ιν εαχη
ηαλφ−αδδερ ανδ ονε µορε ιν τηε φυλλ−αδδερ), φορ α τοταλ οφ 13 γατεσ. Ψου ωερε
προβαβλψ βρουγητ υπ, ασ Ι ωασ, τηινκινγ οφ µυλτιπλιχατιον (οφτεν ιντροδυχεδ
ασ µυλτιπλε αδδιτιον) ασ α µορε χοµπλιχατεδ ανδ τηερεφορε ηαρδερ προχεσσ
τηαν αδδιτιον. Τηισ ρεϖερσαλ σηουλδ τηεν χοµε ασ α συρπρισε.

Τηισ αππενδιξ ρεπρεσεντσ α σιµπλι⇒εδ τρεατµεντ οφ σοµε οφ τηε ελεχ−
τρονιχσ νεχεσσαρψ το χαρρψ ουτ βιναρψ αριτηµετιχ. Ψου χαν σεε σοµε ιντερ−
εστινγ ασπεχτσ οφ ηοω συβτραχτιον ισ ηανδλεδ ιν Αππενδιξ Γ. Φορ α φυλλερ
στορψ οφ τηε ελεχτρονιχσ οφ χαλχυλατορσ ανδ χοµπυτερσ, Ι ρεχοµµενδ Ηενρψ
ϑαχοβοωιτζ, Χοµπυτερ Αριτηµετιχ (Ηαψδεν Πυβλισηινγ Χοµπανψ, 1962).
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Τηερε ισ αν ιντερεστινγ παρλορ τριχκ τηατ ωιλλ προϖιδε σοµε ινσιγητ ιντο τηε
ωαψ χοµπυτερσ συβτραχτ βιναρψ νυµβερσ. Ωιτη α βιτ οφ πραχτιχε ψου σηουλδ
βε αβλε το υσε ιτ το εντερταιν ψουρ φριενδσ.

Τελλ ψουρ αυδιενχε τηατ ψου χαν αδδ νινε διγιτ νυµβερσ ϕυστ ασ φαστ ασ α
χαλχυλατορ. �Νυµβερσ λικε τηεσε,� ψου σαψ, ανδ ωριτε δοων ανψ νινε διγιτ
νυµβερ, συχη ασ 287,364,338.

Νοω ψου ινϖιτε ψουρ αυδιενχε το γιϖε ψου ανοτηερ νινε−διγιτ νυµβερ.
Σοµεονε ωιλλ προϖιδε ψου ωιτη α νυµβερ τηατ ψου ωριτε βελοω τηε ⇒ρστ:1

Ιφ σοµεονε οφφερσ 482,619,587, ωριτε ιτ βελοω ψουρ ⇒ρστ νυµβερ.

287,364,338

482,619,587

Ψου αδδ ανοτηερ νυµβερ το τηε λιστ:

287,364,338

482,619,587

517,380,412

1Ιφ σοµεονε συγγεστσ α νυµβερ τηατ ισ τοο �ρεγυλαρ�, λικε 333,333,333 ορ 123,456,789, σαψ,

�Νο, τηοσε αρε τοο εασψ, ανψονε χαν αδδ συχη νυµβερσ; ωε νεεδ τουγηερ, µορε ρανδοµ

νυµβερσ.� Ψου ωιλλ σεε λατερ τηατ τηερε ισ α ρεασον φορ τηισ.

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.

222
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�Γιϖε µε ανοτηερ,� ψου σαψ, ανδ ψουρ αυδιενχε ωιλλ χοµπλψ. Νοω ψουρ
λιστ ρεαδσ

287,364,338

482,619,587

517,380,412

823,546,734

Ωριτε α λαστ νυµβερ βελοω τηισ:

287,364,338

482,619,587

517,380,412

823,546,734

176,453,265

Ιµµεδιατελψ υνδερσχορε τηε λιστ, µαρκ α πλυσ σιγν, ανδ ωριτε τηε ανσωερ.
Ψουρ ⇒ναλ ρεσυλτ σηουλδ λοοκ λικε τηισ:

287,364,338

482,619,587

517,380,412

823,546,734

+ 176,453,265

2,287,364,336

Οφ χουρσε, τηε νυµβερσ ψου ηαϖε ωριττεν δοων αφτερ τηε ⇒ρστ, ωερε νοτ
χηοσεν ρανδοµλψ. Ωηεν ψου ωερε γιϖεν τηε νυµβερ, 482,619,587, ψου
ωροτε ωηατ ισ χαλλεδ τηε νινεσ χοµπλεµεντ οφ τηατ νυµβερ. Τηε νινεσ
χοµπλεµεντ οφ α διγιτ ισ τηε γιϖεν διγιτ συβτραχτεδ φροµ νινε. Φορ εξαµπλε,
τηε νινεσ χοµπλεµεντ οφ 7 ισ 2. Τηε νινεσ χοµπλεµεντ οφ ανψ νυµβερ ισ
εασιλψ ωριττεν διγιτ βψ διγιτ. Ιν τηισ χασε, τηε παιρ οφ νυµβερσ αρε

Αυδιενχε προϖιδεσ 482,619,587

Ψου ωριτε 517,380,412

Ιν τηε σαµε ωαψ, ψου µατχη τηατ φουρτη αδδενδ:

Αυδιενχε προϖιδεσ 823,546,734

Ψου ωριτε 176,453,265
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Ψου σηουλδ νοτιχε τηε συµ οφ τηοσε παιρσ οφ νυµβερσ. Βεχαυσε ψου ηαϖε
χηοσεν τηε νινεσ χοµπλεµεντ φορ εαχη διγιτ, ιν εαχη χασε τηε συµ ωιλλ βε
999,999,999, ορ 1,000,000,000 − 1.

Ψουρ αδδιτιον εξερχισε τηεν σιµπλψ χονϖερτσ το

287,364,338 = 287,364,338
482,619,587 +
517,380,412 = 999,999,999 = 1,000,000,000 − 1
823,546,734 +

+ 176,453,265 = 999,999,999 = 1,000,000,000 − 1

2,287,364,336 ← ← 2,287,364,338 − 2

Ωηατ ψου ωριτε φορ τηε συµ ισ τηεν αλµοστ εντιρελψ χοπιεδ φροµ ψουρ ⇒ρστ
νυµβερ. Ψου βεγιν ωιτη 2 βιλλιον, βυτ τηεν τηε ρεστ οφ τηε διγιτσ εξχεπτ
τηε λαστ αρε τηε σαµε ασ τηατ ⇒ρστ αδδενδ. Ψουρ ⇒ναλ διγιτ ισ σιµπλψ τωο 2
λεσσ τηαν τηατ ⇒ρστ αδδενδ�σ λαστ διγιτ.2

Ωε χαν τακε τηισ ιδεα οφ τηε νινεσ χοµπλεµεντ ιν ανοτηερ διρεχτιον.
Ωε χαν υσε ιτ ιν α ωαψ τηατ αππεαρσ το γιϖε υσ α µετηοδ οφ συβτραχτινγ
βψ αδδιτιον.

Συπποσε, φορ εξαµπλε, τηατ ωε ωιση το χαλχυλατε τηε διφφερενχε:

683,456,125
− 479,983,512

Ωε ρεπλαχε τηε νυµβερ βεινγ συβτραχτεδ (τηε συβτραηενδ) ωιτη ιτσ νινεσ
χοµπλεµεντ ανδ αδδ

683,456,125
+ 520,016,487
1,203,472,612

Νοω ρεµοϖε τηατ 1 φροµ τηε λεφτ ενδ οφ τηατ συµ ανδ αδδ ιτ το τηε υνιτσ
διγιτ. Ψουρ ρεσυλτ�203,472,613�ισ τηε ανσωερ ψου σεεκ, τηε διφφερενχε
βετωεεν τηοσε ⇒ρστ νυµβερσ.

Α βιτ οφ αλγεβρα ωιλλ σηοω ηοω τηισ οδδ µετηοδ ωορκσ. Ωε αρε συβ−
τραχτινγ τωο 9−διγιτ νυµβερσ: λετ τηεµ βε A − B. Ωηατ ωε ηαϖε δονε ισ
το ρεπλαχε B ωιτη ιτσ νινεσ χοµπλεµεντ, 999,999,999 − B, τηυσ ωε ηαϖε:

A + (999,999,999 − B) = A − B + 999,999,999

= A − B + 1,000,000,000 − 1

2Ψου χαν, οφ χουρσε, υσε µορε αδδενδσ, εαχη τιµε αφτερ τηε ⇒ρστ µατχηινγ ωιτη α νινεσ

χοµπλεµεντ. Εαχη παιρ ωιλλ αδδ ανοτηερ βιλλιον ανδ συβτραχτ ανοτηερ υνιτ.
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Το χορρεχτ φορ τηισ ανδ οβταιν τηε δεσιρεδ A − B, ωε συβτραχτ τηε
1,000,000,000 ανδ αδδ 1.

Νοω ⇒ναλλψ ωε αρε ρεαδψ το σεε ηοω αλλ τηισ αππλιεσ το βιναρψ συβτραχτιον.

ΒΙΝΑΡΨ ΣΥΒΤΡΑΧΤΙΟΝ

Ασ ηασ βεεν ποιντεδ ουτ, χαλχυλατορσ υσε βιναρψ−χοδεδ δεχιµαλσ (ΒΧ∆σ)
φορ χοµπυτατιον. Τηε ρεµαινδερ οφ τηισ αππενδιξ αππλιεσ ιν ωαψσ τηατ αρε
ατ ονχε µορε χοµπλιχατεδ ανδ σιµπλερ. Ωε ωιλλ χονσιδερ χοµπυτερ φορµατ,
ωηιχη ωουλδ ηαϖε το βε µοδι⇒εδ φορ χαλχυλατορ αππλιχατιον.

Βοτη χαλχυλατορσ ανδ χοµπυτερσ χονταιν στοραγε ρεγιστερσ οφ ⇒ξεδ λενγτη.
Φορ εξαµπλε, ιφ α χοµπυτερ χαλχυλατεσ ωιτη υπ το 10 δεχιµαλ διγιτσ, ιτ
ωουλδ νεεδ ρεγιστερσ τηατ ωουλδ αχχεπτ 34 βιναρψ διγιτσ.3 Τηε ρεασον φορ
τηισ ισ τηε λαργεστ 10−διγιτ δεχιµαλ:

9,999,999,999τεν = 1,001,010,100,000,010,111,110,001,111,111,111τωο

Τηατ µαψ σεεµ λικε α γρεατ µανψ βιναρψ διγιτσ το στορε, βυτ τωο τηινγσ
αρε ιµπορταντ το ρεµεµβερ ηερε:

1. Τηατ 10−διγιτ δεχιµαλ νυµβερ ωασ λαργε ασ ωελλ, σο ψου νεεδ πλαχεσ φορ
ονλψ ϕυστ οϖερ τηρεε τιµεσ ασ µανψ διγιτσ το στορε τηατ βιναρψ νυµβερ.

2. Μορε ιµπορταντ, ψου γαιν τρεµενδουσλψ ιν προχεσσινγ χαπαβιλιτψ
βεχαυσε εαχη οφ τηε βιναρψ στοραγε πλαχεσ ηασ ονλψ τωο στατεσ, 0
ορ 1, οφφ ορ ον.

Νοτιχε τηατ ΒΧ∆σ αχτυαλλψ ινχρεασε τηε νεχεσσαρψ αµουντ οφ στοραγε.
Ρεχαλλ τηατ ψου νεεδ φουρ βιναρψ διγιτσ το ρεπρεσεντ εαχη δεχιµαλ διγιτ.
Τηυσ ψου ωουλδ νεεδ 40 βιναρψ διγιτσ το ρεπρεσεντ α 10−διγιτ νυµβερ,
ωηερεασ στραιγητ βιναρψ ρεπρεσεντατιον υσεδ ονλψ 34.

Ι ρεµαρκ ηερε τηατ χαλχυλατορσ ανδ χοµπυτερσ υσε ϖαριουσ µεανσ το
αϖοιδ ωαστινγ σπαχε ωηεν στορινγ σµαλλ δεχιµαλ ϖαλυεσ. Φορ εξαµπλε, α
χοµπυτερ ωουλδ αϖοιδ υσινγ 31 βιναρψ στοραγε διγιτσ το στορε τηε βιναρψ
εθυιϖαλεντ οφ 7:

0000000000000000000000000000000111τωο

Σιµιλαρλψ, α χαλχυλατορ ωουλδ νοτ ωαντ το υσε αλλ 40 βιναρψ διγιτσ το ρεπ−
ρεσεντ α νυµβερ λικε 13 τηατ νεεδσ ονλψ ειγητ οφ τηοσε διγιτσ: 0001 0011.

Ιν ανψ εϖεντ, βιναρψ νυµβερσ αρε στορεδ ιν ρεγιστερσ ηαϖινγ α χερταιν
νυµβερ οφ βιναρψ στοραγε υνιτσ ορ βιτσ. Σο τηατ ωε ωον�τ ηαϖε το ωριτε

3Ασ ωε ηαϖε ινδιχατεδ, µοστ 10−διγιτ χαλχυλατορσ χαλχυλατε ωιτη ονε ορ µορε αδδιτιοναλ

διγιτσ ιν ορδερ το προϖιδε µορε αχχυραχψ.
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ουτ συχη λενγτηψ στρινγσ το προϖιδε εξαµπλεσ, Ι ωιλλ ρεστριχτ ουρ ρεγιστερσ
το ειγητ βιναρψ διγιτσ ορ βιτσ. Τηατ µεανσ τηατ ωε ωιλλ χον⇒νε ουρσελϖεσ
το δεχιµαλ νυµβερσ φροµ 0 το 255, βεχαυσε 255τεν = 11111111τωο.

Νοω ωε φολλοω τηε προχεσσ ωε υσεδ ωηεν ωε συβτραχτεδ δεχιµαλ νυµ−
βερσ υσινγ τηε νινεσ χοµπλεµεντ, εξχεπτ τηατ ωε υσε τηε ονεσ χοµπλεµεντ.
(ϑυστ ασ 9 ωασ τηε λαργεστ δεχιµαλ διγιτ, 1 ισ τηε λαργεστ βιναρψ διγιτ.) Τηε
ονεσ χοµπλεµεντ ισ εϖεν εασιερ το φορµ. Ματηεµατιχαλλψ ιτ ισ τηε βιναρψ
νυµβερ συβτραχτεδ φροµ 11111111, βυτ πραχτιχαλλψ ιτ ινϖολϖεσ ονλψ σωιτχη−
ινγ 0σ το 1σ ανδ 1σ το 0σ. (Ρεχαλλ φροµ Αππενδιξ Φ τηατ τηισ ισ εασιλψ δονε
διγιτ βψ διγιτ ωιτη σινγλε not γατεσ.)

Λετ�σ σεε ηοω τηισ ωορκσ φορ 213 − 135. Ηερε ισ τηε προβλεµ εξπρεσσεδ
⇒ρστ ιν δεχιµαλ ανδ τηεν ιν βιναρψ:

213 11010101

− 135 − 10000111

Νοω ωε χηανγε τηισ το αν αδδιτιον εξερχισε υσινγ τηε ονεσ χοµπλεµεντ,
γιϖεν ιν α τηιρδ χολυµν. Ι ηαϖε πλαχεδ τηε + ιν θυοτεσ βεχαυσε, ασ ωε ωιλλ
σεε, τηισ ισ νοτ θυιτε τρυε αδδιτιον:

213 11010101 11010101

− 135 − 10000111 � + � 01111000

Ωε νοω αδδ τηοσε ονεσ χοµπλεµεντ βιναρψ ϖαλυεσ:

11010101

� + � 01111000

101001101

Ψου σηουλδ νοτιχε ιµµεδιατελψ τηατ τηερε ισ αν εξτρα ονε ατ τηε λεφτ ενδ οφ
τηισ ανσωερ. Ωε αγρεεδ το ηαϖε ονλψ ειγητ πλαχεσ ιν ουρ ρεγιστερ, ανδ τηατ
ονε ισ ιν ωηατ ωουλδ βε α νιντη πλαχε. Βυτ ρεχαλλ ωηατ ωε διδ ωιτη τηατ
ονε βιλλιον ιν τηε δεχιµαλ συβτραχτιον ωιτη νινεσ χοµπλεµεντ. Ωε σιµπλψ
ρεµοϖε τηατ ονε φροµ τηε λεφτ ανδ αδδ ιτ το τηε ριγητµοστ διγιτ:

11010101

� + � 01111000

101001101

− 1 + 1

01001110
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Τηισ ανσωερ, 1001110τωο = 78τεν, ισ ϕυστ ωηατ ωε ωαντ.
Λετ�σ σεε ωηατ ισ ηαππενινγ ηερε. Ωε σεεκ A − B, βοτη ιν βιναρψ νοτα−

τιον. Ινστεαδ ωε χαλχυλατε A + (11111111 − B) = A − B + 11111111 =
A − B + 100000000 − 1, σο ωε ονλψ ηαϖε το συβτραχτ τηατ 100000000
(τηροω τηατ λεφτµοστ διγιτ αωαψ) ανδ αδδ 1 το χορρεχτ ουρ ανσωερ.

Νοτιχε τηατ ηερε, υνλικε δεχιµαλ συβτραχτιον υσινγ τηε νινεσ χοµπλε−
µεντ, ψου σιµπλψ σωιτχη τηε διγιτσ ιν τηε συβτραηενδ, αδδ, τηροω αωαψ
τηατ εξτρα διγιτ ον τηε λεφτ, ανδ αδδ ονε. Τηυσ τηε ονλψ οπερατιον ψου νεεδ
το αχχοµπλιση συβτραχτιον ισ αδδιτιον.

Τηερε ισ α ρε⇒νεµεντ οφ τηισ προχεσσ χαλλεδ τωοσ χοµπλεµεντ συβτραχτιον

τηατ φυρτηερ σιµπλι⇒εσ ιτ ανδ αϖοιδσ εϖεν τηε τεµποραρψ υσε οφ αν εξτρα
διγιτ οφ τεµποραρψ στοραγε.
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ΤΗΕ ΡΑΠΙ∆ ΧΟΝςΕΡΓΕΝΧΕ ΟΦ
ΝΕΩΤΟΝ�Σ ΜΕΤΗΟ∆

Φορ τηε Νεωτον�σ µετηοδ σθυαρε ροοτ αλγοριτηµ, ωε ηαϖε προϖεδ τηατ
En+1 ≤ 1

2
En, βυτ ουρ εξαµπλε ιν Χηαπτερ 4 σηοωεδ τηατ τηε χονϖεργενχε

χαν βε µυχη φαστερ τηαν τηατ. Φορ ανψ N > 1/4, σοµε φυρτηερ αλγεβραιχ
µανιπυλατιον ωιλλ σηοω τηατ, ονχε ωε ηαϖε αχχυραχψ το n δεχιµαλ διγιτσ,
εαχη φυρτηερ στεπ ατ λεαστ δουβλεσ τηε νυµβερ οφ αχχυρατε διγιτσ. Μορε
φορµαλλψ, ωηεν En ≤ 10−p, En+1 ≤ 10−2p, φορ ανψ ποσιτιϖε ιντεγερ p.

Σινχε βοτη σιδεσ οφ τηε ινεθυαλιτψ 1/4 < N αρε ποσιτιϖε, ωε χαν τακε

τηειρ σθυαρε ροοτσ το γιϖε υσ 1/2 <
√

N , ανδ σινχε ωε ηαϖε σηοων τηατ√
N ≤ Gn φορ αλλ n ≥ 1, ωε ηαϖε 1/2 < Gn. Μυλτιπλψ βοτη σιδεσ οφ τηισ

ινεθυαλιτψ βψ τηε ποσιτιϖε θυαντιτψ,
(

Gn −
√

N
)2

/Gn, ανδ ψου αρριϖε ατ

(

Gn −
√

N
)2

2Gn

<
(

Gn −
√

N
)2

Νοτιχε τηατ τηε ριγητ σιδε οφ τηισ ινεθυαλιτψ ισ En
2. Τηυσ ωε νοω ηαϖε

(

Gn −
√

N
)2

2Gn

< En
2
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Ωε νεξτ ωαντ το σηοω τηατ τηε λεφτ σιδε ισ En+1. Ηερε ισ τηε αλγεβρα:

(

Gn −
√

N
)2

2Gn

=
Gn

2 − 2Gn

√
N + N

2Gn

=
Gn

2 + N

2Gn

−
2Gn

√
N

2Gn

=
Gn + N

Gn

2
−

√
N

Τηισ λαστ ισ Gn+1 −
√

N = En+1. Χοµβινινγ τηεσε ρεσυλτσ, ωε ηαϖε σηοων
τηατ En+1 < En

2 ισ τρυε φορ n ≥ 1 ανδ τηε σθυαρε ροοτ οφ ανψ N > 1/4.
Ασ α χονσεθυενχε, ωηεν En ≤ 10−p, φορ ανψ ιντεγερ p, τηεν En+1 <

En
2 ≤ (10−p)2 = 10−2p. Τηυσ τηε νυµβερ οφ διγιτσ οφ αχχυραχψ ισ ατ λεαστ

δουβλεδ. Φορ εξαµπλε, φορ p = 1, ονχε ωε ηαϖε αν ερρορ λεσσ τηαν 0.1, ωε
ωουλδ ηαϖε α συχχεσσιον οφ ερρορσ φορ τηε φολλοωινγ τηρεε στεπσ λεσσ τηαν
0.01, 0.0001, ανδ 0.00000001, α ραπιδ χονϖεργενχε, ινδεεδ.
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ΗΟΩ ΝΕΩΤΟΝ�Σ ΜΕΤΗΟ∆ ΑΠΠΛΙΕΣ
ΤΟ ΤΗΕ ΣΘΥΑΡΕ ΡΟΟΤ ΑΛΓΟΡΙΤΗΜ
ΑΝ∆ ΤΗΕ Rτη ΡΟΟΤ ΟΦ N

Νεωτον�σ µετηοδ προϖιδεσ α φαρ µορε γενεραλ προχεδυρε τηαν τηε υσε ωε
ηαϖε µαδε οφ ιτ ιν ⇒νδινγ σθυαρε ροοτσ. Φορ ⇒νδινγ α βεττερ αππροξιµατιον
Gn+1 οφ τηε ροοτ οφ ανψ εθυατιον f (x) = 0, γιϖεν αν αππροξιµατιον Gn,
Νεωτον�σ µετηοδ τελλσ υσ τηατ Gn+1 = Gn − [f (Gn)/f

′(Gn)], ωιτη f ′

ρεπρεσεντινγ τηε δεριϖατιϖε οφ τηε φυνχτιον f .1

Συπποσε τηατ ωε σεεκ
√

N βψ Νεωτον�σ µετηοδ. Τηισ ισ εθυιϖαλεντ το

σολϖινγ τηε εθυατιον x =
√

N , ωηιχη ιµπλιεσ x2 = N ανδ x2 − N = 0.
Τηυσ ωε ηαϖε f (x) = x2 − N , ανδ ιτσ δεριϖατιϖε ισ f ′(x) = 2x.

Συβστιτυτινγ τηεσε ϖαλυεσ ιν τηε φορµυλα φορ Νεωτον�σ µετηοδ, ωε ηαϖε

Gn+1 = Gn −
Gn

2 − N

2Gn

=
2Gn

2 − Gn
2 + N

2Gn

=
Gn + N

Gn

2

Ιν ουρ χαλχυλατιον οφ σθυαρε ροοτ, ωε λετ N/Gn = Hn, σο τηισ ισ τηε σαµε
ασ: Gn+1 = (Gn + Hn)/2.

Ωε ηαϖε, οφ χουρσε, υσεδ τηισ ρεσυλτ ιν ουρ σθυαρε ροοτ προγραµ: τηε

αριτηµετιχ µεαν, (Gn + Hn)/2, σερϖινγ ασ αν αππροξιµατιον το
√

N =√
GnHn, τηε γεοµετριχ µεαν οφ τηοσε σαµε τωο νυµβερσ.

1Τηε ονλψ χαλχυλυσ ρεθυιρεδ ιν τηισ αππενδιξ ισ τηε δεριϖιτιϖε οφ xn, ωηιχη ισ nxn−1 ανδ

τηε δεριϖατιϖε οφ α χονσταντ, N ιν εαχη ινστανχε ηερε, ισ 0.
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Ιτ ωιλλ γιϖε υσ φυρτηερ ινσιγητ ιντο Νεωτον�σ µετηοδ το αππλψ ιτ το τηε

προβλεµ οφ δετερµινινγ χυβε ροοτ. Ασ ωιτη σθυαρε ροοτ, ωε ηαϖε x = 3
√

N ,
x3 = N ανδ x3 − N = 0. Τηυσ ωε ηαϖε f (x) = x3 − N . Τηισ τιµε τηε
δεριϖατιϖε f ′(x) = 3x2.

Συβστιτυτινγ τηεσε ϖαλυεσ ιν τηε φορµυλα φορ Νεωτον�σ µετηοδ, ωε ηαϖε

Gn+1 = Gn −
Gn

3 − N

3Gn
2

=
3Gn

3 − Gn
3 + N

3Gn
2

=
2Gn

3 + N

3Gn
2

=
2Gn + N

Gn
2

3

Ωε λετ N/Gn
2 = Ηn, ωηιχη σιµπλι⇒εσ ουρ ρεσυλτ το:

Gn+1 =
2Gn + Hn

3

Τηισ προχεδυρε υσεσ τηε µορε γενεραλ αριτηµετιχ µεαν�γεοµετριχ µεαν
τηεορεµ, ωηιχη ρελατεσ n θυαντιτιεσ. Ωε ωιλλ χονσιδερ ιτ ονλψ φορ n = 3,
βυτ τηε εξτενσιον το µορε ϖαριαβλεσ σηουλδ βε χλεαρ. Φορ n = 3, ιτ γιϖεσ
υσ τηε φολλοωινγ αππροξιµατιον:

a + b + c

3
≥ 3

√
abc

Ιν ουρ χαλχυλατιον οφ χυβε ροοτ ωε αρε δεαλινγ ωιτη τηρεε θυαντιτιεσ, τωο
Gnσ ανδ ονε Hn, ανδ τηε αριτηµετιχ µεαν�γεοµετριχ µεαν ρελατιονσηιπ
γιϖεσ υσ

Gn + Gn + Hn

3
≥ 3

√

GnGnHn

Αλσο, σινχε Hn = N/Gn
2, ωε ηαϖε GnGnHn = N . Τηυσ ωε ηαϖε τηε

αππροξιµατιον
2Gn + Hn

3
≥ 3

√
N

Ωε χονχλυδε ωιτη τωο µορε προγραµσ�⇒ρστ, α προγραµ βασεδ ον τηισ
αλγοριτηµ τηατ ωιλλ χοµπυτε χυβε ροοτ:

PROGRAM:CUBERT

: Prompt N

: 10→G

: 0→H

: While G 	= H

: N/G2→H

: (2G+H)/3→G

: End (While)

: Disp G
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Φιναλλψ, εξτενδινγ τηε ιδεα δεϖελοπεδ φορ χυβε ροοτ λεαδσ το α προγραµ το
χαλχυλατε τηε Rτη ροοτ οφ N :

PROGRAM:RTHRT

: Prompt N,R

: 10→G

: 0→H

: While G 	= H

: N/G∧(R−1)→H

: ((R−1)G+H)/R→G

: End (While)

: Disp G



ΑΠΠΕΝ∆ΙΞ ϑ

ΤΗΕ ΑΝΧΙΕΝΤ ΓΡΕΕΚΣ
ΑΠΠΡΟΞΙΜΑΤΕ

√
2

Τηε Πψτηαγορεανσ βελιεϖεδ τηατ αλλ νυµβερσ αρε ρατιοναλ, τηατ ισ, τηατ τηεψ
χαν βε εξπρεσσεδ ασ m/n, ωιτη m ανδ n ποσιτιϖε ιντεγερσ.1 Ιτ χαµε ασ
α µαϕορ σηοχκ, τηεν, ωηεν τηεψ δισχοϖερεδ τηατ σοµε ποσιτιϖε νυµβερσ
χουλδ νοτ βε σο ωριττεν.2 Τηεψ µαψ ηαϖε ρεαχηεδ τηισ χονχλυσιον βψ τηε
φολλοωινγ κινδ οφ ρεασονινγ.3

Βεγιννινγ ωιτη σθυαρε ΑΒΧ∆ ωιτη σιδεσ n ανδ διαγοναλ m οφ Φιγυρε ϑ.1,
τηεψ βεγαν ωιτη τηε ασσυµπτιον τηατ τηε ρατιο m/n ισ ρατιοναλ, τηατ ισ, τηατ
m ανδ n αρε ποσιτιϖε ιντεγερσ.

Ον διαγοναλ Β∆ οφ Φιγυρε ϑ.1, χονστρυχτ ποιντ F σο τηατ ΑΒ = ΒΦ,
ασ ιν Φιγυρε ϑ.2. Ατ ποιντ F α περπενδιχυλαρ το Β∆ ισ τηεν χονστρυχτεδ,
µεετινγ Α∆ ατ E. Οτηερ σεγµεντσ αρε χονστρυχτεδ το φορµ α σθυαρε ωιτη
διαγοναλ Ε∆. Τηε σιδεσ οφ τηισ σθυαρε αρε εαχη m − n. Το δετερµινε τηε
λενγτη οφ ιτσ διαγοναλ, ΒΕ ισ δραων, φορµινγ χονγρυεντ ριγητ τριανγλεσ ΑΒΕ

ανδ ΦΒΕ. Φροµ τηεσε τριανγλεσ ωε ηαϖε ΑΕ = ΕΦ = m − n, ανδ ωε χαν
δετερµινε τηε διαγοναλ Ε∆ βψ Ε∆ = Α∆ − ΑΕ = n − (m − n) = 2n − m.

1Ζερο ανδ νεγατιϖε νυµβερσ ωερε υνκνοων το τηεµ.
2Ιτ ισ σαιδ τηατ τηισ υπσετ τηε Πψτηαγορεανσ σο µυχη τηατ τηεψ δροωνεδ τηε δισχοϖερερ.

Περηαπσ τηε τρεατµεντ οφ σχιεντιστσ τοδαψ ισ νοτ σο βαδ αφτερ αλλ.
3Ρεαδερσ σηουλδ ρεχαλλ τηατ τηε Γρεεκσ ηαδ ϖερψ ποορ νυµερατιον σψστεµσ, τηατ τηεψ υσυαλλψ

ρεπρεσεντεδ νυµβερσ ιν τερµσ οφ τηε λενγτησ οφ σεγµεντσ ανδ τηατ τηεψ ηαδ νο αλγεβρα.

Τηατ µακεσ τηειρ αχχοµπλισηµεντσ αλλ τηε µορε αµαζινγ.

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.

233





234 ΤΗΕ ΑΝΧΙΕΝΤ ΓΡΕΕΚΣ ΑΠΠΡΟΞΙΜΑΤΕ
√

2

n

nm

D C

BA

Φιγυρε ϑ.1 ∆ιαγοναλ : σιδε ρατιο ιν α σθυαρε.

F

m − n m − n

m − n

m − n

2n − m

E
n

n

n

BD = m

D C

BA

Φιγυρε ϑ.2 ∆ιαγοναλ : σιδε ρατιο ον α σµαλλερ σθυαρε.

Τηυσ ωε ηαϖε α νεω σθυαρε ωιτη διαγοναλ : σιδε ρατιο, (2n − m)/(m − n)

ανδ, σινχε αλλ σθυαρεσ αρε σιµιλαρ, τηε ρατιοσοφ τηειρ χορρεσπονδινγδιµενσιονσ
αρε εθυαλ ανδ ωε ηαϖε

m

n
=

2n − m

m − n

Τηερε ισ α προβλεµ ωιτη τηατ εθυατιον. Ιτ ισ στραιγητφορωαρδ το σηοω τηατ,
σινχε τηε διαγοναλ οφ τηε οριγιναλ σθυαρε ισ γρεατερ τηαν ιτσ σιδε, ωε ηαϖε
m > n ανδ φροµ τηισ, 2m > 2n ανδ m > 2n − m. Ωε αλσο κνοω τηατ,
σινχε τηε σηορτεστ διστανχε βετωεεν οπποσιτε χορνερσ οφ τηατ σθυαρε ισ
τηε στραιγητ−λινε διαγοναλ, ωε ηαϖε 2n > m ανδ n > m − n. Τηεσε τωο
ινεθυαλιτιεσ, m > 2n − m ανδ n > m − n, εσταβλιση τηατ τηε ρατιο οφ διαγ−
οναλ το σιδε ιν τηε νεω σθυαρε ισ α φραχτιον ωιτη βοτη νυµερατορ ανδ
δενοµινατορ σµαλλερ τηαν τηε χορρεσπονδινγ ϖαλυεσ ιν τηε οριγιναλ σθυαρε.
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Φιγυρε ϑ.3

Τηε προβλεµ ισ τηατ τηισ χονστρυχτιον χαν βε ρεπεατεδ οϖερ ανδ οϖερ ασ ιν
Φιγυρε ϑ.3 ωιτη τηοσε ποσιτιϖε ιντεγερσ γεττινγ σµαλλερ ανδ σµαλλερ. Τηερε
ισ α λιµιτ το τηισ προγρεσσιον τηατ τηισ προχεδυρε χοντραδιχτσ. Ψου χαννοτ
ηαϖε α σεθυενχε οφ ποσιτιϖε ιντεγερσ γετ σµαλλερ ανδ σµαλλερ φορεϖερ.4 Τηισ
χοντραδιχτιον φορχεσ υσ το χονχλυδε τηατ ουρ οριγιναλ πρεµισε, τηατ m/n ισ
ρατιοναλ, ισ φαλσε. Τηυσ τηεψ ωερε φαχεδ ωιτη α νεω κινδ οφ νυµβερ, αν
ιρρατιοναλ νυµβερ.

Ωε χαν ρετυρν το τηατ εθυατιον, m/n = (2n − m)/(m − n), ανδ σιµ−
πλιφψ ιτ το οβταιν συχχεσσιϖελψ, m2 − mn = 2n2 − mn, m2 = 2n2, ανδ m =
n
√

2, ασ ωε σηουλδ εξπεχτ ιν µοδερν νοτατιον.

Ηαϖινγ αβσορβεδ τηε φαχτ τηατ m/n, ορ το υσ
√

2, ρεπρεσεντεδ α νεω
κινδ οφ νυµβερ, τηε Πψτηαγορεανσ σετ ουτ το εξπλορε ηοω m/n µιγητ
βε αππροξιµατεδ. Τηεψ µοδι⇒εδ τηε εθυατιον m2 = 2n2 το µακε ιτ m2 ≈
2n2 ± 1. ∆ιϖιδινγ βψ n2 χηανγεσ τηισ το m2/n2 ≈ 2 ± (1/n2), ανδ ωε ηαϖε

m

n
≈

√

2 ±
1

n2

Χλεαρλψ, ινχρεασινγ τηε ϖαλυε οφ n ινχρεασεσ τηε ϖαλυε οφ n2 ανδ δεχρεασεσ
τηε ϖαλυε οφ 1/n2. Τηισ σηοωσ τηατ, φορ ινχρεασινγ ϖαλυεσ οφ n, m/n ισ α

χλοσερ ανδ χλοσερ αππροξιµατιον το
√

2.
Ωε αλρεαδψ κνοω τηατ

m

n
=

2n − m

m − n

βυτ τηισ ισ ρεδυχινγ τηε ϖαλυεσ οφ τηε νυµερατορ ανδ δενοµινατορ. Ωε ωαντ
το ρεϖερσε τηισ προχεσσ το ινχρεασε ρατηερ τηαν δεχρεασε τηοσε ϖαλυεσ. Ωε
δο τηισ βψ ρεπλαχινγ m βψ M ανδ n βψ N ιν τηε ριγητ−σιδε φραχτιον ανδ,
σεττινγ νυµερατορσ ανδ δενοµινατορσ εθυαλ, σολϖινγ φορ τηοσε ϖαλυεσ. Ωε
ηαϖε m = 2N − M ανδ n = M − N , ωηιχη λεαδ βψ στανδαρδ αλγεβραιχ

4Τηισ λιµιτ ισ στατεδ φορµαλλψ ιν µατηεµατιχσ ασ τηε ωελλ ορδερινγ πρινχιπλε. Ιτ στατεσ τηατ

ιν ανψ σετ οφ ποσιτιϖε ιντεγερσ τηερε ισ α λεαστ ιντεγερ. Τηισ σιµπλε βυτ ρεµαρκαβλψ ποωερφυλ

πρινχιπλε ισ εθυιϖαλεντ το µατηεµατιχαλ ινδυχτιον.
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2

µετηοδσ το M = m + 2n ανδ N = m + n. Ασ α ρεσυλτ οφ τηισ, ωε ηαϖε
α νεω εθυατιον, M/N = (M + 2N)/(M + N), ωιτη ινχρεασινγ ιντεγερ
ϖαλυεσ ιν νυµερατορ ανδ δενοµινατορ, ϕυστ ασ ωε ωισηεδ.

Το υσε τηισ ρεσυλτ, ωε νεεδ ονλψ χηοοσε σεεδσ (ινιτιαλ ϖαλυεσ) φορ M

ανδ N . Ηερε ισ α προγραµ τηατ ωιλλ χαλχυλατε συχχεσσιϖε ϖαλυεσ φορ M,N ,
ανδ M/N φορ ανψ σεεδσ ψου χηοοσε (ψου σηουλδ ρεχογνιζε τηε υσε οφ α
τεµποραρψ ϖαριαβλε, T , το ασσιστ τηε χαλχυλατιον οφ νεω ϖαλυεσ οφ M ανδ
N ιν λινεσ 5�7):

PROGRAM:SQRT2FR

: Prompt M,N

: Lbl 1

: Disp M,N,M/N

: Pause

: M→K

: M+2N→M

: K+N→N

: Goto 1

Ιτ τυρνσ ουτ τηατ ανψ ποσιτιϖε ιντεγερσ ωιλλ σερϖε ασ σεεδσ.5 Α υσεφυλ σταρτ,
ηοωεϖερ, ισ προϖιδεδ βψ σεττινγ βοτη εθυαλ το 1. Ηερε αρε τηε προγραµ
ϖαλυεσ οβταινεδ ωιτη τηεσε σεεδσ:

M N M/N

1 1 1
3 2 1.5
7 5 1.4
17 12 1.416666667
41 29 1.413793103
99 70 1.414285714
239 169 1.414201183
577 408 1.414215686
1393 985 1.414213198
3363 2378 1.414213625
8119 5741 1.414213552
19601 13860 1.414213564
47321 33461 1.414213562
114243 80782 1.414213562

5Τηισ ισ ϕυστι⇒εδ ιν ∆αϖιδ Φλαννερψ�σ δελιγητφυλ βοοκ, Τηε Σθυαρε Ροοτ οφ 2: Α ∆ιαλογ

Χονχερνινγ α Νυµβερ ανδ α Σεθυενχε (Χοπερνιχυσ Βοοκσ, 2006).
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Τηισ τελλσ υσ τηατ ωε χαν υσε τηε φραχτιον, 47321
33461

, ασ αν εστιµατε οφ
√

2
εθυιϖαλεντ το α 10−διγιτ δεχιµαλ. Οφ χουρσε, ρεµεµβερινγ τηατ φραχτιον ισ
νο εασιερ τηαν ρεµεµβερινγ τηε τεν δεχιµαλ διγιτσ.

Υσινγ διφφερεντ σεεδσ σιµπλψ λενγτηενσ τηε προχεσσινγ βεφορε χονϖεργ−

ινγ ον
√

2.
Ιτ χαν βε σηοων τηατ α µινορ χηανγε ιν τηε προγραµ ωιλλ λεαδ το χαλ−

χυλατιον οφ
√

X φορ ανψ γιϖεν ιντεγερ X. Φορ τηε προγραµ λινε M+2N→M,
σιµπλψ συβστιτυτε τηε ϖαλυε οφ X φορ 2. Φορ εξαµπλε, το χαλχυλατε φραχτιονσ

χονϖεργινγ ον
√

3, τηε προγραµ λινε ωουλδ βε M+3N→M.
Ηερε, τηεν, ισ α προγραµ τηατ ωιλλ χαλχυλατε συχχεσσιϖε φραχτιονσ

αππροαχηινγ τηε ϖαλυε οφ
√
X, φορ ποσιτιϖε ιντεγερ X, υσινγ τηε αρβιτραρψ

ινιτιαλ αππροξιµατιον οφ 1
1
:

PROGRAM:SQRTXFR

: Prompt X

: 1→M

: 1→N

: Lbl 1

: Disp M,N,M/N

: Pause

: M→K

: M+XN→M

: K+N→N

: Goto 1



ΑΠΠΕΝ∆ΙΞ Κ

ΧΟΝΤΙΝΥΕ∆ ΦΡΑΧΤΙΟΝ
ΑΠΠΡΟΞΙΜΑΤΙΟΝΣ

Ιν Αππενδιξ ϑ ψου σαω ηοω το οβταιν ρατιοναλ φραχτιον αππροξιµατιονσ το
σθυαρε ροοτσ βψ µεανσ οφ α σιµπλε προγραµ. Χοντινυεδ φραχτιονσ προϖιδε
α ωαψ οφ αππροξιµατινγ ανψ ποσιτιϖε ρεαλ νυµβερ βψ ανοτηερ κινδ οφ
εϖερ−ιµπροϖινγ φραχτιονσ.

Α χοντινυεδ φραχτιον ισ αν εξπρεσσιον λικε τηισ:1

x = r +
1

s +
1

t +
1

u +
1

v

Τηισ εξπρεσσιον βρεακσ δοων α νον−νεγατιϖε ρεαλ νυµβερ, x, ιν τερµσ οφ α
σεριεσ οφ ιντεγερσ, r , s, t , u, ανδ v (ανδ ποσσιβλψ µορε φολλοωινγ τηε σαµε
παττερν), ωιτη αλλ βυτ τηε ρ ποσιτιϖε ιντεγερσ�τηε ιντεγερ r χαν βε 0 ασ
ωελλ�ανδ αλλ τηοσε νυµερατορσ εθυαλ το 1. Τηε διγιτσ δοων τηε λεφτ σιδε
οφ τηε χοντινυεδ φραχτιον αρε χαλλεδ θυοτιεντσ, ανδ α σηορτηανδ νοτατιον φορ
τηισ ονε ισ α λιστινγ οφ τηοσε θυοτιεντσ ωιτη α σεµιχολον αφτερ τηε ιντεγερ.
Φορ τηε εξαµπλε τηισ ωουλδ βε (r; s, t, u, v).

1Αλτηουγη συβσχριπτσ αρε υσεφυλ ιν συχη εξπρεσσιονσ, Ι αϖοιδ τηεµ ηερε ιν ορδερ το σιµπλιφψ

τηε ιδεασ.

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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Χονϖεργεντσ φορ τηε σαµε εξαµπλε αρε r , r + 1/s, r + 1/(s + 1/t), ανδ
σο ον. Ωηατ ισ ιµπορταντ αβουτ τηεσε χονϖεργεντσ ισ τηατ τηεψ δο, ινδεεδ,
γετ χλοσερ ανδ χλοσερ το τηε ϖαλυε οφ x. Ιν φαχτ, ιτ χαν βε σηοων τηατ εαχη
χονϖεργεντ προϖιδεσ τηε βεστ φραχτιοναλ εστιµατε οφ x φορ δενοµινατορσ οφ
τηατ σιζε ορ λεσσ.

Ιν τηε χασε οφ ρατιοναλ νυµβερσ, τηε χοντινυεδ φραχτιον ωιλλ αλωαψσ ενδ
ασ ιν τηε δισπλαψ σηοων. Χονσιδερ, φορ εξαµπλε, 13

29
. Ηερε ισ ηοω ιτ ωουλδ

βε χηανγεδ το α χοντινυεδ φραχτιον:

13

29
= 0 +

1
29
13

= 0 +
1

2 + 3
13

= 0 +
1

2 + 1
13
3

= 0 +
1

2 + 1

4+ 1
3

Τηυσ ωε ηαϖε 13
29

= (0; 2, 4, 3).

Ηερε ισ ηοω τηε χονϖεργεντσ ωουλδ αππροξιµατε 13
29

:

Φορ (0;2) ψου ηαϖε 0 + 1
2

= 1
2
.

Φορ (0;2,4) ψου ηαϖε

0 +
1

2 + 1
4

= 0 +
1
9
4

= 0 +
4

9
=

4

9

Ανδ, οφ χουρσε, φορ (0;2,4,3) ψου ηαϖε 13
29

.

Τηατ ισ α γρεατ δεαλ οφ ωορκ φορ λιττλε ρετυρν ωηεν δεαλινγ ωιτη ρατιοναλ
νυµβερσ, βυτ τηε ιδεα αλσο αππλιεσ το ιρρατιοναλσ, οφτεν ωιτη ιντερεστινγ

ρεσυλτσ. Χονσιδερ, φορ εξαµπλε,
√

5. Υσινγ ψουρ χαλχυλατορ το ⇒νδ
√

5 ανδ
το δετερµινε ρεχιπροχαλσ, ψου ωουλδ ηαϖε

√
5 = 2 + .2360679775 = 2 +

1

4.236067977
= 2 +

1

4 + .236067977

= 2 +
1

4 +
1

4.236067977

= 2 +
1

4 +
1

4 +
1

4.236067977

= · · ·

· · ·

Νοτιχε ωηατ ισ ηαππενινγ ηερε. Α παττερν ηασ εµεργεδ ανδ ωε ηαϖε ασ
θυοτιεντσ: (2;4,4,4, . . .), οφτεν δισπλαψεδ ασ (2; 4).
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Τηατ τηισ ισ νοτ µερελψ α χηανχε ρεσυλτ οφ χαλχυλατιον, χονσιδερ τηε σαµε

προχεσσ αλγεβραιχαλλψ. Ωε κνοω τηατ 2 <
√

5 < 3 ανδ τηατ

1
√

5 − 2
=

1
√

5 − 2
∗

√
5 + 2

√
5 + 2

=
√

5 + 2

5 − 4
=

√
5 + 2

Ωε χαν υσε τηοσε φαχτσ το χηανγε
√

5 το α χοντινυεδ φραχτιον:

√
5 = 2 + (

√
5 − 2) = 2 +

1

1
√

5 − 2

= 2 +
1

√
5 + 2

= 2 +
1

4 + (
√

5 − 2)
= 2 +

1

4 +
1

1
√

5 − 2

= 2 +
1

4 +
1

√
5 + 2

= · · ·

Ψου σηουλδ σεε τηατ βοτη λινεσ ενδ ωιτη τηε σαµε εξπρεσσιον το βε χηανγεδ.

Τηυσ, µορε φορµαλλψ, ωε ηαϖε ονχε αγαιν
√

5 = (2; 4).
Ωηιλε ιτ ισ ιντερεστινγ τηατ σιµιλαρ παττερνσ οχχυρ φορ οτηερ ραδιχαλ

εξπρεσσιονσ, ωηατ ισ µορε υσεφυλ ισ τηε φαχτ τηατ, ασ Ι ποιντεδ ουτ εαρλιερ,
τηοσε χονϖεργεντσ λεαδ το βεττερ ανδ βεττερ ρατιοναλ αππροξιµατιονσ.

Ηερε ισ α ρατηερ χοµπλιχατεδ προγραµ τηατ ωιλλ χαλχυλατε φορ ανψ ινπυτ
ϖαλυε, X, τηε συχχεσσιϖε θυοτιεντσ, Q, τογετηερ ωιτη τηε νυµερατορ, A,
ανδ δενοµινατορ, B, οφ τηε χονϖεργεντσ, ανδ τηε χονϖεργεντ ϖαλυε.

PROGRAM:CONTFRX

: 1→A

: 0→B

: 0→C

: 1→D

: Prompt X

: Lbl 1

: int(X)→Q

: A→T

: QA+C→A (I)

: T→C

: B→T

: QB+D→B (II)

: T→D

: Disp Q,A,B,A/B

: Pause

: (X−int(X))−1→X

: Goto 1
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Τηισ ισ ανοτηερ προγραµ ωιτη αν ιν⇒νιτε λοοπ. Το εσχαπε, υσε ΟΝ
�QUIT�.

Ι ωιλλ νοτ αττεµπτ το εξπλαιν τηισ προγραµ οτηερ τηαν το ποιντ ουτ τηατ
τηε κεψ λινεσ αρε νοτεδ ασ (Ι) ανδ (ΙΙ). Τηεψ προχεσσ βψ µυλτιπλψινγ τηε
χυρρεντ θυοτιεντ βψ τηε νυµερατορ ανδ δενοµινατορ οφ τωο πρεϖιουσλψ
ρεπορτεδ φραχτιονσ.

Ηερε αρε τωο εξαµπλεσ οφ τηε υσε οφ τηισ προγραµ. Φιρστ, χονσιδερ
√

6.
Νοτε τηατ ιν τηε προγραµ τηε θυοτιεντσ αρε Q, τηε νυµερατορ A, ανδ τηε
δενοµινατορ B οφ τηε χονϖεργεντ:

Πασσ Θυοτιεντ Νυµερατορ ∆ενοµινατορ Χονϖεργεντ

1 2 2 1 2
2 2 5 2 2.5
3 4 22 9 2.444444444
4 2 49 20 2.45
5 4 218 89 2.449438202
6 2 485 198 2.449494949
7 4 2158 881 2.449489217
8 2 4801 1960 2.449489796
9 4 21362 8721 2.449489737
10 2 47525 19402 2.449489743

ανδ τηισ ισ
√

6 ≈ 47525
19402

, το 10−δεχιµαλ διγιτ αχχυραχψ.
Ασ α σεχονδ εξαµπλε, χονσιδερ τηε ρεσυλτσ ωηεν π ισ ρυν τηρουγη τηισ

προγραµ:

Πασσ Θυοτιεντ Νυµερατορ ∆ενοµινατορ Χονϖεργεντ

1 3 3 1 3
2 7 22 7 3.142857143
3 15 333 106 3.141509434
4 1 355 113 3.14159292
5 292 103993 33102 3.141592653
6 1 104348 33215 3.141592654

Νοτιχε σεϖεραλ τηινγσ αβουτ τηισ σεριεσ οφ χονϖεργινγ φραχτιονσ. Φιρστ, ψου
σηουλδ ρεχογνιζε τηατ τηε σεχονδ φραχτιον, 22

7
= 31

7
, ισ α φαµιλιαρ αππροξι−

µατιον. Βυτ ανοτηερ αππροξιµατιον, ωηιχη ισ εασψ το ρεχαλλ, γιϖεσ φαρ βεττερ
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αχχυραχψ. Ιτ ισ τηε ρεσυλτ οφ τηε φουρτη πασσ: 355
113

.2 Τηατ ϖαλυε ισ αχχυρατε
το σιξ διγιτσ, ιτσ ερρορ α ρεµαρκαβλψ σµαλλ .0000085%. Νοτιχε ηοω εασψ
ιτ ισ το ρεµεµβερ τηισ φραχτιον, σταρτινγ φροµ τηε δενοµινατορ, ψου ηαϖε
τηε σεθυενχε 113355, παιρσ οφ τηε ⇒ρστ τηρεε οδδ νυµβερσ. Τηατ φραχτιον
ισ νοτ ονλψ µυχη εασιερ το ρεµεµβερ τηαν 3.1416 βυτ ιτ ισ αλσο οϖερ 27
τιµεσ µορε αχχυρατε.

2Τηατ ισ εθυιϖαλεντ το π ≈ 3 + 1

7+ 1
16

.



ΑΠΠΕΝ∆ΙΞ Λ

ΜΥΛΤΙΠΛΨΙΝΓ ΝΥΜΒΕΡΣ
ΩΙΤΗ ΜΑΝΨ ∆ΙΓΙΤΣ

Μοστ χαλχυλατορσ δισπλαψ τεν διγιτσ ορ λεσσ. Ωηιλε ιτ ισ µορε τηαν ενουγη
φορ µοστ χαλχυλατιονσ, τηισ λιµιτατιον πρεϖεντσ ψου, φορ εξαµπλε, φροµ
⇒νδινγ διρεχτλψ αλλ τηε διγιτσ ιν τηε προδυχτ οφ τωο 6−διγιτ νυµβερσ.
Ιφ ψου µυλτιπλψ 285694 ∗ 786603, ψουρ χαλχυλατορ ωιλλ δισπλαψ σοµε−
τηινγ λικε 2.247277575Ε11, ωηιχη ισ εθυιϖαλεντ το 2.247277575 ∗ 1011

ορ 224727757500, ωηερεασ τηε ανσωερ ωιτη αλλ οφ ιτσ διγιτσ εξπρεσσεδ ισ
224727757482.

Μορε αδϖανχεδ χαλχυλατορσ ανδ χοµπυτερσ ηαϖε προγραµσ τηατ ωιλλ δισ−
πλαψ φαχτορσ ανδ προδυχτσ χονταινινγ µανψ µορε διγιτσ. Ιν φαχτ, ψου χαν
υσε τηεµ το οβταιν τηε προδυχτ οφ 100−διγιτ φαχτορσ.

Ωηατ τηοσε προγραµσ δο ισ χαρρψ ουτ αλγοριτηµσ σιµιλαρ το ουρσ φορ
µυλτιπλιχατιον βυτ ωιτη βλοχκσ οφ διγιτσ ινστεαδ οφ ινδιϖιδυαλ διγιτσ. Το σεε
ωηατ Ι µεαν, χοµπαρε τηε φολλοωινγ µυλτιπλιχατιονσ.

Φιρστ ισ τηε προδυχτ οφ 78 ανδ 65 ωιτη ινδιϖιδυαλ διγιτσ.

7 8 7 8 7 8 7 8

∗ 6 5 ∗ 6 5 ∗ 6 5 ∗ 6 5

35 40 3 9 0 3 9 0 3 9 0

42 48 4 6 8 4 6 8 4 6 8

4 9 17 0 4 10 7 0 5 0 7 0

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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Ωηατ Ι ηαϖε δονε ηερε ισ βρεακ δοων τηισ προχεσσ ιντο ιτσ σιµπλε στεπσ.
Τηε ⇒ρστ στεπ ρεχορδσ τηε προδυχτσ οφ τηε διγιτσ ιν τηειρ χορρεχτ λοχατιονσ
βυτ ωιτηουτ χαρρψινγ. Τηε σεχονδ στεπ σηοωσ τηε ρεσυλτ αφτερ χαρρψινγ ανδ
ωιτη τηε χολυµνσ αδδεδ. Τηε λαστ τωο στεπσ σηοω τηε ρεσυλτ οφ χαρρψινγ ιν
τηε προδυχτ υντιλ τηε ⇒ναλ ανσωερ ισ αχηιεϖεδ.

Νοω Ι ωιλλ µιρρορ τηατ προχεσσινγ βυτ ωιτη παιρσ οφ διγιτσ ιν εαχη
λοχατιον. Ηερε ωε ωαντ τηε προδυχτ οφ 6728 ανδ 5692:

67 28

∗ 56 92

6164 2576

3752 1568

Ιν τηισ ⇒ρστ στεπ τηε φουρ προδυχτσ αρε φορµεδ (βψ χαλχυλατορ). Φορ εξαµπλε,
92 ∗ 28 = 2576, ανδ τηε προδυχτσ αρε σηιφτεδ ϕυστ ασ ιν σινγλε−διγιτ µυλτι−
πλιχατιον.

67 28

∗ 56 92

61 89 76

37 67 68

Ηερε ωε ηαϖε χαρριεδ τηε 25 ανδ τηεν τηε 61 ιν τηε ⇒ρστ παρτιαλ προδυχτ,
ανδ τηε 15 ανδ τηεν τηε 37 ιν τηε σεχονδ:

67 28

∗ 56 92

61 89 76

37 67 68

37 128 157 76

Ηερε τηε ρεσυλτινγ παιρσ οφ διγιτσ ηαϖε βεεν αλιγνεδ ανδ αδδεδ:

67 28

∗ 56 92

61 89 76

37 67 68

37 128 157 76
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Ανδ ⇒ναλλψ τηε ονεσ ιν 128 ανδ 157 αρε χαρριεδ:

67 28

∗ 56 92

61 89 76

37 67 68

38 29 57 76

Τηισ γιϖεσ υσ ουρ ⇒ναλ προδυχτ, 38295776.
Ηερε ισ α 29−λινε προγραµ το χαρρψ ουτ τηισ προχεσσ φορ τωο φαχτορσ, εαχη

ωιτη µανψ διγιτσ.1

PROGRAM:BIGMULT

1 : Prompt M,N

2 : M+N−1→T

3 : {3,T}→dim([A])

4 : For (I,1,M)

5 : Prompt X

6 : X→[A](1,I)

7 : End (For)

8 : For (I,1,N)

9 : Prompt Y

10 : Y→[A](2,I)

11 : End (For)

12 : For (I,1,T)

13 : 0→[A](3,I)

14 : End (For)

15 : For (J,1,M)

16 : For(K,1,N)

17 : J+K−1→I

18 : [A](3,I)+[A](1,J)*[A](2,K)→[A](3,I)

19 : End (For)

20 : End (For)

21 : For (I,T,2,−1)
22 : int([A](3,I)/10^4)→C

23 : [A](3,I)−C*10^4→[A](3,I)

24 : [A](3,I−1)+C→[A](3,I−1)
25 : End (For)

26 : For (I,1,T)

27 : Disp [A](3,I)

28 : Pause

29 : End (For)

1Ον τηε ΤΙ−84 χαλχυλατορ τηε προδυχτ χαν ηαϖε υπ το 200 διγιτσ.
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Το σηοω ηοω το υσε τηισ προγραµ, Ι ωιλλ χονσιδερ ηοω τηε προδυχτ οφ
τωο λαργε νυµβερσ ωουλδ βε προχεσσεδ. Ιφ ωε ωαντεδ το ⇒νδ τηε προδυχτ
οφ τηε 17−διγιτ νυµβερ, 35448796577934447, µυλτιπλιεδ βψ τηε 15−διγιτ
νυµβερ, 890038376249965, ωε ωουλδ ⇒ρστ βρεακ τηε φαχτορσ δοων ιντο 4−
διγιτ γρουπσ, ωορκινγ ριγητ το λεφτ: 35448796577934447 ωουλδ βε 3 5448
7965 7793 4447 ανδ 890038376249965 ωουλδ βε 890 0383 7624 9965.

Ψου νοω χουντ τηε νυµβερ οφ γρουπσ ιν εαχη φαχτορ. Τηε ⇒ρστ φαχτορ ηασ
⇒ϖε γρουπσ ανδ τηε σεχονδ φουρ. Τηεσε αρε τηε ϖαλυεσ οφ M ανδ N ρεθυεστεδ
ωηεν ψου ρυν τηε προγραµ. Ονχε ψου ηαϖε εντερεδ τηοσε τωο ϖαλυεσ, ψου
αρε ασκεδ το εντερ τηε βλοχκσ ιν εαχη νυµβερ, λεφτ το ριγητ. Ηερε ισ τηε ωαψ
τηε στεπσ ωουλδ αππεαρ ωηεν ψου ηαϖε χορρεχτλψ εντερεδ τηεσε φαχτορσ:

Μ? 5
Ν? 4
Ξ? 3
Ξ? 5448
Ξ? 7965
Ξ? 7793
Ξ? 4447
Ψ? 890
Ψ? 383
Ψ? 7624
Ψ? 9965

Ιφ ψου δο τηατ χορρεχτλψ, τηε προγραµ σηουλδ βεγιν το δισπλαψ τηε προδυχτ ιν
φουρ−διγιτ βλοχκσ: 3155, 789, 3462, 4009, 1078, 9414, 5604, 4355. (Πρεσσ
ΕΝΤΕΡ αφτερ ψου ρεχορδ εαχη φουρ−διγιτ βλοχκ.) Βεινγ χαρεφυλ το ⇒λλ ουτ
ανψ βλοχκ ωιτη λεσσ τηαν φουρ διγιτσ (τηε 789 βεχοµεσ 0789) ψου ηαϖε τηε
προδυχτ ρεπορτεδ φουρ διγιτσ ατ α τιµε:

3155 0789 3462 4009 1078 9414 5604 4355

Ι ωιλλ δεσχριβε ιν ονλψ γενεραλ τερµσ ηοω τηισ προγραµ ωορκσ.
Ιν λινε 3, α µατριξ ισ εσταβλισηεδ.2 Ιτ ηασ 3 ροωσ ανδ M + N−1 χολυµνσ,

τηε νυµβερ οφ χολυµνσ δετερµινεδ βψ τηε ποσσιβλε σιζε οφ τηε προδυχτ.
Ιν ουρ εξαµπλε ωιτη M = 5 ανδ N = 4, ωε νεεδ α 3×8 µατριξ, ιν τηε
προγραµ δεσιγνατεδ [A]. Ψου χαν τηινκ οφ ιτ ασ σοµετηινγ λικε τηισ:

2Αππενδιξ Α προϖιδεσ γυιδελινεσ ον ηοω το εντερ α µατριξ ιν α προγραµ.
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Λινεσ 4�7 εντερ τηε ⇒ρστ φαχτορ γρουπσ ιν τηε ⇒ρστ λινε ανδ λινεσ 8�11, τηε
σεχονδ φαχτορ γρουπσ ιν τηε σεχονδ λινε:

3 5448 7965 7793 4447

890 383 7624 9965

Λινεσ 12�14 εντερ 0σ ιν τηε 3ρδ λινε ιν χασε ϖαλυεσ ρεσιδε τηερε φροµ
εαρλιερ προγραµσ:

3 5448 7965 7793 4447

890 383 7624 9965

0 0 0 0 0 0 0 0

Λινεσ 15�20 χαλχυλατε τηε παρτιαλ προδυχτσ ανδ αχχυµυλατε τηεµ ιν λινε
3. Νοτιχε τηατ τηεσε παρτιαλ προδυχτσ εαχη ηαϖε υπ το νινε διγιτσ. Ηερε αρε
τηε νυµβερσ τηατ ωουλδ αππεαρ ιν τηατ τηιρδ ροω:

2670 4849869 9198306 51551812 121957029

140488258 111561173 44314355

Λινεσ 21�25 περφορµ τηε χαρρψινγ ιν ορδερ το λεαϖε ονλψ φουρ διγιτσ ιν
εαχη χολυµν εξχεπτ τηε λεφτµοστ. Νοτε ⇒ρστ τηατ τηισ σεχτιον οφ τηε προ−
γραµ ωορκσ φροµ ριγητ το λεφτ, τηε −1 ιν τηε ινστρυχτιον For(I,T,1,−1)

ινδιχατινγ τηατ τηε ινχρεµεντ ισ −1 ρατηερ τηαν +1.
Ψου χαν σεε ηοω τηισ ισ δονε βψ χονσιδερινγ ηοω τηατ ριγητµοστ εντρψ,

44314355, ισ προχεσσεδ. Φιρστ, ιν λινε 22 ιτ ισ διϖιδεδ βψ 104. Τηισ γιϖεσ
4431.4355, ανδ C ισ τηε ιντεγερ ϖαλυε οφ τηισ νυµβερ, 4431. Ιν λινε 23
τηατ νυµβερ ισ µυλτιπλιεδ βψ 104 το προδυχε 44310000, ανδ τηατ νυµβερ
ισ συβτραχτεδ φροµ τηε οριγιναλ 44314355, λεαϖινγ τηε δεσιρεδ Φουρ−διγιτ
νυµβερ, 4355. Ιν λινε 24, C (στιλλ 4431) ισ αδδεδ το τηε νεξτ ϖαλυε το τηε
λεφτ το χηανγε ιτ φροµ 111561173 το 111565604.

Λινεσ 26�29 δισπλαψ τηε ⇒ναλ ανσωερ ιν γρουπσ οφ φουρ διγιτσ.

ΧΗΕΧΚΙΝΓ ΨΟΥΡ ΠΡΟΓΡΑΜ

Ιτ ισ αλωαψσ γοοδ προχεδυρε το χηεχκ το σεε ιφ ψουρ προγραµσ προδυχε
χορρεχτ ρεσυλτσ. Ψου χουλδ, οφ χουρσε, χηεχκ τηε προγραµ οφφερεδ ηερε βψ
υσινγ τηε σαµε νυµβερσ τηατ σερϖεδ ασ αν εξαµπλε. Βυτ τηεσε νυµβερσ
µιγητ ηαϖε βεεν ωρονγ.
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Αν εξαµπλε λικε 1,000,000,000 ∗ 100,000,000 ισ νοτ εσπεχιαλλψ υσεφυλ
βεχαυσε, εϖεν ιφ τηε προγραµ διδ γιϖε τηε χορρεχτ ανσωερ, ιτ ωουλδ νοτ
ηαϖε ινϖολϖεδ ανψ χαρρψινγ ανδ τηυσ ωουλδ νοτ τεστ παρτσ οφ τηε προγραµ.
Ινστεαδ, Ι συγγεστ αν εξαµπλε λικε 999,999,999,999 ∗ 999,999,999,999.
Τηισ ωιλλ τεστ (θυιτε σεϖερελψ) τηοσε χαρρψινγ προπερτιεσ, ανδ ωε χαν στιλλ
ωορκ ουτ τηε προδυχτ φορ χοµπαρισον.

999,999,999,999 ∗ 999,999,999,999 ισ εθυιϖαλεντ το

(1,000,000,000,000 − 1)2.

Ωε χαν τρεατ τηε νυµβερ ιν παρεντηεσεσ ασ α βινοµιαλ ανδ σθυαρε ιτ το
γιϖε:

1,000,000,000,0002 − 2 ∗ 1,000,000,000,000 + 1

ωηιχη ισ εθυιϖαλεντ το

1,000,000,000,000,000,000,000,001

− 2,000,000,000,000

ωιτη τηε ρεσυλτ: 999,999,999,998,000,000,000,001.
Τηισ ισ α νιχε ρεσυλτ το χηεχκ αγαινστ ψουρ προγραµ.



ΑΠΠΕΝ∆ΙΞ Μ

ΦΙΝ∆ΙΝΓ ΕΘΥΑΤΙΟΝ ΡΟΟΤΣ ΒΨ
ΒΙΝΑΡΨ ΣΕΑΡΧΗ

Μανψ αδϖανχεδ χαλχυλατορσ ηαϖε εθυατιον σολϖινγ ρουτινεσ βυιλτ ιν.
Ηοωεϖερ, ονχε ψου κνοω τηε γενεραλ λοχατιον οφ α ροοτ, ψου χαν αλσο υσε α
βιναρψ σεαρχη προγραµ το ⇒νδ µοστ εθυατιον ροοτσ το χονσιδεραβλε αχχυραχψ.

Ωε ωιλλ δεϖελοπ τηε ιδεα οφ τηισ προχεσσ τηρουγη υσε οφ α σιµπλε
εθυατιον, x2 − 8x + 13 = 0. Τηισ εθυατιον ωιλλ σερϖε υσ ωελλ βεχαυσε,
αλτηουγη ιτσ ροοτσ αρε ιρρατιοναλ, ωε χαν ⇒νδ τηεµ το χηεχκ ουρ χοµπυτατιον
τηρουγη υσε οφ τηε θυαδρατιχ φορµυλα.1 Βυτ βε συρε τηατ ψου υνδερστανδ τηατ
τηε µετηοδ ωιλλ σερϖε εθυαλλψ ωελλ φορ χοµπλιχατεδ εθυατιονσ ινϖολϖινγ
τριγ ανδ εξπονεντιαλ φορµυλασ. Φορ εξαµπλε, ψου χουλδ υσε ιτ (τηρεε τιµεσ)
το αππροξιµατε το µανψ−διγιτ αχχυραχψ τηε τηρεε ροοτσ οφ τηε εθυατιον
1.2 ∗ λν(x+1)−2 ∗ χοσ2 x = 0.

Αλλ ωε νεεδ το κνοω ιν ορδερ το υσε τηισ προγραµ αρε τωο ξ ϖαλυεσ
βετωεεν ωηιχη τηε γραπη οφ τηε φυνχτιον y = x2 − 8x + 13 τηατ χορρε−
σπονδσ το ουρ εθυατιον χροσσεσ τηε x αξισ εξαχτλψ ονχε. Ωιτη α γραπηιχ
χαλχυλατορ, συχη αν ιντερϖαλ ισ εασψ το ⇒νδ βψ γραπηινγ τηε φυνχτιον το γιϖε
α πιχτυρε λικε τηε ονε ιν Φιγυρε Μ.1. Χλεαρλψ, ουρ εξαµπλε χροσσεσ τηε x

αξισ βετωεεν 2 ανδ 3 ανδ αγαιν βετωεεν 5 ανδ 6. Σινχε τηε εθυατιον οφ

1Τηε θυαδρατιχ φορµυλα προϖιδεσ σολυτιονσ το τηε γενεραλ θυαδρατιχ εθυατιον, ax2 + bx +
c = 0. Ιτ ισ

x =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
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4

2

−2

−4

5

y = x2 − 8x + 13

Φιγυρε Μ.1 Τηε γραπη οφ y = x2 − 8x + 13.

τηε x αξισ ισ y = 0, τηοσε χροσσινγσ ρεπρεσεντ σολυτιονσ οφ τηε εθυατιον
x2 − 8x + 13 = 0.

�Χροσσινγ τηε x αξισ� µεανσ τηατ τηε y ϖαλυε οφ τηε φυνχτιον χηανγεσ
φροµ ποσιτιϖε το νεγατιϖε ορ φροµ νεγατιϖε το ποσιτιϖε. Ιν βοτη χασεσ τηε
ϖαλυε οφ τηε φυνχτιον χηανγεσ σιγν. Νοτιχε τηατ τηισ µεανσ τηατ τηε προδυχτ
οφ τηε y ϖαλυεσ φορ τηε ποιντσ x = 2 ανδ x = 3 ισ λεσσ τηαν ζερο. Ιν φυνχτιον
νοτατιον, τηισ ρεθυιρεµεντ ισ ωριττεν f (2) ∗ f (3) < 0. Φορ τηε οτηερ ποιντ
ωε αλσο ηαϖε f (5) ∗ f (6) < 0. Ιν βοτη χασεσ τηε προδυχτ οφ τωο φαχτορσ οφ
οπποσιτε σιγν ισ νεγατιϖε. Τηισ ηαππενσ ονλψ ωηεν ροοτσ αρε βετωεεν τηε
ϖαλυεσ. Φορ οτηερ ϖαλυεσ, λικε f (1) ∗ f (2) ανδ f (4) ∗ f (5), τηε προδυχτσ
αρε ποσιτιϖε.2 Τηισ ισ τηε κεψ φαχτ τηατ ωιλλ συππορτ ουρ βιναρψ σεαρχη.

Ηερε ισ α προγραµ (νοτ α ϖερψ γοοδ ονε, βυτ ωε ωιλλ ιµπροϖε ιτ λατερ)
τηατ ⇒νδσ τηε ροοτ οφ ουρ εθυατιον. Το υσε ιτ, ψου εντερ τηε τωο x ϖαλυεσ
βετωεεν ωηιχη ψου ωιση το ⇒νδ α ροοτ. Φορ εξαµπλε, ψου χαν λετ P = 2
ανδ Q = 3 το ⇒νδ ονε ροοτ ανδ τηεν ρυν τηε προγραµ αγαιν λεττινγ P = 5
ανδ Q = 6 το ⇒νδ τηε οτηερ.

PROGRAM:BISCH1

: Prompt P,Q

: P→X

: X2−8X+13→Y

: Y→L

: Q→X

: X2−8X+13→Y

2Αλερτ ρεαδερσ ωιλλ νοτιχε τηατ ανοτηερ σιτυατιον χαν οχχυρ. Ιτ ισ ποσσιβλε τηατ τηερε ισ α

ροοτ ατ α ποιντ ωηερε τηε φυνχτιον ισ τανγεντ το τηε x αξισ. Το σιµπλιφψ τηισ δισχυσσιον, Ι

αϖοιδ τηισ χοµπλιχατιον υντιλ τηε ενδ οφ τηισ αππενδιξ.
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: Y→R

: While Q 	= P

: (P+Q)/2→M

: M→X

: X2−8X+13→Y

: Y→N

: If L*N<0 (I)

: Then

: M→Q

: Else

: M→P

: End (If)

: End (While)

: Disp M

Τηε λινε µαρκεδ (I) ισ τηε κεψ το τηισ προγραµ. Ιτ ρεπρεσεντσ τηε τεστ το
σεε ωηερε τηε γραπη χροσσεσ τηε x αξισ.

Ηερε ισ ηοω τηε προγραµ ωορκσ. Ιτσ ⇒ρστ παρτ δετερµινεσ τηε χορρεσπονδ−
ινγ y ϖαλυεσ φορ τηε εντερεδ x ϖαλυεσ. Ιν εφφεχτ, ωε δετερµινε τηε ποιντσ
(P, L) ανδ (Q, R). Ωε κνοω τηατ τηε γραπη χροσσεσ τηε x αξισ βετωεεν
τηοσε ποιντσ, σο ωε κνοω τηατ L ∗ R < 0.

Νοω ωε εντερ τηε While λοοπ. Ιν ιτ ωε δετερµινε α νεω x ϖαλυε, ηαλφ
ωαψ βετωεεν P ανδ Q. Ωε πλυγ ιτ ιντο ουρ φυνχτιον το δετερµινε ιτσ y

ϖαλυε. Τηισ ωαψ ωε χρεατε τηε νεω ποιντ (M, N). Ωιτη τηε If τεστ, ωε
χηεχκ τηε y ϖαλυε οφ τηισ ποιντ αγαινστ τηε y ϖαλυε οφ (P, L). Ιφ τηειρ
προδυχτ ισ νεγατιϖε, ωε κνοω τηατ τηε ροοτ ισ βετωεεν P ανδ M , σο ωε
ασσιγν το Q τηισ M ϖαλυε. Ιφ νοτ, ωε κνοω τηε ροοτ µυστ λιε βετωεεν M

ανδ Q. Ιν τηισ χασε ωε ασσιγν M το P .
Ιν ουρ εξαµπλε, ωε ωουλδ ηαϖε χαλχυλατεδ (P, L) = (2, 1) ανδ

(Q, R) = (3, −2) βεφορε ωε ⇒ρστ εντερ τηε While λοοπ. Ιν τηατ λοοπ τηε
µιδποιντ M ισ 2.5 ανδ ωε χαλχυλατε τηε χορρεσπονδινγ y ϖαλυε το γιϖε
(M,N) = (2.5, −.75). Σινχε L ισ ποσιτιϖε ανδ N ισ νεγατιϖε, ωε κνοω
τηατ τηε ροοτ ισ βετωεεν P ανδ M . Φορ τηατ ρεασον ωε ασσιγν M το Q ανδ
προχεεδ. Ατ τηατ ποιντ ωε ηαϖε τηε ροοτ βετωεεν P ανδ Q αγαιν, βυτ P

ανδ Q αρε ονλψ ηαλφ ασ φαρ απαρτ.
Ιφ ψου ρυν τηισ προγραµ ωιτη P = 2 ανδ Q = 3, ψου ωιλλ ⇒νδ τηε ροοτ

x = 2.267949192. Ιφ ψου ρυν ιτ ωιτη P = 5 ανδ Q = 6, ψου ωιλλ ⇒νδ τηε
οτηερ ροοτ, x = 5.732050808. Τηε θυαδρατιχ φορµυλα τελλσ υσ τηατ τηε ροοτσ
οφ τηισ εθυατιον αρε

x =
8 ±

√

(−8)2 − 4 ∗ 1 ∗ 13

2 ∗ 1
= 4 ±

√
3

Τηεσε γιϖε υσ τηε σαµε ϖαλυεσ φορ x.
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Σο ωε ηαϖε σολϖεδ τηε προβλεµ, βυτ συπποσε νοω τηατ ωε ωαντ το υσε
τηε προγραµ το σολϖε ανοτηερ εθυατιον. Το δο σο, ωε ωουλδ ηαϖε το τψπε τηε
νεω φυνχτιον ιντο τηρεε σεπαρατε λινεσ (λινεσ 3, 6, ανδ 11). Τηατ�σ νοτ ατ αλλ
εφ⇒χιεντ, ανδ ωε ωιλλ σηοω ιν τηε φολλοωινγ σεχτιον ηοω τηισ χαν βε αϖοιδεδ.

ΦΥΝΧΤΙΟΝΣ, ΣΥΒΡΟΥΤΙΝΕΣ ΑΝ∆ ΠΡΟΓΡΑΜ ΧΑΛΛΙΝΓ

Το αχχοµπλιση ουρ πυρποσε, ωε ωιλλ νεεδ το υσε ονε οφ σεϖεραλ ποσσιβλε
προγραµµινγ τριχκσ, νοτ αλλ οφ ωηιχη αρε αϖαιλαβλε ον βασιχ προγραµµαβλε
χαλχυλατορσ. Ωε�λλ τακε τηεµ ιν ορδερ οφ σοπηιστιχατιον.

Φιρστ, λετ�σ ρεινφορχε ωηατ τηε προβλεµ ισ. Ωε ηαϖε σεεν τηατ ουρ βιναρψ
σεαρχη προγραµ ωορκσ. Αλλ ωε ωαντ το δο νοω ισ ⇒νδ α ωαψ το υσε ιτ το
σολϖε ανψ εθυατιον σιµπλψ βψ τψπινγ τηατ νεω εθυατιον ονχε.

Τηε σιµπλεστ ωαψ το δο τηισ ωουλδ βε το δε⇒νε α φυνχτιον, σαψ,
FN(X) = X2 − 8X + 13. Τηεν τηε προγραµ χουλδ ρεαδ ασ φολλοωσ:3

PROGRAM:BISCH2

: Prompt P,Q

: P→X

: FN(X)→Y

: Y→L

: Q→X

: FN(X)→Y

: Y→R

: While Q 	= P

: (P+Q)/2→M

: M→X

: FN(X)→Y

: Y→N

: If L*N<0

: Then

: M→Q

: Else

: M→P

: End (If)

: End (While)

: Disp M

Τηεν, ιφ ψου ωαντ το σολϖε ανοτηερ εθυατιον, σιµπλψ ρεδε⇒νε τηε φυνχτιον
FN(X) ανδ αγαιν ρυν τηε προγραµ. Υνφορτυνατελψ, τηισ µετηοδ ισ νοτ
αϖαιλαβλε ιν µανψ ελεµενταρψ χαλχυλατορσ, ινχλυδινγ τηε ΤΙ−84.

3∆επενδινγ ον τηε χαλχυλατορ ορ χοµπυτερ, τηε δε⇒νιτιον χουλδ βε ινχλυδεδ ειτηερ ιν τηε

προγραµ ορ σεπαρατε φροµ ιτ.
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Α σεχονδ αππροαχη το τηισ προβλεµ ισ τηρουγη ωηατ ισ χαλλεδ α συβρου−

τινε. Ηερε ισ ηοω τηε προγραµ µιγητ αππεαρ:

PROGRAM:BISCH3

: Prompt P,Q

: P→X

: Gosub FN

: Y→L

: Q→X

: Gosub FN

: Y→R

: While Q 	= P

: (P+Q)/2→M

: M→X

: Gosub FN

: Y→N

: If L*N<0

: Then

: M→Q

: Else

: M→P

: End (If)

: End (While)

: Disp M

:

: Subroutine FN

: X2−8X+13→Y

: Return

Ωηατ ισ ηαππενινγ ιν τηισ προγραµ ισ τηατ τηε κεψ λινε εϖαλυατινγ τηε
γιϖεν φυνχτιον ισ ινχλυδεδ ϕυστ ονχε ιν α σεπαρατε προγραµ σεχτιον χαλλεδ
α συβρουτινε, ιν τηισ χασε Subroutine FN. Ωηενεϖερ προγραµ οπερατιον
ρεαχηεσ α λινε ινστρυχτιον τηατ σαψσ Gosub FN, χοντρολ ισ σεντ το τηατ
συβρουτινε ανδ τηε ινστρυχτιον ισ χαρριεδ ουτ. Τηε Return χοµµανδ τηεν
ρετυρνσ χοντρολ το τηε νεξτ στεπ αφτερ τηε Gosub ινστρυχτιον. Ονχε αγαιν,
υνφορτυνατελψ, τηισ στρυχτυρε ισ νοτ αϖαιλαβλε ιν ελεµενταρψ χαλχυλατορσ,
ινχλυδινγ τηε ΤΙ−84.

Τηερε ισ τηιρδ µεανσ, ηοωεϖερ, τηατ ισ αϖαιλαβλε. Ιτ ινϖολϖεσ εσταβλισηινγ
ανοτηερ προγραµ τηατ ισ ϕυστ λικε τηε συβρουτινε. Βεχαυσε τηισ νεω προγραµ
ισ σο µυχη λικε τηε οτηερσ, ωε ωιλλ χαλλ ιτ FN. Ηερε ισ ηοω ιτσ τωο στεπσ
ωουλδ αππεαρ:

PROGRAM:FN

: X2−8X+13→Y

: Return
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Νοω ωε ρεϖισε τηε οριγιναλ προγραµ το ρεαδ

PROGRAM:BISCH4

: Prompt P,Q

: P→X

: prgmFN4

: Y→L

: Q→X

: prgmFN

: Y→R

: While Q 	= P

: (P+Q)/2→M

: M→X

: prgmFN

: Y→N

: If L*N<0

: Then

: M→Q

: Else

: M→P

: End (If)

: End (While)

: Disp M

Ιφ ψου ηαϖε ανοτηερ εθυατιον ψου ωιση το σολϖε, ψου νεεδ ονλψ χηανγε
τηατ σινγλε ινστρυχτιον ιν τηε προγραµ FN, τηεν ρυν BISCH4.

4

6

2

5

y = x2 − 8x + 16

Φιγυρε Μ.2 Τηε γραπη οφ y = x2 − 8x + 16.

4Τηε ινστρυχτιον prgm ισ φουνδ ιν τηε ΤΙ−84�σ �CATALOG�.
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∆επενδινγ ον τηε χαλχυλατορ ορ χοµπυτερ αϖαιλαβλε το ψου, ψου χαν υσε
ονε οφ τηεσε µετηοδσ το προϖιδε α βιναρψ σεαρχη προγραµ το λοχατε ροοτσ οφ
χοµπλεξ εθυατιονσ. Μανψ χαλχυλατορσ ινχλυδε βυιλτ−ιν προγραµσ τηατ σολϖε
συχη εθυατιονσ, βυτ νοω ψου ηαϖε σοµε ινσιγητ ιντο ηοω τηατ χαν βε δονε.

Ι χονχλυδε τηισ αππενδιξ βψ υνδερσχορινγ τηε ρεσερϖατιον µεντιονεδ
εαρλιερ ιν φοοτνοτε 2. Τηερε αρε εθυατιονσ ωιτη ροοτσ τηατ χαννοτ βε φουνδ
βψ τηε µετηοδ ουτλινεδ ηερε. Α σιµπλε εξαµπλε ισ x2 − 8x + 16 = 0 (σεε
Φιγυρε Μ.2). Σινχε τηισ ισ εθυιϖαλεντ το τηε εθυατιον (x − 4)2 = 0, ινσπεχ−
τιον τελλσ υσ τηατ α ροοτ ισ 4.

Τηε προβλεµ ισ τηατ y = x2 − 8x + 16 δοεσ νοτ χροσσ τηε x αξισ, σο ωε
χαννοτ υσε τηε σιγν χηανγε τεστ οφ τηε βιναρψ σεαρχη τεχηνιθυε. Τηισ γραπη
(ανδ οτηερσ) ηαϖε ωηατ αρε χαλλεδ µυλτιπλε ροοτσ, ωηερε τηεψ αρε τανγεντ
το τηε x αξισ. Σοµε οτηερ τεχηνιθυε ισ νεχεσσαρψ το ζερο ιν ον συχη ροοτσ.



ΑΠΠΕΝ∆ΙΞ Ν

∆ΕΡΙςΑΤΙΟΝ ΟΦ ΤΗΕ ΛΟΓΑΡΙΤΗΜ
ΧΗΑΝΓΕ ΟΦ ΒΑΣΕ ΦΟΡΜΥΛΑ

Ωε σετ ουτ το προϖε τηε λογαριτηµ χηανγε οφ βασε φορµυλα:

λογb x =
λογa x

λογa b

Το δο σο, ωε λετ y = λογb x ανδ αππλψ τηεσε ασ εξπονεντσ ον τηε βασε
b : by = bλογb x

Βψ λογ προπερτψ (Ι) οφ παγε 87, τηε ριγητ σιδε οφ τηισ εθυατιον ισ σιµ−
πλψ x. Τηυσ ωε ηαϖε by = x.

Ωε τακε λογa οφ εαχη σιδε οφ τηισ εθυατιον, ωηιχη γιϖεσ υσ λογa by =
λογa x, ανδ τηεν ωε αππλψ τηε λογ ρυλε φορ εξπονεντσ το τηε λεφτ σιδε το
προδυχε y λογa b = λογa x.

Νοω ωε συβστιτυτε τηε ϖαλυε οφ y τηατ ωε εσταβλισηεδ ατ τηε ουτσετ. Τηισ
γιϖεσ υσ

λογb x ∗ λογa b = λογa x

∆ιϖιδινγ εαχη σιδε οφ τηισ εθυατιον βψ λογa b, ωε ηαϖε τηε δεσιρεδ φορµυλα

λογb x =
λογa x

λογa b

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
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ΤΗΕ ΡΑΤΙΟ ΟΦ ∆ΕΧΙΜΑΛ ΤΟ
ΒΙΝΑΡΨ ∆ΙΓΙΤΣ

Ονε οφ τηε τραδεοφφσ ιν χηανγινγ φροµ δεχιµαλ το βιναρψ ρεπρεσεντατιον
ισ αν ινχρεασε ιν τηε νυµβερ οφ διγιτσ. Φορ εξαµπλε, ωε ηαϖε 93τεν =
1011101τωο. Ιν τηισ χασε ωε τραδε τωο διγιτσ φορ σεϖεν; τηυσ ωε ηαϖε 31

2
τιµεσ ασ µανψ διγιτσ. Ιφ ωε εξαµινε αδδιτιοναλ ϖαλυεσ, ωε χαν χονστρυχτ
τηε φολλοωινγ ταβλε:

Βιναρψ ∆εχιµαλ Βιναρψ�∆εχιµαλ ∗ Ινχρεασε

1 1 1�1 1
10 2 2�1 2

100 4 3�1 3
1000 8 4�1 4

10000 16 5�2 2.5
100000 32 6�2 3

1000000 64 7�2 3.5
10000000 128 8�3 ∼3.7

100000000 256 9�3 3
1000000000 512 10�3 ∼3.3

10000000000 1024 11�4 2.75

Αλτηουγη τηεσε ϖαλυεσ ϖαρψ α γοοδ δεαλ, ιτ µαψ βε τηατ τηεψ αππροαχη α
λιµιτ ασ τηεψ χοντινυε το ινχρεασε. Ιν εξπλορινγ τηισ προβλεµ, ωε ωιλλ υσε

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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λογαριτηµσ ωιτη βασεσ 2, e ανδ 10. Ιν τηε δισχυσσιον τηατ φολλοωσ, τηε υσυαλ
αββρεϖιατιονσ ωιλλ αππλψ: λογ2 = λγ, λογe = λν, ανδ λογ10 = λογ.

Χονσιδερ αν ιντεγερ D. Εξπεριµεντατιον ωιλλ σηοω τηατ τηε νυµβερ οφ
δεχιµαλ διγιτσ ιν D ισ 1 + ιντ(λογ N). Φορ εξαµπλε, τηε νυµβερ οφ διγιτσ
ιν 8500 ισ 1 + ιντ(λογ 8500) = 1 + ιντ(3.929418926) = 1 + 3 = 4.

Αλσο, τηε νυµβερ οφ διγιτσ ιν τηε βιναρψ ρεπρεσεντατιον οφ D ισ
1 + ιντ(λγ D). Φορ ουρ δεχιµαλ νυµβερ 8500, τηισ ωουλδ γιϖε υσ 1 +
ιντ(λγ 8500). Ωε χαν χαλχυλατε λγ 8500 βψ τηε χηανγε οφ βασε φορµυλα ασ

λγ 8500 =
λν 8500

λν 2
=

9.047821442

.6931471806
= 13.05324713

ανδ συβστιτυτε τηισ ιν τηε πρεϖιουσ λινε το γιϖε = 1 + ιντ(13.05324713) =
1 + 13 = 14.

Ωε χαν χηεχκ τηισ ρεσυλτ βψ χονϖερτινγ 8500 το βιναρψ ανδ σιµπλψ
χουντινγ τηε διγιτσ: 8500τεν = 10000100110100τωο.

Ιτ ισ ωορτη ποιντινγ ουτ ηερε τηατ ιντ(λογ N) ανδ ιντ(λγ N) αρε ιν εαχη
χασε τηε σαµε ασ τηε χηαραχτεριστιχ οφ τηε λογαριτηµ. Ιν ανψ νυµερατιον
σψστεµ τηε νυµβερ οφ διγιτσ ισ ονε µορε τηαν τηε χηαραχτεριστιχ οφ ιτσ
λογαριτηµ.1

Ιν ανψ χασε τηε λιµιτ ωε σεεκ ισ2

λιµ
N→∞

1 + ιντ(λγ N)

1 + ιντ(λογ N)

ιν ωηιχη ωε χαν συβστιτυτε τηε χηανγε οφ βασε φορµυλασ υσινγ λν το γιϖε:3

λιµ
N→∞

1 + ιντ(λγ N)

1 + ιντ(λογ N)
= λιµ

N→∞

1 + ιντ

(

λν N

λν 2

)

1 + ιντ

(

λν N

λν 10

)

Ιν τηισ εξπρεσσιον, ασ N γετσ λαργε, τηε 1σ βεχοµε ινσιγνι⇒χαντ. Σο, τοο, δο
τηε µαντισσασ οφ τηε λογαριτηµσ, βεχαυσε τηε χηαραχτεριστιχσ γετ λαργερ ανδ

1Ι ηαϖε εξτενδεδ τηε υσε οφ τηε ωορδ �χηαραχτεριστιχ� φροµ βασε 10 λογσ το ινχλυδε τηε

ιντεγερ παρτ οφ ανψ λογ.
2Τηοσε οφ ψου ωηο αρε υνφαµιλιαρ ωιτη τηε νοτατιον λιµN→∞ χαν τηινκ οφ ιτ ινφορµαλλψ

ασ ινδιχατινγ α νυµβερ αππροαχηεδ ωηεν N γετσ ϖερψ λαργε.
3Αλερτ ρεαδερσ ωιλλ νοτιχε τηατ ωε χουλδ χοντινυε ηερε υσινγ λογ ινστεαδ οφ λν. Ιτ ισ αν

ιντερεστινγ εξερχισε το ⇒νιση τηε αργυµεντ ιν τηισ ωαψ. Τηε ρεσυλτ ωιλλ βε (λογ 10)/ λογ 2,

ωηιχη ισ εθυαλ το (λν 10)/ λν 2.
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λαργερ ωηιλε τηε µαντισσασ σταψ βετωεεν ζερο ανδ ονε. Φορ τηεσε ρεασονσ
ωε ηαϖε α µυχη σιµπλερ εξπρεσσιον

λιµ
N→∞

λν N

λν 2
λν N

λν 10

= λιµ
N→∞

λν 10

λν 2

ανδ, σινχε τηισ λαστ φραχτιον δοεσ νοτ ινϖολϖε N , ιτ ισ εθυιϖαλεντ το

λν 10

λν 2
≈ 3.32

Ωηατ τηισ τελλσ υσ ισ τηατ, ωηιλε τηε νυµβερ οφ βιναρψ διγιτσ ρεπρεσεντινγ
νυµβερσ ισ γρεατερ τηαν τηε νυµβερ οφ δεχιµαλ διγιτσ, εϖεν ωηεν τηε βασε
10 νυµβερσ γετ ϖερψ λαργε, τηειρ βιναρψ εθυιϖαλεντσ γετ χλοσερ ανδ χλοσερ
το αβουτ 31

3
τιµεσ ασ λαργε. Ιν φαχτ, τηε µοστ τηεψ εϖερ γετ ωασ βαχκ ωηεν

ωε ηαδ σινγλε διγιτσ. Τηεν φορ τωο σπεχι⇒χ ϖαλυεσ τηε νυµβερ οφ βιναρψ
διγιτσ ισ φουρ τιµεσ ασ γρεατ: 8τεν = 1000τωο ανδ 9τεν = 1001τωο.



ΑΠΠΕΝ∆ΙΞ Π

ΧΟΝΣΤΡΥΧΤΙΝΓ Α ΛΟΓ ΤΑΒΛΕ

Τηε σατισφαχτιον οφ οωνινγ αν ελεχτρονιχ χαλχυλατορ ανδ τηε φυν οφ
εξπεριµεντινγ ωιτη ιτσ βυττονσ ηαρδλψ µεασυρε υπ το τηε πριδε φελτ

ποσσεσσινγ ανδ µαστερινγ αν αδϖανχεδ σλιδε ρυλε.

�ϑαν Γυλλβεργ

Σηορτλψ αφτερ τηε ινϖεντιον οφ λογαριτηµσ, τωο Ενγλιση µατηεµατιχιανσ
χοντριβυτεδ το τηε χονστρυχτιον οφ τηε ⇒ρστ σλιδε ρυλεσ. Ιν 1620 Εδµυνδ
Γυντερ δεϖελοπεδ α λογαριτηµιχ σχαλε ανδ υσεδ χοµπασσεσ το µυλτιπλψ ανδ
διϖιδε ωιτη ιτ. Α ψεαρ λατερ Ωιλλιαµ Ουγητρεδ παιρεδ τωο οφ τηεσε σχαλεσ
το χονστρυχτ τηε ⇒ρστ σλιδε ρυλε.

Ιτ ισ αν ιντερεστινγ εξερχισε το δεϖελοπ α ταβλε οφ λογαριτηµσ φροµ ωηιχη
α παιρ οφ σχαλεσ χαν τηεν βε χονστρυχτεδ το προϖιδε α σιµπλε σλιδε ρυλε.

Ωε βεγιν ωιτη τηε εθυαλλψ σπαχεδ δεχιµαλ ρυλερ οφ Φιγυρε Π.1.
Ωε ωιλλ εντερ α λογ σχαλε αβοϖε τηεσε υνιτσ, ανδ, ασ α ⇒ρστ στεπ, ωε εντερ

τηε νυµβερσ ωηοσε λογσ αρε 0 ανδ 1 αβοϖε τηοσε νυµβερσ ον τηε σχαλε το
προδυχε Φιγυρε Π.2.

Τηατ ωασ ρατηερ στραιγητφορωαρδ, βυτ νοω ωε ωαντ το λοχατε 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8, ανδ 9 ον τηατ σχαλε. Ωε χουλδ δο τηισ βψ υσινγ λογ ταβλεσ,

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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1.9.8.7.6.5.4.3.2.10

Φιγυρε Π.1 Α δεχιµαλ ρυλερ.

1

10

.9.8.7.6.5.4.3.2.10

1

Φιγυρε Π.2 Βεγιννινγ τηε λογ σχαλε.

βυτ ιτ ισ ινστρυχτιϖε το σεε ηοω ωε χαν δο τηισ σιµπλψ βψ υσινγ τηε βασιχ
πρινχιπλεσ οφ λογσ. (Τηισ ισ ονε οφ τηοσε προβλεµσ τηατ ψου χουλδ αδδρεσσ
ωηεν µαροονεδ ον α δεσερτ ισλανδ.)

Τηε ονε οτηερ τηινγ ωε ηαϖε το ωορκ ωιτη ισ ουρ κνοωλεδγε οφ τηε
λογσ οφ ποωερσ οφ 10: λογ 1 = 0, λογ 10 = 1, λογ 100 = 2, λογ 1000 = 3,
ανδ σο ον.

ΣΕςΕΡΑΛ ΛΟΓΑΡΙΤΗΜ ςΑΛΥΕΣ

Λογ 2

Ωηατ ωε χαν δο ισ σεεκ α ποωερ οφ 2 νεαρ ονε οφ τηοσε ποωερσ οφ 10.
Ωε κνοω 23 = 8, ωηιχη ισ νοτ ϖερψ νεαρ 10; ανδ 26 = 64 ανδ 27 = 128,
νειτηερ οφ ωηιχη ισ ϖερψ χλοσε το 100. Βυτ 210 = 1024 ισ θυιτε χλοσε το
1000. Ωε χαν τηεν ωριτε τηισ ρελατιονσηιπ ασ 210 = 1000 ∗ 1.024, ανδ ωε
χαν ωριτε τηε λογ εθυατιον φορ τηισ: 10 λογ 2 = λογ 1000 + λογ 1.024.

Ωε κνοω λογ 1000 = 3, σο ωε ηαϖε 10 λογ 2 = 3 + λογ 1.024, ανδ
διϖιδινγ βψ 10 γιϖεσ υσ

λογ 2 = .30 +
λογ 1.024

10

Τηισ τελλσ υσ τηατ λογ 2 = .30 πλυσ αν ερρορ τερµ. Ωε κνοω τηατ λογ 1 = 0,
σο λογ 1.024 ωιλλ βε σµαλλ, ανδ ηερε εϖεν τηατ ισ διϖιδεδ βψ 10. Ιν φαχτ,
φορ ανψ ποσιτιϖε x, σινχε 1 + x < 10x, λογ(1 + x) < x. Ιν τηισ χασε τηατ
µεανσ τηατ λογ 1.024 < .024. Ωηεν ωε διϖιδε τηατ βψ 10, ουρ ερρορ ισ λεσσ
τηαν .0024.

Τηυσ ωε ηαϖε λογ 2 ≈ .30 ανδ ωε χαν πλαχε τηισ ον ουρ σχαλε ασ σηοων
ιν Φιγυρε Π.3.

1

10

.9.8.7.6.5.4.3.2.10

1 2

Φιγυρε Π.3 Πλαχινγ 2 ον τηε σχαλε.
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1

10

.9.8.7.6.5.4.3.2.10

1 2 4 5 8

Φιγυρε Π.4 Πλαχινγ 4, 5 ανδ 8 ον τηε σχαλε.

Λογ 4, Λογ 5, ανδ Λογ 8

Κνοωινγ τηε λοχατιον οφ λογ 2, ωε χαν αλσο λοχατε λογ 4 ανδ λογ 8:

λογ 4 = λογ 22 = 2 λογ 2 ≈ 2 ∗ .30 ≈ .60

λογ 8 = λογ 23 = 3 λογ 2 ≈ 3 ∗ .30 ≈ .90

Ανδ

λογ 5 = λογ(10/2) = λογ 10 − λογ 2 ≈ 1 − .30 = .70

σο ωε ηαϖε Φιγυρε Π.4.

Λογ 3, Λογ 6, ανδ Λογ 9

Ιν εστιµατινγ λογ 3, ωε ηαϖε τηε ϖαλυεσ τηατ ωε ηαϖε αλρεαδψ χαλχυ−
λατεδ ιν αδδιτιον το λογσ οφ ποωερσ οφ 10. Ωε χαν ωριτε 34 = 81 = 80 ∗
81/80 = 8 ∗ 10 ∗ 1.0125, ανδ τακινγ λογσ οφ τηε ⇒ρστ ανδ λαστ οφ τηεσε,
ωε ηαϖε 4 ∗ λογ 3 = λογ 8 + λογ 10 + λογ 1.0125 ορ 4 ∗ λογ 3 ≈ .9 + 1 +
λογ 1.0125, ανδ, διϖιδινγ βψ 4:

λογ 3 ≈ .475 +
λογ 1.0125

4

Σο ωε ηαϖε λογ 3 ≈ .48 ανδ τηισ τιµε αλσο ουρ ερρορ τερµ:

λογ 1.0125

4
<

.0125

4
≈ .003.

Φροµ λογ 3 ≈ .48 ωε γετ οτηερ ϖαλυεσ:

λογ 6 = λογ 2 + λογ 3 ≈ .3 + .48 ≈ .78

λογ 9 = λογ 32 = 2 ∗ λογ 3 ≈ 2 ∗ .48 = .96

Πλαχινγ τηεσε ον τηε σχαλε, ωε ηαϖε Φιγυρε Π.5.

1

10

.9.8.7.6.5.4.3.2.10

1 2 3 4 5 6 8 9

Φιγυρε Π.5 Αδδινγ 3, 6, ανδ 9 το τηε σχαλε.
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1

10

.9.8.7.6.5.4.3.2.10

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Φιγυρε Π.6 Αδδινγ 7 το τηε σχαλε.

101 2 3 4 5 6 7 8 9

Φιγυρε Π.7 Α λογ σχαλε.

2 3 4 5 6 7 8 9101

2 3 4 5 6 7 8 9101

Φιγυρε Π.8 Υσινγ λογ σχαλεσ φορ µυλτιπλιχατιον βψ 2.

Λογ 7

Φιναλλψ, ωε βεγιν ωιτη 72 = 49 = 50 ∗ 49/50 = 5 ∗ 10 ∗ 49/50. Τακινγ
τηε λογ εθυατιον φορ τηε ⇒ρστ ανδ λαστ µεµβερσ ωε ηαϖε 2 ∗ λογ 7 = λογ 5 +
λογ 10 + λογ .98 = .70 + 1 + λογ .98 = 1.7 + λογ .98 ανδ, διϖιδινγ βψ 2,
ωε ηαϖε

λογ 7 = .85 +
(λογ .98)

2

Τηυσ ωε ηαϖε λογ 7 ≈ .85, ωιτη αν ερρορ οφ (λογ .98)/2. Τηισ ερρορ εστιµατε
ισ .02/2 = .01, σο ωε ηαϖε αν ερρορ οφ λεσσ τηαν 1%.

Πλαχινγ τηισ ον ουρ σχαλε, ωε ηαϖε Φιγυρε Π.6.
Νοω ωε χαν τακε αωαψ τηε ϖαλυεσ βελοω τηε σχαλε λινε ανδ ωε ηαϖε

τηε λογ σχαλε οφ Φιγυρε Π.7.
Ιφ ωε µακε α χοπψ οφ τηισ σχαλε, ωε χαν υσε ιτ το περφορµ σιµπλε µυλ−

τιπλιχατιονσ. Φιγυρε Π.8 σηοωσ µυλτιπλιχατιον βψ 2 βψ σηιφτινγ τηε σεχονδ
σχαλε σο τηατ ιτ βεγινσ ατ 2 ον τηε ⇒ρστ σχαλε. (Τηε σχαλεσ αρε σηορτενεδ
προπορτιοναλλψ το αλλοω τηισ.)

Νοτε τηατ τηε µυλτιπλεσ οφ 2 αρε ρεαδ αβοϖε τηε χορρεσπονδινγ ϖαλυεσ
ον τηε λοωερ σχαλε.

Ψου χαν αλσο µυλτιπλψ βψ 5 ωιτη τηε σχαλε πλαχεδ λικε τηισ. Σινχε τηε
5 ισ πλαχεδ βελοω τηε 10 (υσυαλλψ ρεχορδεδ ασ 1 ον σλιδε ρυλεσ), ψου χαν
ρεαδ προδυχτσ οφ 5 τιµεσ νυµβερσ ον τηε τοπ σχαλε βελοω τηεµ. Οφ χουρσε,
5 ∗ 6 ισ 30, νοτ 3, βυτ ονε οφ τηε τασκσ οφ τηε σλιδε ρυλε υσερ ισ το πλαχε τηε
δεχιµαλ ποιντ χορρεχτλψ. Αλλ τηισ ισ βεχαυσε τηε σλιδε ρυλε ισ προπορτιοναλ
το λογ µαντισσασ, ανδ τηε χηαραχτεριστιχσ µυστ βε τακεν ιντο αχχουντ βψ
τηε υσερ.
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Χλεαρλψ, τηεν, τηε ρυλεσ ασ πλαχεδ ιν Φιγυρε Π.8 αλσο προϖιδε προδυχτσ
λικε 20 ∗ 300 ανδ .05 ∗ 70.

Τηερε αρε σεϖεραλ ιντερεστινγ αϖενυεσ το εξπλορε φροµ ηερε. Ιτ σηουλδ
βε εϖιδεντ τηατ αδδιτιοναλ ϖαλυεσ χαν βε αδδεδ το τηε σχαλεσ φροµ τηειρ
χυρρεντ πλαχεµεντ. Φορ εξαµπλε, ασ τηε σχαλεσ αρε πλαχεδ ιν Φιγυρε Π.8,
ωε χαν λοχατε 2.5, 3.5, ανδ 4.5 ον τηε λοωερ σχαλε βελοω τηειρ δουβλεσ ον
τηε υππερ σχαλε.

Σο φαρ ωε ηαϖε χονστρυχτεδ α λογ ταβλε φορ τηε νυµβερσ φροµ 1 το 10:

X Λογ X

1 .00
2 .30
3 .48
4 .60
5 .70
6 .78
7 .85
8 .90
9 .96

10 1.00

Ιφ ψου λοοκ ατ τηε σχαλεσ αλρεαδψ χονστρυχτεδ, ψου σηουλδ νοτιχε τηατ φεω
ϖαλυεσ αρε ⇒λλεδ ιν ατ τηε λεφτ ενδ οφ τηε σχαλεσ. Ψου χαν χοντινυε το
χαλχυλατε ϖαλυεσ φροµ 11 τηρουγη 19 (ωηιχη χορρεσπονδ το 1.1�1.9) το ⇒λλ
ιν µανψ ποιντσ τηερε.

Το δο τηισ, ψου χαν υσε:

112 = 121 = 120 ∗ 121/120 = 3 ∗ 4 ∗ 10 ∗ 121/120
12 = 3 ∗ 4
13 = 40/3 ∗ 39/40
14 = 2 ∗ 7
15 = 3 ∗ 5

16 = 24

173 = 4913 = 72 ∗ 100 ∗ 4913/4900
18 = 3 ∗ 6

192 = 361 = 62 ∗ 10 ∗ 361/360



ΑΠΠΕΝ∆ΙΞ Θ

ΡΕΛΑΤΙΟΝΣ ΒΕΤΩΕΕΝ
ΣΙ∆ΕΣ ΟΦ ΙΝΣΧΡΙΒΕ∆ ΑΝ∆
ΧΙΡΧΥΜΣΧΡΙΒΕ∆ ΠΟΛΨΓΟΝΣ

Ιν τηισ αππενδιξ ωε σετ ουτ το εσταβλιση τηοσε τωο φορµυλασ τηατ ρελατε τηε
λενγτησ οφ σιδεσ οφ ινσχριβεδ ανδ χιρχυµσχριβεδ ρεγυλαρ πολψγονσ ασ τηεψ
αρε δουβλεδ (Φιγυρε Θ.1).

Τηε φορµυλα φορ Φιγυρε Θ.1 τηατ ωε σεεκ το εσταβλιση φορ τηισ προχεσσ

ισ S2n =
√

2 −
√

4 − Sn
2.

Τηε χορρεσπονδινγ φορµυλα φορ δουβλινγ τηε νυµβερ οφ σιδεσ οφ χιρ−
χυµσχριβεδ πολψγονσ ασ ον Φιγυρε Θ.2 ισ

T2n =
2
√

T 2
n + 4 − 4

Tn

Το αχχοµπλιση τηεσε τασκσ, ωε µυστ ⇒ρστ ρεϖιεω σοµε ρελατιονσηιπσ φροµ
ελεµενταρψ γεοµετρψ:1

1. Ιν α χιρχλε τωο ινσχριβεδ ανγλεσ αρε εθυαλ ιφ τηεψ ιντερχεπτ εθυαλ
αρχσ. Ιν Φιγυρε Θ.3, ιφ αρχ a = αρχ b, τηεν ανγλε A = ανγλε B ανδ
ϖιχε ϖερσα.

2. Ασ ωε ηαϖε ποιντεδ ουτ βεφορε, αν ανγλε ινσχριβεδ ιν α σεµιχιρχλε
ισ α ριγητ ανγλε. Ιν Φιγυρε Θ.4, ανγλε A ισ α ριγητ ανγλε.

1Τηισ δεϖελοπµεντ φολλοωσ Αρχηιµεδεσ� ωορκ αχχορδινγ το Σηερµαν Στειν�σ αχχουντ

ιν Αρχηιµεδεσ: Ωηατ ∆ιδ Ηε ∆ο Βεσιδεσ Χρψ Ευρεκα? (Ματηεµατιχαλ Ασσοχιατιον οφ

Αµεριχα, 1999).

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.

265





266 ΡΕΛΑΤΙΟΝΣ ΒΕΤΩΕΕΝ ΣΙ∆ΕΣ ΟΦ ΙΝΣΧΡΙΒΕ∆ ΑΝ∆ ΧΙΡΧΥΜΣΧΡΙΒΕ∆ ΠΟΛΨΓΟΝΣ

Sn

S2n

S2n

Φιγυρε Θ.1 ∆ουβλινγ τηε νυµβερ οφ σιδεσ οφ ινσχριβεδ ρεγυλαρ πολψγονσ.

Tn

T2n

T2n

T2n

Φιγυρε Θ.2 ∆ουβλινγ τηε νυµβερ οφ σιδεσ οφ χιρχυµσχριβεδ ρεγυλαρ πολψγονσ.

3. Αν ανγλε βισεχτορ οφ α τριανγλε διϖιδεσ τηε οπποσιτε σιδε ιν τηε
σαµε ρατιο ασ τηε χορρεσπονδινγ σιδεσ οφ τηε ανγλε. Τηισ τηεορεµ
τελλσ υσ τηατ ον Φιγυρε Θ.5, ωιτη ανγλε ΒΑΧ βισεχτεδ, (BD/DC) =
(AB/AC).

O

A

B

a

b

Φιγυρε Θ.3 Ινσχριβεδ ανγλεσ ανδ τηειρ αρχσ.
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Βεχαυσε τηισ τηεορεµ ισ οφτεν οµιττεδ φροµ γεοµετρψ ινστρυχτιον
τοδαψ, αν ουτλινε οφ ιτσ προοφ ισ σηοων ιν Φιγυρε Θ.6.

Χονστρυχτ α λινε παραλλελ το DA τηρουγη C ανδ εξτενδ BA το µεετ
τηισ λινε ατ E. Τηεν παραλλελ λινε ρελατιονσηιπσ µακε αλλ τηε ανγλεσ
µαρκεδ x εθυαλ. Τηυσ AC = AE. Φροµ σιµιλαρ τριανγλεσ ADB ανδ
ECB, ωε ηαϖε (BD/DC) = (BA/AE) ανδ, συβστιτυτινγ AC φορ
AE, τηισ βεχοµεσ (BD/DC) = (BA/AC), ασ ωε σετ ουτ το προϖε.

4. Ιν προπορτιονσ, ιφ a/b = c/d, τηεν

a

b
=

a + c

b + d

O

A

Φιγυρε Θ.4 Α ριγητ ανγλε ινσχριβεδ ιν α σεµιχιρχλε.

x

x

D

C

B

A

Φιγυρε Θ.5 Τριανγλε ανγλε βισεχτορ τηεορεµ.

x

x

E

A

B

C

D

x

x

Φιγυρε Θ.6 Τριανγλε ανγλε βισεχτορ τηεορεµ προοφ.
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P

D

C

BA
O

Φιγυρε Θ.7 ∆ουβλινγ σιδεσ.

Σινχε (a/b) = (c/d), ad = bc. Αδδινγ ab το εαχη µεµβερ, ωε ηαϖε
ab + ad = ab + bc, ωηιχη µαψ βε ωριττεν a(b + d) = b(a + c).
Τηισ λαστ ισ εθυιϖαλεντ το τηε δεσιρεδ

a

b
=

a + c

b + d

Νοω ωε αρε πρεπαρεδ το προϖε τηοσε τωο φορµυλασ. Φιρστ ωε αδδρεσσ
τηε ινσχριβεδ ρεγυλαρ πολψγονσ.

Ιν τηε σεµιχιρχλε οφ Φιγυρε Θ.7, ωε ηαϖε AC = Sn ανδ AD = DC =
S2n. Βεχαυσε τηεψ αρε ινσχριβεδ ιν τηε σεµιχιρχλε, ανγλεσ ADB ανδ ACB

αρε βοτη ριγητ ανγλεσ ανδ ινσχριβεδ ανγλεσ ABD ανδ DBC αρε εθυαλ
βεχαυσε τηεψ ιντερχεπτ εθυαλ αρχσ. Τηερεφορε, ριγητ τριανγλεσ ADB ανδ
PCB αρε σιµιλαρ, ανδ ωε ηαϖε προπορτιοναλ σιδεσ:

BD

AD
=

BC

PC
(Ι)

Σινχε BP βισεχτσ ανγλε Β ιν τριανγλε ΑΒΧ, τηε ανγλε βισεχτορ τηεορεµ ωε
ϕυστ προϖεδ γιϖεσ υσ ανοτηερ προπορτιον: AB/BC = AP/PC ορ, εξχηανγ−
ινγ µεανσ:

AB

AP
=

BC

PC
(ΙΙ)

Νοω ωε αππλψ τηατ ρελατιονσηιπ (4) αβουτ προπορτιονσ ον παγε 267 το (ΙΙ)
το γιϖε

AB

AP
=

AB + BC

AP + PC

ανδ τηισ ισ εθυιϖαλεντ το
AB

AP
=

AB + BC

AC
(ΙΙΙ)
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Σινχε τηε ριγητ σιδεσ οφ τηε προπορτιονσ µαρκεδ (Ι) ανδ (ΙΙ) αρε τηε σαµε,
τηειρ λεφτ µεµβερσ αρε εθυαλ. Τηυσ BD/AD = AB/AP , ανδ ωε χαν συβ−
στιτυτε τηισ ιντο (ΙΙΙ) το οβταιν

BD

AD
=

AB + BC

AC
(Ις)

Αρχηιµεδεσ χαν χαλχυλατε αλλ τηε τερµσ ον τηε ριγητ σιδε οφ τηατ εθυατιον,
βεχαυσε AC = Sn, AB = 2, ανδ ηε χαν χαλχυλατε BC βψ τηε Πψτηαγορεαν
τηεορεµ. Φορ τηατ ρεασον, ατ τηισ ποιντ ηε κνοωσ τηε ρατιο BD/AD.

Αγαιν τηε Πψτηαγορεαν τηεορεµ γιϖεσ ηιµ AB =
√

AD2 + BD2 ανδ,
διϖιδινγ βψ AD, ηε ηασ

AB

AD
=

√

AD2 + BD2

AD

ωηιχη µαψ βε ρεωριττεν ασ

AB

AD
=

√

1 +
(

BD

AD

)2

(ς)

Ηε χαν ινσερτ τηατ ρατιο BD/AD ιντο τηισ ρελατιονσηιπ το οβταιν AB/AD,
ανδ κνοωινγ AB = 2, ηε χαν ⇒ναλλψ χαλχυλατε AD = S2n.

Ψου χαν ϕυστ ιµαγινε ηισ ηαϖινγ το ωορκ ουτ αλλ τηοσε ρατιοσ ωιτηουτ
ηαϖινγ αλγεβραιχ λανγυαγε το ηελπ ηιµ, ανδ ηε ηαδ το δο αλλ τηοσε χαλχυ−
λατιονσ οϖερ εαχη τιµε ηε δουβλεδ τηε σιδε λενγτησ! Νο ωονδερ ηε θυιτ
αφτερ δοινγ σο φουρ τιµεσ.

Ηερε, τηεν, ισ τηε αλγεβρα τηατ βαχκσ υπ τηοσε χαλχυλατιονσ ανδ αλλοωσ
υσ το υσε α χαλχυλατορ το χαρρψ τηεµ ουτ.

Ωε βεγιν ωιτη AB = 2 ανδ AC = Sn. Φροµ τηισ ωε χαλχυλατε, ασ αβοϖε,

BC =
√

4 − Sn
2.

Νοω, ωε χαν εϖαλυατε εθυατιον (Ις):

BD

AD
=

AB + BC

AC
=

2 +
√

4 − Sn
2

Sn

ανδ συβστιτυτε τηισ ρατιο ιντο (ς) το γιϖε υσ

AB

AD
=

√

1 +
(

BD

AD

)2

=

√

√

√

√1 +
(

2 +
√

4 − Sn
2

Sn

)2

Σθυαρινγ ανδ χοµβινινγ τερµσ προδυχεσ α σοµεωηατ σιµπλερ ραδιχαλ

AB

AD
=

2

√

2 +
√

4 − Sn
2

Sn
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Νοω ρεχαλλ φροµ ουρ διαγραµ τηατ AB/AD = 2/S2n ανδ ωε ηαϖε

2

S2n

=
2

√

2 +
√

4 − Sn
2

Sn

Ινϖερτινγ, µυλτιπλψινγ βψ 2, ανδ ⇒ναλλψ ρατιοναλιζινγ τηατ δενοµινατορ βψ

µυλτιπλψινγ νυµερατορ ανδ δενοµινατορ βψ

√

2 −
√

4 − Sn
2 προϖιδεσ τηε

⇒ρστ οφ ουρ φορµυλασ ρελατινγ Sn το S2n φορ ινσχριβεδ ρεγυλαρ πολψγονσ:

S2n =
√

2 −
√

4 − Sn
2.

Αλτηουγη Αρχηιµεδεσ υσεδ εσσεντιαλλψ τηισ αππροαχη ιν ηισ εστιµατε
οφ π , τηερε αρε προβλεµσ ωιτη τηισ φορµυλα, ωηιχη ωιλλ βε δισχυσσεδ ιν
Αππενδιξ Ρ. Ιν τηατ αππενδιξ α συβστιτυτε φορ τηισ φορµυλα ωιλλ βε δετερ−
µινεδ τηατ ρεσπονδσ το τηοσε προβλεµσ:

S2n =
Sn

√

1 + Sn

2
+

√

1 − Sn

2

Φορ νοω, ηοωεϖερ, ωε τυρν το τηε σεχονδ προβλεµ οφ τηισ αππενδιξ, το
δεριϖε τηε εθυατιον φορ δουβλινγ τηε νυµβερ οφ σιδεσ οφ χιρχυµσχριβεδ
ρεγυλαρ πολψγονσ:

T2n =
2
√

T 2
n + 4 − 4

Tn

Σινχε τηε 6 σιδεσ οφ τηε χιρχυµσχριβεδ ρεγυλαρ ηεξαγον οφ τηε λεφτ σιδε
οφ Φιγυρε Θ.8 αρε ιντερχεπτεδ βψ 60◦ χεντραλ ανγλεσ, AB = T6 ανδ, σινχε
τηε τωελϖε σιδεσ οφ τηε ρεγυλαρ δοδεχαγον αρε ιντερχεπτεδ βψ 30◦ ανγλεσ,

x

x

r = 1r = 1

15°
15°

15°

15°

B

O

E

C

D

A

C

D

A

O

Φιγυρε Θ.8 Χιρχυµσχριβεδ πολψγον ανγλεσ.



ΡΕΛΑΤΙΟΝΣ ΒΕΤΩΕΕΝ ΣΙ∆ΕΣ ΟΦ ΙΝΣΧΡΙΒΕ∆ ΑΝ∆ ΧΙΡΧΥΜΣΧΡΙΒΕ∆ ΠΟΛΨΓΟΝΣ 271

DE = T12. Τηε ριγητ ⇒γυρε γενεραλιζεσ τηισ φορ ηαλφ−σιδεσ οφ τηε χιρχυµ−
σχριβεδ πολψγονσ. Ωιτη τηε ανγλε ατ Ο βισεχτεδ, ωε λετ AC = Tn/2 ανδ
DC = T2n/2.

Ον τηισ ριγητ−ηανδ ⇒γυρε, ατ εαχη σταγε οφ τηε δουβλινγ προχεσσ,
Αρχηιµεδεσ κνοωσ αλλ τηρεε σιδεσ οφ τριανγλε OAC. Ηε κνοωσ OC = 1,
τηε ραδιυσ οφ τηε υνιτ χιρχλε; AC = Tn/2; ανδ ηε χαν χαλχυλατε ΟΑ βψ τηε
Πψτηαγορεαν τηεορεµ:

OA =

√

(

Tn

2

)2

+ 1

Ονχε αγαιν ωε µακε υσε οφ τηατ ανγλε βισεχτορ τηεορεµ το γετ υσ σταρτεδ.
Ον τριανγλε OAC, ωε ηαϖε

OA

OC
=

AD

CD

Νοω ωε σιµπλψ µανιπυλατε προπορτιονσ, ⇒ρστ αδδινγ ονε (ιν τηε φορµ οφ
OC/OC ανδ CD/CD) το εαχη µεµβερ. Τηισ ισ εθυιϖαλεντ το αδδινγ 1
το εαχη σιδε οφ τηε εθυατιον, ανδ τηυσ εθυαλιτψ ισ µαινταινεδ:

OC

OC
+

OA

OC
=

CD

CD
+

AD

CD

Τηεν, χοµβινινγ φραχτιονσ, ωε οβταιν

OC + OA

OC
=

CD + AD

CD

ανδ ⇒ναλλψ συβστιτυτινγ CA φορ CD + AD, ωε αρριϖε ατ

OC + OA

OC
=

CA

CD

Σινχε Αρχηιµεδεσ κνοωσ αλλ τηε οτηερ ϖαλυεσ ιν τηισ προπορτιον, ηε χαν
νοω χαλχυλατε CD.

Ωε χαν ρεπλιχατε τηισ αλγεβραιχαλλψ βψ συβστιτυτινγ τηε ϖαλυεσ ωε αλρεαδψ
κνοω ιν τηισ λαστ εξπρεσσιον το οβταιν

√

(

Tn

2

)2

+ 1 + 1

1
=

Tn

2
T2n

2
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Τηισ ωε σολϖε φορ T2n ανδ σιµπλι⇒χατιον (ινχλυδινγ ρατιοναλιζινγ τηε
δενοµινατορ) λεαδσ υσ το τηε δεσιρεδ φορµυλα:

T2n =
2
√

T 2
n + 4 − 4

Tn



ΑΠΠΕΝ∆ΙΞ Ρ

ΧΗΑΝΓΕ ΙΝ ΦΟΡΜ ΟΦ Α
ΠΟΛΨΓΟΝ ΦΟΡΜΥΛΑ

Ωε σηοωεδ ιν Αππενδιξ Θ τηε δεριϖατιον οφ τηε φορµυλα ασσοχιατεδ ωιτη
δουβλινγ τηε νυµβερ οφ σιδεσ οφ ινσχριβεδ ρεγυλαρ πολψγονσ. Τηατ φορµυλα

ισ S2n =
√

2 −
√

4 − Sn
2.

Τηερε αρε προβλεµσ ωιτη τηισ φορµυλα: (1) ιτ ηασ α σθυαρε ροοτ ωιτηιν α
σθυαρε ροοτ; ανδ (2) ωηεν Sn βεχοµεσ σµαλλ, χαλχυλατινγ προβλεµσ αρισε.
Ωηεν ψου συβτραχτ α ϖερψ σµαλλ ϖαλυε φροµ 4, ψου βεγιν το λοσε αχχυραχψ.

Το σεε ηοω τηισ ηαππενσ, χονσιδερ α τριϖιαλ εξαµπλε. Συπποσε Sn =
.0000001111111111. (Ψουρ χαλχυλατορ ωουλδ χαρρψ αλλ οφ τηοσε τεν διγιτσ
ιν τηε φορµ 1111111111E

−7). Βυτ νοω ωηεν ψου συβτραχτ τηατ νυµβερ
φροµ 4, ανδ ψου γετ (αγαιν το τεν−διγιτ αχχυραχψ), 3.999999889, ωηιχη
ισ τηε σαµε ασ 4 − .000000111. Τηε ρεστ οφ τηοσε διγιτσ ωερε λοστ ιν τηε
προχεσσινγ. (Εϖεν τηουγη ψουρ χαλχυλατορ προβαβλψ χαρριεσ α φεω εξτρα
διγιτσ ιντερναλλψ, τηισ εφφεχτ στιλλ ηολδσ βυτ ϕυστ ατ ανοτηερ λεϖελ.)

Ωε ωιλλ αδδρεσσ τηεσε προβλεµσ βψ χονϖερτινγ τηατ φορµυλα το ανοτηερ
φορµ:

√

2 −
√

4 − Sn
2 =

Sn
√

1 + Sn

2
+

√

1 − Sn

2

Ωε σηοω τηισ ιν τωο στεπσ. Ιν τηε ⇒ρστ στεπ ωε υσε α λιττλε−κνοων τηεορεµ
τηατ, φορ α παρτιχυλαρ σιτυατιον, �δενεστσ� α σθυαρε ροοτ τηατ οχχυρσ ασ α

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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τερµ ωιτηιν ανοτηερ σθυαρε ροοτ. Ιτ στατεσ: Ωηεν a2 − b = p2 φορ σοµε
p > 0, τηεν

√

a ±
√

b =
√

a + p

2
±

√

a − p

2

Τηισ τηεορεµ ισ προϖεδ βψ σθυαρινγ τηατ εθυατιον, µακινγ αππροπριατε
συβστιτυτιονσ, ανδ σιµπλιφψινγ τηε ρεσυλτ.

Ωε αππλψ τηε τηεορεµ το ουρ σιτυατιον ωιτη a = 2 ανδ b = 4 − S2
n, σινχε

a2 − b = 4 − (4 − S2
n) = S2

n. Ωε τηεν σετ S2
n = p2 το γετ p = Sn. Σινχε

ιν τηισ χασε τηε ± οφ τηε τηεορεµ ισ νεγατιϖε, ωε αρριϖε ατ τηε φολλοωινγ
εθυατιον:

√

2 −
√

4 − S2
n =

√

1 +
Sn

2
−

√

1 −
Sn

2

Τηερε ισ στιλλ µορε το δο, ηοωεϖερ, σινχε ωε αρε στιλλ συβτραχτινγ τωο νεαρλψ
εθυαλ θυαντιτιεσ ωηεν Sn ισ σµαλλ.

Ιν τηε σεχονδ στεπ, ωε ρατιοναλιζε τηε νυµερατορ οφ τηε ριγητ σιδε οφ
τηατ εθυατιον βψ µυλτιπλψινγ βψ

√

1 + Sn

2
+

√

1 − Sn

2
√

1 + Sn

2
+

√

1 − Sn

2

Ηερε ισ τηε µατη:

√

1 +
Sn

2
−

√

1 −
Sn

2
∗

√

1 + Sn

2
+

√

1 − Sn

2
√

1 + Sn

2
+

√

1 − Sn

2

=

(

1 + Sn

2

)

−
(

1 − Sn

2

)

√

1 + Sn

2
+

√

1 − Sn

2

=
Sn

√

1 + Sn

2
+

√

1 − Sn

2

Τηεσε συχχεσσιϖε στεπσ ηαϖε σηοων τηατ
√

2 −
√

4 − S2
n =

Sn
√

1 + Sn

2
+

√

1 − Sn

2

Συβστιτυτιον τηεν γιϖεσ υσ τηε αλτερνατε φορµυλα φορ S2n τηατ ωε σουγητ:

S2n =
Sn

√

1 + Sn

2
+

√

1 − Sn

2



ΧΗΑΝΓΕ ΙΝ ΦΟΡΜ ΟΦ Α ΠΟΛΨΓΟΝ ΦΟΡΜΥΛΑ 275

Νοτιχε ωηατ ηαππενσ ιν τηισ φορµυλα ωηεν Sn γετσ ϖερψ σµαλλ. Ατ τηατ τιµε

τηε δενοµινατορ γετσ χλοσερ ανδ χλοσερ το
√

1 +
√

1 = 2. Τηυσ S2n ≈ Sn/2.
Ηοωεϖερ, ωε ηαϖε τωιχε ασ µανψ σιδεσ ιν τηε νεω πολψγον ανδ P2n ≈ 2 ∗
Pn/2 ≈ Pn, τηε σιτυατιον ψου σηουλδ εξπεχτ το βε τρυε ωηεν τηε νυµβερ
οφ σιδεσ ισ λαργε. Ασ τηε πολψγον περιµετερσ αππροαχη τηε χιρχυµφερενχε
οφ τηε χιρχλε, τηεψ χηανγε λεσσ ανδ λεσσ εαχη τιµε τηε νυµβερ οφ σιδεσ ισ
δουβλεδ.



ΑΠΠΕΝ∆ΙΞ Σ

ΑΝ ΑΡΕΑ ΑΠΠΡΟΑΧΗ
ΤΟ ΑΡΧΗΙΜΕ∆ΕΣ� ΠΡΟΒΛΕΜ

Μψ χολλεαγυε ∆οναλδ Στοϖερ ηασ βρουγητ το µψ αττεντιον αν εντιρελψ
διφφερεντ αππροαχη το Αρχηιµεδεσ� προβλεµ οφ εϖαλυατινγ π . Ινστεαδ οφ
ωορκινγ ωιτη τηε χιρχυµφερενχεσ οφ ινσχριβεδ ανδ χιρχυµσχριβεδ πολψγονσ,
Στοϖερ υσεσ τηε ρεχιπροχαλσ οφ τηειρ αρεασ ιν τηε φολλοωινγ προγραµ:

PROGRAM:STOVEPI

: .5→I

: .25→C

: While I 	= C

:
√

(I∗C)→I

: (I+C)/2→C

: End (While)

: Disp 1/I

Τηισ προγραµ ισ, Ι συγγεστ, θυιτε ρεµαρκαβλε. Ιτ νοτ ονλψ ισ βριεφ βυτ ιτ αλσο
ινϖολϖεσ τωο ολδ φριενδσ, τηε γεοµετριχ µεαν ιν λινε 4 ανδ τηε αριτηµετιχ
µεαν ιν λινε 5. Ι χονσιδερ τηε βασισ φορ τηισ προγραµ τηε µοστ ρεµαρκαβλε
αλγοριτηµ οφ τηισ βοοκ.

Ιτ µαψ βε α σηορτ ανδ σεεµινγλψ στραιγητφορωαρδ προγραµ, βυτ ωορκινγ
ιτ ουτ ισ νοτ α τριϖιαλ τασκ. Ι ωιλλ προϖιδε ονλψ αν ουτλινε οφ τηατ µατη ηερε.1

1Φορ α χοµπλετε δεϖελοπµεντ, Ι ρεφερ ψου το Χηαπτερ 5 οφ Στοϖερ�σ βοοκ, Πρεχαλχυλυσ

Προβλεµσ ανδ Προϕεχτσ, ωηιχη ισ ιν τηε ⇒ναλ σταγεσ οφ πρεπαρατιον.

Ινσιδε Ψουρ Χαλχυλατορ: Φροµ Σιµπλε Προγραµσ το Σιγνι⇒χαντ Ινσιγητσ Βψ Γεραλδ Ρ. Ρισινγ
Χοπψριγητ 2007 ϑοην Ωιλεψ & Σονσ, Ινχ.
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1

2

Φιγυρε Σ.1 Ινσχριβεδ ανδ χιρχυµσχριβεδ σθυαρεσ.

Ιτ ισ ιµπορταντ το υνδερστανδ τηατ ιν τηισ προγραµ τηε ϖαριαβλε I (φορ
ινσχριβεδ) ρεπρεσεντσ τηε ρεχιπροχαλ οφ τηε αρεα οφ α πολψγον ινσχριβεδ ιν
α υνιτ χιρχλε ανδ C (φορ χιρχυµσχριβεδ) ρεπρεσεντσ τηε ρεχιπροχαλ οφ τηε
αρεα οφ τηε χορρεσπονδινγ χιρχυµσχριβεδ πολψγον.

Τηε προγραµ βεγινσ ωιτη ινσχριβεδ ανδ χιρχυµσχριβεδ σθυαρεσ ασ σηοων
ιν Φιγυρε Σ.1. Ιτ σηουλδ βε εϖιδεντ φροµ τηισ διαγραµ τηατ τηε αρεα οφ τηε
ινσχριβεδ σθυαρε ισ 2 ανδ τηε αρεα οφ τηε χιρχυµσχριβεδ σθυαρε ισ 4. Τηυσ
τηε προγραµ βεγινσ ωιτη τηειρ ρεχιπροχαλσ, I = 1/2 ανδ C = 1/4.

Ιν τηε While λοοπ τηεσε αρεα ρεχιπροχαλσ αρε ρεχαλχυλατεδ ασ τηε νυµ−
βερ οφ σιδεσ οφ τηε πολψγονσ αρε δουβλεδ ϕυστ ασ τηε περιµετερσ ωερε ιν
Αρχηιµεδεσ� αππροαχη.

Ηερε αρε τηε χορρεσπονδινγ φορµυλασ ιν ωηιχη n ρεπρεσεντσ τηε νυµβερ
οφ σιδεσ οφ τηε πολψγον ανδ x ρεπρεσεντσ ηαλφ τηε λενγτη οφ τηε σιδε οφ τηε
ινσχριβεδ πολψγον, ιν βοτη χασεσ βεφορε δουβλινγ τηε νυµβερ οφ σιδεσ.

Area Formulas

Ινσχριβεδ Πολψγον Χιρχυµσχριβεδ Πολψγον

n−σιδεδ nx
√

1 − x2
nx

√
1 − x2

2n−σιδεδ nx
2nx

1 +
√

1 − x2

∆εριϖινγ τηε φορµυλασ φορ τηε n−σιδεδ πολψγον ισ α ρεασοναβλε εξερχισε,
βυτ δοινγ σο φορ τηε 2n−σιδεδ πολψγον ρεπρεσεντσ α χηαλλενγινγ προβλεµ.
Ονχε ψου ηαϖε τηοσε φορµυλασ, ηοωεϖερ, φορµινγ τηειρ ρεχιπροχαλσ το γιϖε
τηε φολλοωινγ ταβλε ισ στραιγητφορωαρδ.
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Area Formula Reciprocals

Ινσχριβεδ Πολψγον Χιρχυµσχριβεδ Πολψγον

n−σιδεδ
1

nx
√

1 − x2
= ολδ I

√
1 − x2

nx
= ολδ Χ

2n−σιδεδ
1

nx
= νεω I

1 +
√

1 − x2

2nx
= νεω Χ

Ιτ ισ αλσο στραιγητφορωαρδ το σηοω τηατ

√
ολδ I ∗ ολδ C = νεω I ανδ

νεω I + ολδ C

2
= νεω C

Τηοσε αρε τηε φορµυλασ τηατ οπερατε ιν εαχη πασσ τηρουγη τηε While λοοπ.
Ιτ ισ ιµπορταντ το νοτιχε τηατ τηε αριτηµετιχ µεαν ισ χαλχυλατεδ ωιτη τηε
νεω I . Τηυσ ψου δον�τ ηαϖε το χρεατε α δυµµψ ϖαριαβλε το ρεταιν τηε ολδ
I φορ τηισ χαλχυλατιον.

Το σηοω τηε χονϖεργενχε οφ ϖαλυεσ, ψου χαν µοδιφψ τηε προγραµ το
τηισ φορµ:

PROGRAM STOVPI2

: .5→I

: .25→C

: 4→N

: Disp N,2,4

: Pause

: While I 	= C

:
√

(I∗C)→ I

: (I+C)/2→C

: Disp N,1/I,1/P

: Pause

: End (While)

Τηισ αλγοριτηµ µαψ βε υσεδ ωιτη χοµπυτερ αλγεβρα σψστεµσ τηατ αλλοω
ηιγη−πρεχισιον αριτηµετιχ το χαλχυλατε π το µανψ µορε διγιτσ. Ιτ δοεσ νοτ
αδδρεσσ τηε προβλεµ τηατ ουρ προγραµ τηατ µιρρορεδ Αρχηιµεδεσ� µετηοδ
διδ ανδ ωηεν ρυν ον ψουρ χαλχυλατορ χονϖεργεσ ον τηε χαλχυλατορ�σ 10−διγιτ
ϖαλυε οφ π . Ιν τηε φολλοωινγ σχηεµε αχχυρατε διγιτσ αρε υνδερσχορεδ.
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I N 1/I 1/C Χορρεχτ ∆ιγιτσ

1 4 2 4 0
2 8 2.828427125 3.313708499 0
3 16 3.061467459 3.182597878 1
4 32 3.121445152 3.151724907 1
5 64 3.136548491 3.144118385 3
6 128 3.140331157 3.142223630 3
7 256 3.141277251 3.141750369 3
8 512 3.141513801 3.141632081 4
9 1024 3.141572940 3.141602510 5

10 2048 3.141587725 3.141595118 5
11 4096 3.141591422 3.141593270 6
12 8192 3.141592346 3.141592808 6
13 16384 3.141592577 3.141592692 7
14 32768 3.141592634 3.141592663 7
15 65536 3.141592649 3.141592656 7
16 131072 3.141592652 3.141592654 9
17 262144 3.141592653 3.141592654 9
18 524288 3.141592654 3.141592654 10
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