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Predmluva

Kdyz studujeme matematiku, zjistime, ze ma mnoho odvétvi a specializaci:
algebru, geometrii, topologii, diferencidlni a integralni pocet, kombinatoriku;
ruzné teorie: teorii Cisel, teorii grup, teorii mnozin, teorii grafa, teorii infor-
mace, teorii kédovéani, specidlni teorie rovnic, teorii operatoru, atd.. Zd& se, ze
neexistuje zadny sjednocujici koncept.

Zname vsak pouze jeden svét, ve kterém Zzijeme, pouze jednu fyziku, jednu
chemii, jednu biologii. Také by méla existovat pouze jedna matematika.

Titul této knihy je ”Maticova kombinatorika a algebra”.

Kombinatorika je staré odvétvi matematiky. Jeji zdklady se povazuji za
elementarni, ponévadz jsou zalozeny na dobrych piikladech. AvSak to m& své
omezeni: Existuje pfilis§ mnoho identit jesté jich vice zbyva k objeveni. Mysl je
jimi pfeplnéna, jak Riordan poukézal 1, protoze se ukazuje pouze nepotradek v
hojnosti. Klasickd kombinatorika zahrnovala mnoho odvétvi, ktera se pozdéji
rozdélila, avsak kterd jsou podstatnd pro jeji pochopeni. Naleznete zde témata
jak z teorie ¢isel tak z teorie grup.

Algebra je velmi abstraktni véda, vyjma své jedné vétve, linearni algebry.
Studuji se operace s vektory maticemi. A na téchto pojmech je zalozena pod-
stata knihy.

Myslim si, Ze jsem nasel cestu do podivuhodného svéta kombinatoriky. Zacalo
k davno, kdyz jsem nahodné objevil, ze dvé proslulé funkce entropie

H = -3 pjlogp;,

jak ji definoval Boltzmann 2 a Shannon [3], jsou dvé odlisné funkce ze dvou
polynomickych koeficientu, v protikladu k obecné pfijatym nédzorum principu
negentropie.

Meél jsem tenkrat pocit jako kadet Biegler [4]. Vzpomeiite na jeho zoufaly
vykiik: “Jesusmarja, Herr Major, es stimmt nicht!”. Starsi dustojnici klidné
naslouchali pfednésce o kddovani, avsak dany piiklad nedaval smysl, protoze
méli po ruce jiny svazek, nez predpisovaly instrukce. Jméno knihy bylo ”Siinde
der Viter”. Podobné jako ve Svejkovi si myslim, ze kniha se mé ¢ist od svého
prvého svazku.

Bylo téméf nemozné publikovat vysledky, protoze nesouhlasily s pfijatymi
nazory. Muj prvy pokus byl zamitnut z davodu, ze muj vyklad byl nesrozu-
mitelny.

Ve vzteku jsem napsal svaj vyklad pro technicky ¢asopis pro mladez, kde
byl pfijat jako vhodné éteni pro jejich naivni ¢tenare [5]. Doposud jsem nebyl

I
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schopny publikovat sviij vysledek explicitné. Odborni referenti nepftijali mé
argumenty. Z mnoha duavodi. Byl jsem nucen pokracovat ve svém vyzkumu,
objevit nové vztahy, které dokazaly moji koncepci. Jsou to velmi elementarni
véci o maticich graft, které nejsou vysvétleny v ucebnicich na jejich vhodném
misté, coz znamend na pocatku. Doufam tedy, Ze jsem uspél.

Pokud by tato kniha byla napsana pred sto 1éty, mohla by zachranit jeden
lidsky zivot, pokud by byla publikovana padesati roky, mohla by zabranit mylné
interpretaci teorie informace.

Matematické rovnice a identity jsou jako kousky skladacky. Jsou uspoiradany
tradi¢nim zpusobem do specializaci, které jsou studovéany oddélené. Pokud
matematikové byli neschopni si uvédomit, ze obé funkce entropie vyplyvaji z
identity, znamé paradoxné jako Polya-Brillouinova statistika, kterou lze nalézt
ve vSeobecné pouzivanych uéebnicich [6], pak néjaké zdkladni piekdzky jim
zabranily interpretovat jejich abstraktni definice spravneé.

Kdyz jsem studoval problém entropie, védél jsem, ze to byl kombinatoricky
problém, ponévadz sam Boltzmann spojil funkci H s kombinatorickou identitou.
Mimo to jsem ji koreloval intuitivné maticemi, protoze: ”Ani jsem nevédél, co
je matice a jak se ndsobi,” jako Heisenberg [7] pfede mnou. Obvyklé vyklady
matic mi nedavaly zadny smysl.

Muj piistup je elementdrni: fada symbola (slovo, text)

e “vyklady matic mi nedavaly zadny smysl ”

je povazovana za fadu naslednych vektorii napsanych tuénymi pismeny
jako vektory

e “vyklady matic mi nedavaly zadny smysl”

vektory v fadé jsou napsany s pouzitim formalismu
[ j = ej = (0,0, ...1]’7 0)

jako vektor sloupec ve formé matice. Nazval jsem matice majici v kazdé
fadce pravé jeden jednotkovy symbol "naivni”. Jiné vhodné nazvy, jako prim-
itivni, elementarni uz byly obsazeny. Matice ziskané permutacemi nalézajici
skalarni sou¢iny naivni matice s jednotkovymi vektory, se sectou a vysledky
se zobrazi v tabulkové formé. Vysledné tabulky kombinatorickych funkei maji
formu matice a lze na nich provadét maticové operace, jako je nésobeni, trans-
pozice a inverze. Aplikace maticové operace byla obvykld v kombinatorice jako
Kroneckerova funkce d;;, kterd je implicitni aplikaci inverzni matice.

Riordan uvadi mnoho piikladu jejich pouziti. AvsSak maticovd technika se
nepouzivala systematicky pifi odvozovani kombinatorickych identit a nespojo-
vala se zdkladnimi vlastnostmi vektorovych prostoru. Teprve nyni se objevuji
podobné studie.

Rozdily sou¢tu dvou naivnich matic jsou studovany v druhé ¢asti knihy. Jsou
znamé jako grafy.

Névrhy bloka by mohly tvorit pfisti krok. Se vyuziva v pokrocilé kombi-
natorice. Bloky maji maticovou formu a hledaji se pocty rozlisitelnych bloku.
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Hall [8] zah4jil svou knihu kapitolami rekapitulujicimi klasickou kombinatoriku
pred tim nez pojednal ndvrhy blokt, avsak neucinil Zzadny pokus pouzit sjedno-
cenou maticovou techniku k tradi¢ni kombinatorice a vysvétlit kombinatorické
problémy jako poc¢itani naivnich blok.

Kdyz jsem spojil kombinatorické problémy s vlastnostmi spocetnych vek-
torovych prostoru, objevil jsem jinou cestu do u prostor. Mohu objasnit, ale-
spon to vérim, jak tento prostor je vystavén. Jeho nékteré zakladni vlastnostmi
nejsou vysvétleny v ucebnicich. Bud matematikové je nepovazuji dilezité, nebo
jednoduse je ignoruji. OvSem existuje moznost, ze je skryvaji jako hermeticka
tajemstvi nevysvétlend nezasvécenym. V kazdém piipadé Euklidovsky prostor
ma& velmi podivuhodné vlastnostmi.

Tato kniha je elementarni. Pouze vyjimecéné jsou uvedeny vysledky vyssi
matematik, potom bez dikazii. Nicméné si nemyslim, Ze je to snadnd kniha.
Ukazuje, jak slozity svét je, ze vSechno je spojené s vsim. Pokousim se vysvétlit
nékteré ¢asti kombinatoriky a maticové algebry nekonvenénim zpusobem.

Cilem neni matematickd presnost nebo praktické aplikace, avSak dosazeni
intuitivniho porozuméni slozitosti vektorového prostoru. Davam piednost tiplné
indukei pfed vytvorujicimi funkcemi a hlavnim cilem knihy je ukdazat, ze svét
nema pouze tii rozmeéry, ve kterych se muzeme pohybovat. Musim pfiznat, ze
ja sdm mam potize, kdyz se pokouSim si predstavit nékteré elementarni véci.
Néktera feseni jsem nasel pouze po velmi dlouhych obdobich pfemysleni, jakoby
spravny zpusob byl blokovan neviditelnymi pirekdzkami.

Dtive nez za¢neme, udélejme poznamku o ¢iselnych systémech. Kazdy zna
decimalni:

0=10""; 1 =10 10 =10"; 100 =10”.
Nékdo zna binarni:
0=2";1=1"=2%10=2% 11=3; 100=4 =22
Avsak nikdo, jak se mi zda, nestudoval jednotkovou ¢iselnou soustavu:
1=1%11=2=1% 111=3=13%

Rozdilem je, ze soustava startuje z prvni mocniny 1, kterd je nerozlisitelna
od své nulové mocniny

1=1"t=10.

Logaritmus 1 s base logaritmus 1 je opét 1, logaritmus 111 s basi logaritmu
1je 3.

Matematické operace v tomto systému jsou jednoduché:

scitani

111+ 11 =11 111

odecitani
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111 -11=1

Nisoben{ a déleni by se mély zapsat jako mocniny, napiiklad nasoben{ (111)!,
avsak lze usporadat do bloku

11 x 111 =111
111 = 111111

a déleni

111 111 =11 =111111|1
11111
1111 =111

Pouzijeme tento soustava implicitné bez jeho dalsitho zminovani. Vyskytnou
se néjaké problémy s notaci. Neni dost pismen k pouziti specialné pro kazdou
funkci. Proto pouzijeme nékterda pismena pro rozdilné funkce bez varovéni.
Obrazky, tabulky a rovnice jsou indexovany oddélené v kazdé kapitole.

Jednou potizi systematického vykladu je, Ze nemuzete rozumét véemu najed-
nou. Je nutné zavadét koncepty postupné. Nové znalosti modifikuji pfedchozi
definice. Proto nékteré témata budou pojednany opakované, kdyz bude mozné
vyuzit nové zavidéné techniky. Budte trpélivi, prosim, kdyz nékters véc se zd4
byt vysvétlovana ptilis podrobné. Pokud opravdu chcete porozumét, ¢téte knihu
vicekrat. Je to vsak dosti mechanicky pfeklad z angli¢tiny, provedeny metodou
"nahrad”. Nenahrazené ziistaly mimo jiné chyby desetinné tecky pouzivané v
americké anglic¢tiné.

Zminil jsem knihy Riordana [9], které byly dulezité pro kombinatoriku.
Podobné by se mély zminit knihy Hararyho pro grafy [10,11] kniha Cvetkovice,
Dooba a Sachse [12] pro vlastni hodnoty matice sousedstvi. Néktery casti této
knihy jsou kompilovany z ¢asopiseckych ¢lanku. Chci vyjadrit svij vdék zejména
¢lenum Zahiebské skupiny za mnohé reprinty.
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Chapter 1

Euklidovsky, Hilbertuv a
fazovy prostor

1.1 Predbézné poznamky

Obecné vérime, ze zijeme v tifrozmérném prostoru s tfemi moznymi smeéry
pohybu a jejich protiklady: vpred a zpét, vlevo a vpravo, nahoru a dolu. Nékdy
se pridéva cas jako Gtvrty rozmér se specifickymi vlastnostmi. Cas je nezbytny
pro pohyb. Nemuzeme se pohybovat v case fyzikalné, ponévadz je to proud,
ktery vsechno unasi, avsak nase mysl se muze pohybovat v ¢ase bez jakychkoliv
potizi.

N4s pojem prostoru je zalozeny na formé naSich knih: bod m4 t¥i koordinaty
odpovidajici éislu strany, fadky a sloupce '. Tii rozméry knihy se tvoif danou
konvenci z tady symboli. Pfilis dlouhé fady jsou rozsekany do tadek, prilis
dlouhé fady tadek jsou rozsekdny do stranek a ptripadné prilis dlouhé sekvence
stran jsou rozsekdny do svazku tvoticich ¢tvrty rozmér. Vzdy v8ak musime uréit
nejprve polohu symbolu v fadku. Existuji rozdilné formy knih, jako naptiklad
svitky. fady symboliu se mohou naticet na bubny nebo se svinovat do klubek
a pii tom zustavaji podstatné nezménéné. Podobné body prostoru se mohou
indexovat rozdilnymi zpusoby.

Knihy existuji bez jakéhokoliv pohybu, avsak kdyz je ¢teme, potiebujeme ¢as
pro pienos jejich symbolu do naseho mozku, abychom si zapamatovali podstatnd
fakta a myslenky, k pfepsani knihy do naseho mozku. Svét je slovo, a to velmi
dlouhé slovo, v cizim jazyku. Musime se ucit, jak mu porozumét.

Existuje jeden podstatny rozdil mezi knihou a nasim svétem. Svét se po-
hybuje. Jako kdyby se sama kniha neustdle pfepisovala. Nékteré ¢ésti se ndm
zdaji byt stabilni, avSsak nékde probihaji neustdle neviditelné zmény. Svét je
v okamziku a kniha A a v pristim okamziku b kniha B. VSechny mozné stavy
svéta tvori knihovnu.

ITaké existuji polarni koordindty udévajici polohy jako na kole, avSak ty jsou mimo né3
zajem.
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Figure 1.1: Pythagorova véta. a? + b*> = ¢

Avsak budeme analyzovat nejprve jednodussi pfipad, nehybny text.

Tii rozméry prostoru nejsou ekvivalentni. Pohyb vpred je snadny, vzad
nesikovny, Pohyby vlevo nebo vpravo, jako krabi, nejsou normalni, nahoru a
dolt se muzeme pohybovat pouze v kratkych skocich (dlouhé pady dolu konéi
nebezpeéné). V knihdch o¢i musi skdkat na pristi fadky, strany se musi obracet,
nové svazky otevirat. Zvysujici se usili je potiebné v kazdém novém kroku.

Matematika abstrahuje tyto rozdily. TTi rozméry prostoru jsou povazované
za ekvivalentni a ortogonalni.

Na&as svét se zda byt omezen témito tfemi rozméry. Nejsme schopni nalézt
¢tvrty geometricky rozmeér, ktery by byl ortogonalni k prvym tfem. To je zdro-
jem mnoha potizi a nedorozumeéni. Matematikové se pokusili se jim vyhnout,
skryvajice decentné nasi neschopnost jako ostudu.

Od staroveéku ortogonalita znamenad, ze mezi dvéma piimkami existuje pravy
thel R. Ve skutec¢nosti zde musi byt 4 R, pokud se kiizi dvé ptimky

R R

R R

vvvvvv

nou, nebo kiizi obé, potom tvoii trojihelnik, vyjma piimky prochazejici kiizenim
prvych dvou piimek.

Nejdulezitéjsi vlastnosti pravotihlych trojihelniku je, ze ¢tverec nad jejich
preponami jsou stejné souc¢tum ¢étvercu obou ostatnich stran jako na obr. 1.1

Nejmensi pravotuihly trojihelnik, jehoz strany jsou celd ¢isla mé strany 3, 4, 5.
Jejich ¢tverce jsou 9 + 16 = 25. Vztah mezi stranami pravouhlych trojihelnika
je zndm jako Pythagorova véta. Znalost pravouihlych trojihelniku byla jednim
z prvnich matematickych uspéchu lidstva. Pyramidy maji ¢tvercové zdkladny.
Jejich triangulace byla velmi pfesna diky vyuziti tento znalosti.

Podobné jako nejsme schopni nalézt ¢tvrty rozmér, nejsme ani schopni rozhod-
nout, zda mnozina ¢isel neodpovida mnoziné ortogonalnich piimek, jejichz délky
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vev s

Figure 1.2: Postupné Pythagorovo séitani. Nové vektory se pricitaji jako orto-
gonalni k souctu predchozich

W

odpovidaji danym ¢islum. Kresleme postupné pravouhlé trojihelniky (ale lépe)
jako na obr.1.2

Kazda nova primka je ortogonélni k pravoihelnikovému souc¢tu v8ech predédzejicich
piimek. Pokuste se vytvorit tiirozmérny model tak, Zze polozime ttreti primku

kolmo k roviné, ve které lezi prvé dvé pifimky. Potom otoc¢ime tuto piimku

do roviny ortogondlni k preponé, sklddajice ji dolu, az se dotkne roviny. Tim

vznikne nad rovinou misto pro ¢tvrty vektor, opét ortogondlni k preponé prvych
t¥i vektor.

Dostaneme obecnou rovnici

L= m (1.1)

kde m? zastupuje n rozdilnych odvésen a L? je ¢tverec délky viech n odvésen.

Muzeme otocit postupné kazdy vektor roviny takovym zpusobem, Ze tvori pravouhly
trojihelnik se sou¢tem vsech ostatnich (n—1) vektoru, avsak nesmime uvazovat

soucasné vice pifmek nebot zjistime, Ze nejsou ortogonalni, jak jasné vidime na
obr.1.2, kde byla nakreslena série pravothlych trojihelniku.

Pokud bychom méli k dispozici vice rozmért, mohli bychom rozlozit takové
soucty do n ortogondlnich sméru.

Soucet n ¢tverct s hodnotami stran (délkami) m? se muze opét rozlozit do
Pythagorova trojuhelniku, jehoz ¢tverce stran a, b, ¢ jsou postupné

=nm

bgzg m? — nm
2 _ 2
c —E mj,

(1.4)
m v rovnici 1.4 je zndmy jako aritmetickiy prumér. Ve skutec¢nosti aritmet-

icky prumér muze byt identicky s jednim z n sCitanci. Aritmeticky prumér se
pocita obvykle nalezenim souc¢tu vSech m hodnot a jeho délenim n

m= ij/n.

(1.2)

(1.3)

(1.5)
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Ptimkovou délkou strany je jeji odmocnina. Zde se odmocnina n objevuje
ponékud piekvapive, avsak je to délka diagonaly n rozmérné krychle. Podobné
tFeti stranu trojihelniku (1.3) se muze normalizovat jejim délenim s n. Potom
dostaneme hodnotu ¢? zndmou jako disperze

o =1/n> (m] — nm®). (1.6)

Odmocnina disperze, kterd je srovnatelnd s prumérem, je zndmé jako stan-
dardni odchylka o. Napiiklad vezméte hodnoty 1, 2, 3, 4. Jejich prumér je 2.5,
soucet ¢tverct 30 = 1+ 4 + 9 + 16. Disperze je 1/4(30 — 4 x 6.25) = 1.25.

Pii pocitani prumeéru a standardni odchylky nepotiebujeme znat sméry obou
odvésen, protoze jsou urceny automaticky svymi délkami, jako kdyz se trojuhelnik
konstruuje ze znamych délek svych t#{ stran. Nakreslime dvé kruznice s pruméry
a a b na obou koncich strany c¢. Kde se kruznice kiizi, lez{ tfeti vrchol. Smér
vSech stran v mnohorozmérném prostoru je pro nés zcela abstraktni.

1.2 Euklidovsky prostor

Prostor pravouhlych trojuhelniku a nikdy se kiizicich rovnobézek je znamy jako
Euklidovsky prostor. Jeho zobecnéni do nekoneéné mnoha rozméri n — oo pro
soucet 1.4 je znamé jako Hilbertuv prostor. Euklidovsky prostor s n rozmeéry v
ném tvoii podprostor.

Euklides zalozil svoji geometrii n péti postulatech:

1. Lze vést primku z jakéhokoliv bodu k jinému.

2. Kone¢nou ptrimku lze neptetrzité prodlouzit.

3. Lze opsat kruznici s jakéhokoliv stiedu s jakymkoliv polomérem.

4. Vsechny pravé uhly se vzdjemné rovnaji.

5. Pokud pfimka protinajici dvé pfimky tvoii vnitini dhly na stejné strané
mensi, nez dva pravé uhly, pokud se prodlouzi do nekoneéna, sbihaji se na
strané, kde jsou thly mensi nez dva pravé 1hly.

Paty postulat je nadbytectny. Z toho plyne piimo z aplikace prvnich ¢ty
postulatu v nasledujici konstrukei.

Vezmeme ¢tverec ABCD. Vsechny jeho pravé dhly jsou podle 4. postuldtu
pravé, viechny jeho strany jsou piimky. Pfiddme k tomuto ¢tverci ABCD novy
¢tverec CDEF a vyrovname strany AE a BF podle 2. postuldtu. Ke ziskanému
obdélniku ABEF piiddme novy ¢étverec EFGH, opét vyrovndme strany AG a
BH podle 2. postuldtu. Takovym zpusobem budeme pokracovat s piidavanim
¢tvercu do nekoneéna, piipadné na jiné kratsi strané obdélnika.

Takovym zpusobem vytvorime paralelni pfimky spojené hranami.

Existuji dvé moznosti, ze dlouhé strany nekoneéného obdélniku se setkaji
nebo rozejdou. Bud témito dlouhymi stranami nejsou pifmky odpovidajici
pozadavkum 2. postuldtu, nebo pravé uhly naslednych ¢tverct nesplnily pozadavky
4. postulatu.
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Paty postulat je dusledek aplikace predeslych postuldtu pro nekonecéné kon-
strukce.

Problém ortogonality ztraci svou dulezitost v Hilbertové prostoru. Pokud
mate zasobarnu nekone¢né mnoha vektoru, muzete vybrat jakéhokoliv dva jako
prvni, které budou vzajemné kolmé. Muzete byt jisti, Ze naleznete tieti, ktery
bude ortogonélni k prvnim dvéma. Tak muzete pokracovat. Budete vycerpani
pred tim, nez budete schopni vycCerpat nekoneénou zasobdrnu. Nebo muzete
byt lini a pouzit alternativné vektory s ihly vétsimi a mensimi nez ortogonalni.
Chyby se budou urcité postupné kompenzovat.

Euklides zavedl axiomy do matematiky. Prostor a jeho prvky jsou definovany
mnozinou proposic. Nevyhodou tohoto pfistupu je, Zze nevime a priori, jejiz
prvky tvori prostor. Pouzijeme jiny piistup a budeme generovat prvky postupneé.

Setkame se s prostory s mnoha rozméry, poznavajice, Ze nejsme sami v pros-
toru. V tomto zvlaStnim prostoru ziji jini lidé a existuje v ném mnoho véci.
Kazda jednotlivost ma svou vlastni polohu v prostoru. Pro vycet téchto poloh
potiebujeme pro kazdy objekt jeho specifické fadky s vlastnimi koordinatami.
V kazdé fadce musi byt tolik koordinat, kolik m4a prostor, v némz jednotlivosti
existuji, rozméru. Pokud by bylo m jednotlivosti v n rozmérném prostoru, bylo
by nutné znat mn koordinat, v 3 rozmérném prostoru potiebujeme pro m jed-
notlivosti 3m koordinat a v 1 rozmérném prostoru stale jesté m koordinat k
urceni poloh vSech objekt.

Prostory s m objekty jsou znamé ve fyzice jak fazové prostory?. Fézové
prostory maji podivnou vlastnost, ze nékteré z nich muzeme vnimat piimo.
Vseobecné znamym piikladem je teplota a rychlost vétru v soustavé molekul
vzduchu. Tyto pojmy, které vsichni zname z vlastni zkuSenosti, odpovidaji
matematickym pojmum. Kazdd molekula méa pii teploté okoli prumérnou rychlost
nékolika set metru za sekundu. Nérazy nepatrnych molekul na stény nddoby
vyvolavaji tlak. Chaotické kolize molekul pohybujicich se v rozdilnych smérech
vedou k stalému rozdéleni rychlosti ¢astic. Tyto rychlosti se rozlozi do dvou
slozek. Jedna slozka je tvofena Casti pohybu, kterou maji spole¢nou vSechny
Castice v daném objemu. Tuto slozku, matematicky aritmeticky prumér, ob-
vykle velkou pouze nékolik metru za sekundu, ve srovndani se shora zminénymi
sty metry za sekundu u jednotlivych molekul, citime, kdyz jsme uvnitf soustavy
jako jeji soucast, jako vitr, coz je fyzikalni vlastnost systému molekul. Jinou
slozkou je disperze z prumrné vektorové rychlosti. Je zndmé jako tepelny pohyb
molekul, teplota.

Ukazeme, ze vSechny fazové prostory jsou isomorfni. Nékteré jejich vlast-
nosti nezavisi na rozmérnosti n prostoru, ve kterém je ulozen soustava m entit,
av8ak jsou uvedené pouze poctem entit.

Fézovy prostor je tedy realitou a neni matematickou konstrukci. Na nestésti
nase zkuSenost je omezena vlastnostech jeskyné v niz zijeme, jak Plato napsal.
Je extrémneé nesnadné piekonat tento handicap a vidét idealni prostory za stiny,
které vyvolavaji. Stiny vnéjsiho svéta, které nase o¢i promitaji na sténu jeskyné,

2Pocet objekti je zde dany jako n. Aby se zamezilo zZAméné s n rozméry, pouzijeme symbol
m.
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ve které zijeme (mozkovnu) jsou dvou rozmérné 3. Tiet{ rozmér rozlisujeme
usilim svalu o¢i zaostiujicich na retinu. To se déje automaticky. VySsi rozmeéry
rozliSujeme usilim nagich mozku nebo jejich rozsiteni, pocitaci. Bude dlouho
trvat, nez se prizpusobime pojmu vyssich rozméru stejnym zpusobem jako se
nas zrak prizpusobil tfem rozmeérum. NaSe vizudlni organy se vyvijely po sta
miliony rokii. Pojem moznosti neviditelnych prostoru se zrodil ped 2500 roky,
studie jejich vlastnosti zapocaly ped 250 roky a pocitace, které usnadnily jejich
porozuméni se objevily ped 50 roky. Chce to ¢as.

1.3 Jednotkové vektory e;

Nyni je ¢as zavést pojem linearni translace. Pokud se mikrocastice pohy-
buje ve Wilsonové komote (nebo letadlo v stratosféie), zanechdva za sebou
stopu ionizovanych ¢éstic, na kterych se kondenzuji molekuly. Predstavte si, ze
také abstraktni bod, kdyz se pohybuje, zanechdva takovou stopu. Nazyvame
ji vektor a kreslime ji jako piimku se Sipkou ve sméru pohybu —. K po-
sunuti bodu musime pouzit tuto stopu spojujici obé polohy bodu, pocateéni
a konecnou. Diskutovali jsme ortogonalitu a je zfejmé, ze vektory mohou byt
ortogondlni. Avsak definovali jsme ortogonalitu pouze mezi piimkami a proto
predpokladejme, ze vektory jsou piimkové. OvSem pohyb v prostoru nemusi
byt omezen pouze na pohyb podél primky, avsak pokousime se udrzovat n&s
prostor tak jednoduchy, jak je to mozné. Muzeme piedpokladat, Ze prostory s
kiivkovymi vefrktory jsou isomorfni prostorim s pimkovymi vektory.

Nyni zavedeme specialni misto v n rozmérném prostoru, od kterého budeme
méfit vSechny translace. Tento bod budeme nazyvat stred soustavy koordindt.
Potom definujeme n bodu na kouli (kruhu) se stiedem ve stfedu soustavy ko-
ordinat. Pfijmeme radius koule jako jednotkovou délku. Muzeme si predstavit,
ze body na kouli jsou pfenesené stiedy soustavy koordinat a budeme nazyvat
kazdy vektor spojujici stfed soustavy koordinat s definovanymi n body na kouli
jednotkovy vektor e;. Notaci jednotkového vektoru e; je fadka v kulatych
zédvorkéach s n prvky. Ve fyzice symboly se Sipkami se pouzivaji jako J. (n — 1)
prvkil vektoru e; jsou nuly a je pouze jeden jednotkovy prvek na j-tém misté

ej:(OlaOQa"'71j7~--;On)- (17)

Stejné délky vsech jednotkovych vektort e; v (1.3) nejsou podstatnou podminkou
existence vektorového prostoru. Mohli bychom definovat jednotkové vektory
e; v (1.3) jako majici rozdilné délky, provést vSechny operace jako s vektory
majicimi stejné délky a teprve potom modifikovat vysledky podle definovanych
délek. Krychle, jejiz strany nejsou rovné, je pravoihly rovnobéznik. Jeji objem
se napiiklad muze vypocitat jako

e strana = 4.4 cm

3 Angli¢tina mi dovolila slovni hif¢ku, pojem pro mozkovnu je scull cave.
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e strana b = 3.9 cm
e strana ¢ = 0.4 cm

— objem = 4.4 x 3.9 x 0.4 = 6.864.

Jinou moznost{ je

e strana = 2.2x vektor a = 2 cm
e strana b = 1.3x vektor b = 3 cm
e strana ¢ = 0.4x vektor c = 1 cm

— objem =22 x1.3x0.4=1.144
— objem rovnobéznika = 2 x 3 x 1 =06
— celkovy objem 1.144 x 6 = 6.864.

Vektory, které zacinaji v jinych bodech prostoru jsou srovnavény s témito
vzorky vektortu e; zacinajicimi ve stfedu. Jsou povazované za identické s jed-
notkovymi vektory e;, pokud jsou kolinedrni. OvSem tyto vektory mohou
byt kratsi nebo delsi, mohou mit opa¢né sméry, avsak takové rozdily budou
napraveny algebraickymi prostiedky pozdéji.

Neékdy vektory nesouhlasi s jednotkovymi vektory, avSak s jejich linedrnimi
kombinacemi. Pfedpokldddme, Ze jednotkové vektory e; jsou ortogonalni podle
definice.

Podrobime tyto jednotkové vektory rozdilnym matematickym operacim. Na-
jejich soucty, rozdily a souciny, budeme se dokonce pokouset je délit. Tyto opese
budou provadét v algebraické formé. Nez budeme pokracovat, musime prozk-
oumat vysledky vektorové translace na néjakych prikladech, abychom interpre-
tovali algebraické vysledky spravné.

Jak se mohou dva vektory secitat? Predpokladejme, ze stfed O byl nejprve
pfenesen do bodu a vektorem e, potom do bodu s koordinatami ab translaci ey.

Existuji jiné moznosti jak dosdhnout stejny bod. Muzeme nejprve provést
translaci e, potom translaci e,. V uéebnicich algebry muzete nalézt, ze sumace
je komutationi operace. Toto slovo znamend, ze vysledek operace neni zavisly
na pofradi ¢lenu v operaci. Je pravda, ze konetna poloha v prostoru neobsahuje
informaci o zpusobu, jak tato poloha byla dosazena. Avsak zde existuje jesté
jind moznost, jak se vektory mohou secitat: Oba vektory a soucasné bod se
posunuje piimo ve sméru mezi obéma, jako pii tazeni auta dvéma lany jako na
obr.1.3

1.4 Matice

Potiebujeme tedy tii moznosti, jak psat souCet dvou vektoria. Musime mit
moznost psat je jako postupné pusobici vektory nebo jako soucasné pusobici
vektory. Soucasné pusobici jednotkové vektory se mohou snadno zapsat jako
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Figure 1.3: Vektorovéa akce. Postupné akce A a B a simultanni akce S dvou
vektoru a a b vedou k stejné konecné poloze R

Js

A B

v

soucet dvou jednotkovych vektoru v jedné fadce. Pravidlo je jednoduché, prvky
se pricitaji na svych mistech:

(1,0,0) + (0, 1,0) = (1, 1, 0).

V této notaci mame celkem n soucasné pusobicich vektoru v tddce. Tedy
musime pséat nasledné vektory v takovém souctu jak sloupec fadkovych vektoru.
Dostaneme dva rozdilné sloupce pro nase piiklady

(bro)  (Goo)

Takové sloupce m vektor-fadku majici v kazdé fddce n prvka jsou zndmé
jako matice. tadkové zavorky a Carky jsou z matice vymazany. Vsimnéte
si, ze v matici jsou prvky uspotfddany do sloupcu podobné jak do radka. Je
tedy mozné pouzit konvenci, ze matice je tvofena n néaslednymi m rozmérnymi
vektor-sloupci. Ponévadz mame zavedeny pro jednotlivé sloupce dolni index
j jdouci od 1 k n, muzeme pouzit pro Fddky matice index i jdouci od 1 k
m. Vzpomeiite se, ze index ¢ je piitomny v textech implicitné, jako pfirozeny
poradek néaslednych symbolti. To nemusi byt vyjadiené explicitné.

Nékdy je vyhodné nechat oba indexy vychézet od nuly. Potom jdou az
(m — 1) nebo az (n — 1). Lze nalézt jeden maticovy index napsany jako dolnf
a druhy jako horni. Avsak je lep8i rezervovat horni index pro mocniny. Kdyz
po sobé nisleduji dva stejné symboly, napiiklad aa, pisou se krdtce jako aZ.
Kdyz to délame, zpracovavame nésledné vektory jakoby se nasobily. Nasobeni
je nekomutativni operace. Vysledek zavisi na potradi ¢lenu v operaci. Nebudeme
pouzivat jakykoliv symbol pro nasobeni vektort nebo matic.

Mame v naSich prikladech malé kulaté zavorky ve vSech fadcich matice
uvniti vétsich zavorek pouzivanych pro matice. Matice se také ohranicuji dvo-
jitymi svislicemi nebo jsou napsan do ramecku. Budeme je psat nékdy bez
jakychkoliv ohranic¢eni, avSak kdyz se dotykaji, oddélime je jednoduchou ¢arou.

Je jesté nutné uvazovat rozdilné matice s jednotkovymi vektory:

CHRNCHINH
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Matice s prazdnymi fadky jsou moznd nadbyteéné, ponévadz zadna akce
neodpovidd dané fadce, avSak vSimnéte si, ze tfeti matice muze byt ziskand
z druhé oto¢enim prvkua okolo hlavni diagonily, nebo zadménou fadkovych i
a sloupcovych j indexii. Matice M jsou transponované matice MT. Mat-
ice s dvéma identickymi jednotkovymi vektory v néaslednych fadcich se mohou
interpretovat jako dvé nasledné translace jdouci stejnym smérem. Vyslednd
poloha v prostoru muze byt zfejmé popsand vektorem (2,0). Avsak pokud se
pokousime interpretovat tento vektor s jinymi ¢isly nez 0 a 1, maje na védomi
nasi konvenci, ze vektory v fadce jsou simultdnni, méame potize s interpretaci
téchto prvku. Muzeme si predstavit, ze translace vyzaduje vétsi silu, aby se
provedla, a ze mé dvojitou intenzitu jak v hudbé forte. Abychom byli konsis-
tentni, nemuzeme interpretovat jiné prvky matice, nez 0 a 1 jednoduse jako
délky vektoru, pokud nezavedeme takové vektory néjakymi algebraickymi oper-
acemi, které ucini takové multivektory dovoslenymi prvky v naSem prostoru.

V kvantové mechanice existuje princip exkluse formulovany Paulim. Kon-
statuje, ze v systému nemohou byt dvé identické castice. Z nasi zkuSenosti
vime, ze v jednom misté nemohou byt dvé véci soucasné. Budeme aplikovat
takovy princip pro vektory. Omezme se nejprve na matice majici pravé jeden
jednotkovy vektor e; nejen v kazdé poloze, ale také v kazdé fadce. Pouzijeme
symbol e; nejen pro geometrické translace v prostoru, ale také pro rozdilné
objekty, e.g. pro pismeny této knihy. (Pisi pismena do fadku, tedy text je
radka sloupcu a kazdé pismeno j musi byt nahrazeno odpovidajicim jednotkovym
vektor-sloupcem e]T). Matice majici jeden jednotkovy prvek v kazdé téadce se

, aby byly studovéany, avSak uvidime, ze maji zcela zajimavé

zdaji prilis " naivni”
vlastnosti.

Jednou uzitetnou vlastnosti naivnich matic N je, ze se mohou interpreto-
vat bud jak fady m jednotkovych vektori e; jdouci od stfedu soustavy ko-
ordinat k néjakému bodu v n rozmérném prostoru nebo jako poloha vektoru
v m rozmérném prostoru. Abychom udrzeli nasi konvenci o néslednosti a si-
multdnnosti translace vektort, transponujeme naivni matice N do NT. Piseme
ji jako fadku jednotkovych vektoru-sloupct e;. Jednotkové symboly se budou
objevovat v j-té fadce n rozmérného sloupce misto v j-tém sloupci n rozmérné
radky. Soustava indexu jednotkového prvku je vyhodnou znackou délky vek-
toru e;, ktery vychézi ze sttedu koordindt v m rozmérném prostoru. Neexistuje
zadny prvek, ktery by mohl kolidovat s touto interpretaci. Avsak vzdélenosti od
stfedu mohou byt nuly. Tedy fadkové indexy se musi pocitat od nuly, odecitaje
jednotku od kazdého piivodniho indexu i. V takové interpretaci matice NT
odpovida tvdrim (obr. 1.4).

Kdyz nakreslime m vektoru na papir, a indexujeme je postupné, oznacujice
délku kazdého vektoru, a spojime znacky primkami, dostaneme obrazek pfipominajici
tvar. Kazda tvar predstavuje bod m rozmérného prostoru a existuje tolik tvari
jako existuje bodl v tomto prostoru. Znéte svou tvai? Je tvofena rozdilné v
rozdilnych prostorech.

Kdyz se seznamime se vSemi naivnimi maticemi jejich spo¢itanim, budeme
studovat jejich soucty a rozdily, coz znamend vlastnosti matic majicich v kazdé
radce soucet nebo rozdil dvou jednotkovych vektoru. Diive nez prejdeme k
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Figure 1.4: Tvar v 8 rozmérném prostoru. Konce jednotlivych vektoru jsou
spojené s jejich sousedy primkami

Figure 1.5: Skaldrni sou¢iny. Oba vektory se vzajemné promitaji

>/

maticové aritmetice nauc¢ime se, jak k pracovat maticemi. Nejprve zavedeme
maticové souciny.

1.5 Skalarni souciny a kvadratické formy

Kdyz mame dva vektory a, b, muzeme nalézt vzajemné projekce obou vektoru
jako na obr. 1.5.

Projekce jsou znamé jako skaldrni souciny. Pokud oba vektory jsou orto-
gonalni, skalarni soucin je 0, pokud jsou kolinedrni, skalarni soucin je po nor-
malizaci 1. Nenormalizovany skaldrn{ soucin vektoru se sebou samym je znamy
jako kvadratickd forma. Normalizace znamend, ze skalarni soucin se srovnava
s jednotkovou délkou promitnutého vektoru. Skalarni souc¢in se zda tedy byt
praveé kosinem 1hlu mezi obéma vektory. Avsak neni tomu tak jednoduché, jak
se to zda byt.

Slovo souéin je spojené s operaci ndsobeni. Jak se ndsobi dva vektory?
Vezméte vektor sloupec v a néasobte jej vektorem fadkou vT. Kazdy prvek j
sloupce se nasobi odpovidajicim prvkem i fadky a souciny se se¢itaji do jednoho
¢isla. Napiiklad: (1,1,1) x (3,1,0)T je napsdn ve formé
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[u—y

1 1 14

Vysledek byl ziskdn jako 1 x 3 +1 x 1+ 1 x 0 = 4. Jinak ndsobenim
odpovidajicich prvku svisle

(1,1,1)  x
(3,1, 0)
(3,1,0) =4

Kdyz zaménime polohy fadky a sloupce, dostaneme stejny vysledek

1
1
1

31 0|4

3x1+1x140x1=4. Kdyz se nasobi, prvky jednoho vektoru se vazi
prvky jiného vektoru. Vsechny vahy v prvnim piikladé byly 1. Myslim si,
ze uz znate skalarni souciny vektoru sloupce s jednotkovym vektorem-fadkou,
ponévadz se pouzivaji pro nalezeni souc¢tu vice ¢isel napsanych do sloupcua. V
druhém piikladé vahy byly 3, 1 a 0. Jednotkové prvky dostaly rozdilné vahy.
Nebo operace bylo jednoduse 3+ 1+ 0 = 4.

Pokud vektor se vazi sam sebou, dostaneme jeho kvadratickou formu

1 3
1 1
1 a 0
1 1 1]3 3 1 010

Zde méme 1 x14+1x1+1x1 =3 a3x3+1x140x0 = 10. Odpovidajici prvky
obou vektoru se ndsobi a ze sou¢inu se provede jejich soucet. Uz znéte vysledek
prvniho piikladu, ponévadz je to jednoduse soucet n jednotek (zde n = 3).
7Zda se byly elementarni, avSak neni tomu tak. Pfipomente si, co bylo feceno
o Hilbertové prostoru a analyzujte skalarni soucin jednotkového vektoru J s
jednotkovym vektorem JT. (Jednotkovy vektor J je vektor sloupec, jednotkovy
vektor JT je vektor fddka. Vsechny jejich prvky jsou 1). Skaldrni soucin je
jen soucet prvku vektoru, kvadratickd forma je ¢tverec jejich Euklidovského
délky. Pokud myslite, Ze mame pracovat s odmocninami kvadratickych forem,
predstavte si, ze jednotkovy vektor J predstavuje n lidi. Kvadratickd forma jen
pocita tyto lidi. Mdme urcit jejich pocet jako v/n (odmocnina z n)? Zavedli jsme
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Hilbertuv prostor a budeme pracovat se skaldrnimi soucéiny a kvadratickymi
formami jako se zakladnimi vektory bez hledani odmocnin.

Ve skaldrnich soucinech ze dvou n (m) rozmérnych vektoru jsme ziskali jen
jedno éfslo. Nésobenf snizilo rozmérnost, dostali jsme jen jedno ¢&islo (skaldrni)
urcujici délku prvého vektoru. Tedy soucin vektoru fadky nasobeny vektorem
sloupem zprava (pfirozeny porddek obou vektort, vektor sloupec ndsobil vektor
fadku zleva) se nazyva wvnitini soucin. Existuje také wvnéjsi soucin. Ten se
ziska, kdyz zaménime polohy obou vektori a ndsobime vektor sloupec vektorem
rfadkou zprava:

Zde tii jednorozmeérné vektory sloupce pusobily na tii jedno rozmérné vek-
tory fadky. Cely vektor sloupec by vazen vSemi prvky vektoru sloupce a jako
vysledek byla ziskanad matice rozméru 3 x 3. Misto dvou c¢isel jsme dostali dvé
matice, kazdou majici 9 maticovych prvku. Vngéjsi souc¢in matice se nazyva ten-
zor. Vsimnéte si, ze prvky obou vnitinich soucinu se objevily jako diagondlni
prvky vnéjsich soucinu. Jejich soucty, znamé jako stopa matice, jsou identické
s kone¢nou formou vnitiniho soucinu.

Skalarni sou¢iny se mohou provést z maticovych vektoru. Skaldrni souciny
maticovych vektoru ndsobené vektory Fddky zleva jsou opét vektory fadky a
maticové vektory nédsobené vektory sloupce zprava jsou opét vektor-sloupce.
Naésobeni snizuje rozmérnost maticového vektoru:

vektor-fadka x M = vektor-fadka (1.8)

M x vektor-sloupec = vektor-sloupec. (1.9)

Vektor-fadka se nasobi zprava postupné vsemi sloupci matice a vysledek ma
tolik mist jako matice sloupcu. Vektor-sloupec se nésobi zleva postupné vsemi
fadky matice a vysledek méa tolik mist jako matice fadku.

Pokud oba vektory jsou matice, nasobeni se musi provést pro vsechny kom-
binace Ffddku a sloupcu. Souéinem je opét matice. V ptipadé ¢tverce maticovych
vektort, oba souciny maji identické rozmeéry a odliSnost mezi vnitinim a vnéjsim
prostorem je ztracena.

1.6 Matice v jednotkovych ramcich

Kvadraticka forma JTJ poécita prvky jednotkového vektoru J. Je soucasné
operatorem

JT(%)J. (1.10)
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Pokud vlozime dovniti tohoto sou¢inu matici M

JT(v)J (1.11)

dostaneme soucet prvki matice M. JTM je n rozmérny vektor fadka a MJ
je m rozmérny vektor sloupec. Piist{ ndsobeni J (nebo JT) secita prvky téchto
vektort.

Kdyz vlozime do (1.10) misto M jako v (1.11) kvadratické formy (MM)T
nebo (MTM), dostaneme kvadratické formy skaldrnich souc¢ini JTM a MJ.

Poznali jsme, ze vektor sloupec se transponuje do vektoru fadky a opacné.
Pokud opakujeme tuto operaci, dostaneme zpét puvodni vektorovou formu:

vHT = v. (1.12)

Matice se transponuje takovym zpusobem, Ze vSechny vektory sloupce se
transponuji do vektor fadku a opa¢né. To znamend, Ze v transponované matici
indexy ¢ a j se zaméni.

P#i transponovéni soucinu dvou matic (vektor fddka nebo sloupec je matice,
kterd ma bud m = 1 nebo n = 1) obé matice vymeni si svd mista, tedy

I™™MHT =MT a (MI)T =JTMT . (1.13)

Dostaneme dvé kvadratické formy: JTMTMJ a JTMMTJ. Vidime, ze oba
souc¢iny maji stejné ramce JT(x)J, které ptisobi na maticovy souéin, ktery je
uvniti. Tento ramecek pocitd jen prvky vnitini matice. Kvadratické formy
MTM a MMT7 jsou zajimavéjsi, nez koneény souéin, ponévadz kazda obsahuje
vice informace.

Predpokladali jsme, Ze puvodni matice M méla m raddku a n sloupcu, obé
m a n jsouce rozdilné. Tedy transponované matice MT méla n fadkd a m
sloupcu a byla rozdilnd od puvodni matice M. fekneme, Ze takové matice jsou
asymetrické. obé kvadratické formy jsou symetrické matice. MTM m4 n fadkl
a n sloupctt, MMT ma m fadk a m sloupcii. Na stopach obou maticovych
soudinu jsou soulty Ctvercu prvka mfj matice M. To je Hilbertova délka mati-
cového vektoru a obé stopy, které maji stejné délky lezi na kouli s prumérem
maticového vektoru. Mimodiagonalni prvky obou kvadratickych forem tvoii s
jejich stopami pravotihlé trojihelniky majici obé jednotkové projekce JTM a
MJ7 jako piepony (obr. 15.1).

Oba skalarni souciny transformuji matici do vektoru, fddky nebo sloupce.
Pocitaji jednoduse prvky v fadcich nebo sloupcich matice M. Davaji ndm
koneéné vysledky vsech translaci, MJ v m rozmérném prostoru fadek, JTM
v n rozmérném prostoru sloupct. Kdyz nalezneme tyto soucty, snizime rozmér
prostoru, misto mn prvkiu mame pouze m nebo n prvkiu. Kdyz jsme snizili
rozmér maticového prostoru, zjednodusili jsme maticovy vektor, avsak ztratili
jsme informaci o puvodnim potradi vektoru v matici. A mimo to, alespon v jed-
nom kvadratickém skaldrnim soucinu, spojili jsme dohromady rozdilné vektory.
Pokud tyto vektory predstavovaly rozdilné véci, sec¢itdme dohromady jablka s
hruskami jako ovoce.
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Figure 1.6: Maticové vektorové soustava. M — maticovy vektor, J*M - projekce
maticového vektoru do sloupce, MJ — projekce maticového vektoru do radky,
Tr(MTM) - stopa vektoru, Tr(MJ) — stopa vektoru, A — vlastni hodnoty
vektoru, M1 M;werznf maticovy vektor

Te(J7M), Te(MJ) g
JTM > ‘ v
<
[}
A N
Mfl

Maticové vektorova soustava na obr. 15.1 je sloZzena ze samotné matice M a
jejich dvou projekci, JTM a MJ. Tyto projekce se rozkladaji do stop vektort,
Tr(JTM) a Tr(MJ). Tyto stopy vektorit maji diilezitou vlastnost: Maji stejné
délky jako samotny maticovy vektor M. Také vektor vlastnich hodnot A m&
stejnou délku jako matice M a muze nahradit obé kvadratické formy. Inverzni
maticovy vektor M™!, pokud existuje, patii k maticové vektorové soustavé
(nékdy muze byt nahrazen zobecnénou inverzni maticf).

Maticovy vektor ma mn prvku. Se zjednodusi svymi projekcemi do oddélenych
prostoru fadka a sloupcu. Ztracime v této projekci nékteré vlastnosti mati-
cového vektoru. Ziskdvame néjaké informace avsak cenou za to je ztrata jinych
informaci. Nalezeni kvadratické formy odpovida logické abstrakci. Nejdulezitéjsi
vlastnosti obou kvadratickych forem je jejich schopnost nahrazovat maticové
vektory. Tato schopnost neni pouhou matematickou konstrukei. Je zalozena na
fyzikalni zkuSenosti, ponévadz svét, ve kterém zijeme je jednoduse konstruovan
takovym zpusobem.

Abychom to uzavieli: Matice odpovidd akci a jeji kvadratickd forma vysledku
tento akce.

Obé kvadratické formy maji tuto dulezitou vlastnost: Stépi prostor a jeho
prvky. Budiz matice M seznamem n rozdilnych knih (s nezndmym poctem
kopi{) patiicich m rozdilnym osobdm. Kazdd fadka je katalogem i-té osobni
knihovny, kazdy sloupec je seznamem vyskytu, kterd registruje, ve kterych kni-
hovnéach j-t4 kniha muZe byt nalezena. Kvadratickd forma MTM je prostor
n knih, na diagondle jsou zde pocty knihoven, ve kterych muze byt nalezena.
MM je prostor knihoven aviak jeho prvky jsou knihy. Srovnejte to se starovékou
sentenci, ze existuje mira ve vSem nebo, ze mirou vseho je ¢lovék.



Chapter 2

Konstrukce vektorového
prostoru

2.1 Ciselné a vektorové stupnice

Z historie matematiky vime, jak peclivé matematikové konstruovali ¢iselnou
osu, zavadéje postupné prirozend ¢isla, raciondlni ¢isla, iracionalni ¢isla. Neni
nutné pripominat vSechny problémy spojené s pojmem kontinua v rozdilnych ax-
iomatickych systémech. Ciselnd osa tvoif jedno rozmérny prostor. Pisti kroky,
vytvoreni dvou, tii a vice rozmérnych prostoru byly provedeny jako odvazny
skok tak zvanymi kartézskymi souciny.

Predpis se zdd byt jednoduchy: Vezméte alespon dva jedno rozmérné pros-
tory a nasobte je dohromady. Mnozinova teorie napravila nékteré chyby, avsak
nespojila své mnozinové prostory s vektorovymi prostory a obé discipliny zustaly
oddélené.

Kdyz povazujeme stupnici pfirozenych éisel®

(0) — (1) — (2) — (3) — (4) — (5)

a srovname ji se stupnici jednotkovych vektoru e; (0)—(1)—(2)—(3)
—(4)—(5) vidime, ze jedinym rozdilem je, Ze vektorova stupnice je oriento-
vana a Ciselna stupnice neni.

2.2 Formalni operace s mnozinami vektoru

Zavedli jsme jednotkové vektory e; v podkapitole 1.2 jako zdkladni jednotky
naseho prostoru. Nejprve dovolime pouze positivni translace odpovidajici priroym
¢islum. To znamend, Ze maticovy vektor muze jit pouze kupiedu ze stfedu ko-
ordindt a nikdy zpét. tada nésledujicich vektoru tvoii cestu. Vsechny mozné
cesty v tomto prostoru tvoii a m7izku. Uz vime, Ze musime rozliSovat mezi
cestou a jejim konetnym bodem, polohovym vektorem. Tato odlisnost je stejné

LCel4 kladnd &fsla, véetné nuly.

17
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jako mezi ¢tenim a pouhym pocitanim slov. Ptedpokladejme, ze méame dvé
vektorové fady napiiklad
aababac

abcaaba .

obé vedou k bodu s koordindtami (4, 2, 1, 0, 0, ... ). Budeme to nékdy psét
jako (a*b?ctd’e? . ..). Takové notace je uziteénd pti nékterych operacich jako

(a+b)% = a® + 2ab + b*

kde potiebujeme rozlisovat vyznam ¢lenti 2a a a?. Nésobitel ddva pocet

fad, mocniny urcuje délky vektoru. Nyni je vyhodné, ze zédkladna jednotkovych
vektortu je 1. Horni indexy majici vyznam mocnin jednotkovych vektoru je
neméni. Kdyz pfijmeme, ze 2° = 1, nulovd mocnina vektoru je pravé néasobitel
jedna. Tedy neni nutné psat tuto 1, protoze neméni soucin jako ax 1 =1x1 = a.

Vsechny vektorové fady konéici v bodé, jak jsou reprezentované naivni matici
N, jsou ekvivalentni. Jsou definovany matematické operace, které transfor-
muji naivni matice v jiné ekvivalentni matice. Pokud tato transformace nedava
identické vysledky, potom obé matice nalezi rozdilnym tiidam. Dvé ekvivalentni
naivni matice majici identickou kvadratickou formu NTN vedou k jednomu
bodu. Naptiklad

(aaba = (a®b) = (baaa)

Zde mame prvni piiklad, jak bylo uzitecné zavést kvadratické formy. Pozdéji
budeme definovat jiné tiidy ekvivalence naivnich matic.

Abychom byli schopni rozlisovat mezi 2a a a® (mezi paralelnimi a naslednymi
translacemi), potfebujeme stejny rozdil také pro konstrukei mnohorozmérného
prostoru z jednotkovych vektortu. Proto pro vektorové mnoziny, jednotkové vek-
tory a jejich fady existujici soucasné, budeme pouzivat symbol séitdniy . Pro
ndsledné vektorové mnoziny budeme pouzivat symbol pro ndsobeni II. Nasobeni
se méni ve s¢itani na logaritmické stupnici. S pouzitim jednotkové zakladny log-
aritmu, ¢islo a jeho logaritmus jsou totozné, nebo ne? Napiiklad

aaaaa = a’, lg,a° =5

Tato konvence méni potadi obou operaci pii konstrukei prostoru. Klasickym
zpiisobem bylo mit dvé osy, feknéme (1+a+a?+...)a (1+b+b*+...) a
nasobit je. Jako vysledek dostaneme polohy bodu ¢tverce

1 a a?

b ab a?b
b2 ab® a?b?

Také ctverec se muze ndsobit pozdéji tieti osou a ziskd se tii rozmérnd
krychle, potom se muze pouzit ¢tvrta osa a tak se ziskaji vice rozmérné krychle,
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Figure 2.1: Dvourozmérny prostor. Jednotkovy vektor I, je ortogonalni k
rovinnym simplextim

I,

nékdy zvané hyperkrychle. Mohli bychom mluvit o hyperrovinach, hyperhranach
a tak dale, avsak nebudeme pouzivat tuto pfedponu, protoze by prefoukla nis
text.

Prostor je konstruovan postupné ve vrstvach z mnoziny n jednotkovych vek-
toru predstavujicich n rozmérny prostor. Napiiklad:

(a+0)°+(a+b)'+(a+b)*+(a+b)3+.... (2.1)

Jednotlivé souciny v souCtu jsou vektorové fady koncici na primkach orto-
gonélnich k diagonalnimu vektoru I. Ctverec se stranou 0 — 2 se ziska z téchto
bodt vynechdnim bodt a® a b® z netiplné vrstvy 3 a piiddnim 6 fad a?b? ze
soucinu ¢tvrté trovné (a + b)*:

1 a a?
b 2ab 3a2b
b2 3ab® 6a?b?.

Cisla u koordinét davaji pocty rozdilnych vektorovych fad vedoucich k danému
prirozenému bodu ¢tverce. Naptiiklad 3 fady aab, aba, baa vedou k bodu s
koordindtami a?b. Komutativni algebra se ziskd z nekomutativni jednou alge-
braickou operaci transformujici vektorové fady na polohové vektory.

Vektorové fady vytvofené v 2 rozmérném prostoru ndsobeni (a + b)™ jdou
k bodum lezicim na piimce ortogondlni k diagondle komplexu jako na obr.
2.1. Soucet n jednotkovych vektori e; ndsobeny m krat je generdtor vek-
torového prostoru. Kdyz se pouzije tfirozmérny generator, vektorové fady jdou
k trojihelnikovym rovindm(obr. 2.2).

Ve vyssich rozmérech by to byly hyperroviny. Opét zkratime jejich jména
a budeme je skromné nazyvat jednoduse roviny ve vSech rozmérech. Avsak to
opacéné znamena, ze piimka je rovina v 2 rozmérném prostoru a bod je rovina v
1 rozmérném prostoru. To se muze zdat podivné, avSak neomezena rovina déli
svij prostor do dvou ¢asti. Bod déli pfimku podobné jako piimka rozdéluje 2
rozmérnou rovinu na dvé ¢asti.
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Figure 2.2: Prvni pét 3 rozmérnych rovinnych simplexu

Nage vektory byly omezeny pouze na prirozend ¢isla a tedy roviny jsou
vytvofeny operatorem

n

[ el™ (2.2)

j=1

jsou prvky prirozeného prostoru. Ten zahrnuje svou limitu, body s ko-
ordindtami ab°, ab®, a®b a tak déle. Prvky piirozeného prostoru jsou spoéetné
a se tvori vektorovymi fadami jdoucimi k bodim s nezdpornymi koordinatami.
Jednotlivé vrstvy budeme nazyvat rovinné simplexy. Pokud jste slySeli néco sim-
plexech, potom vite, Ze simplex v n rozmérném prostoru by mél se urcit (n+ 1)
body a my mame jen n bodu. Pfipomente si v8ak, ze mluvime o rovinach. Rov-
ina v n rozmérném prostoru je téleso? v (n — 1) rozmérném prostoru a chybéjici
bod je obnoven.

Roviny zminéné shora jsou ortogondlni k diagondlnimu jednotkovému vek-
toru I. Je nutné k vysvétlit, pro¢ existuji tii jednotkové vektory: I, J a J7T.
Ukézali jsme, ze jednotkovy vektor fadka JT a jednotkovy vektor sloupec J maji
rozdilné u¢inky na naivni matice N, ktery jsou zdkladnimi prvky naseho pros-
toru nebo obecné na jakoukoliv matici M. Transformuji je do vektoru radku
nebo sloupcu. Tedy potfebujeme novy jednotkovy vektor invariantni k maticim.
Timto vektorem je jednotkovy diagonalni vektor I. Je to ¢tvercova matice majici
jednotkové prvky na diagondle, kde oba indexy jsou stejné, ¢ = j.

Kdyz jednotkové diagondlni matice I ndsobi jakoukoliv matici bud zleva
nebo zprava, tak to zanechdva matici nezménénou:

IM = MI = M. (2.3)

2Mij syn zde navrhoval pfidat piidavné jméno ‘pevné’. Aviak pevné té&leso je pevné téleso,
zatim co pouhy termin ‘téleso’ zahrnuje kéd, soustava, tedy je to abstraktnéjsi pojem.
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Jednotkova diagonalni matice I je zndma jako matice totoZnosti a byla uz
zminéna ve své sofistikované formulaci jako Kroneckeruv symbol §;;, kde d;; = 1,
pokud ¢ = j a d;; = 0 jinak.

Pokrac¢ujme s konstrukei prostoru s pouzitim rovinnych simplexi pokladajice
nasledné vrstvy jako v cibuli. Souéty rovinnych simplextu tvoii rovinng komplez.
Je urcen tremi symbolickymi operacemi

Z > el (2.4)

Pokud m jde k nekonecnu, dostaneme cely prirozeny vektorovy prostor
daného rozmeéru.
Srovnej potradi operaci s tradi¢nim predpisem

n m
[11> el (2.5)
j=1 =0
a uvidite, ze jsme prave obratili poradi formélnich operaci. Nésobeni v (2.2)
se provadi hornim indexem i. Avsak ziskali jsme jiny druh prostoru. N&s prostor
vektorovych tad je nekomutativni, zatim co prostor tvoreny miizkou bodu je
komutationi. Prechod mezi obéma prostory se provede nalezenim skaldrnich
souc¢inu. Tato forméalni operace odpovidd logické abstrakeci jak to bylo ukdzdno

v piredchozi kapitole.

2.3 Vlastnosti rovinnych simplexua

Jedno a dvou rozmérné rovinné simplexy jsou trividlni. N&§ pruzkum startuje
s pocatecnimi 3 rozmérnymi rovinnymi simplexy jako na obr. 2.3. 3 rozmérné
rovinné simplexy jsou trojihelniky s 1, 3, 6 a 10 body. Kazdy vyssi simplex ma
(m + 1) vice bodu, nez jeho predchudce je relativné snadné usporadat je do 3
rozmérného komplexu. Ten tvoii kladny kénus 3 rozmérného oktogonu jako na
obr.2.3.

Vyssi simplexy se lis{ od nizsich nejen pficitanim nové hrany ale také zvysenym
poctem fad vedoucim ke vSem bodim vyjma vrcholy.

Pokud srovnate 3 rozmérny rovinny simplex s 2 rozmérnym komplexem,
rozdil mezi nimi spo¢ivd v poctu fad vedoucich k rozdilnym bodum. Vychozi
bod (0, 0) déva koordinatu (0, 0, 3), body a, b se transformuji do ac® a bc?, a
tak dale.

4 rozmeérné simplexy jsou télesa v 3 rozmérném prostoru. Jsou to pravidelné
Ctytstény. Pokud se pokousime kreslit je na 2 rozmérné ploSe, musime je de-
formovat jako na obr.2.4, kde hrany simplex; maji rozdilné délky. A na kresbé
uvniti ¢tyrsténu se neobjevuji, pokud je nekreslime ve stereoskopické projekci.

Objevuje se prvni potiz: Nejsme schopni vytvofit ze 4 rozmérnych rovin je-
jich komplex. Pro¢? Vsechny vrcholy ¢tyfsténu musi byt ve stejné vzdédlenosti
od stfedu soustavy koordindt. Vhodny bod se zdd lezet uvniti Ctyfsténu,
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Figure 2.3: Tii rozmérny rovinny komplex

Figure 2.4: Prvni tfi 4 rozmérné rovinné simplexy a paty.




2.3. VLASTNOSTI ROVINNYCH SIMPLEXU 23

avsak stfedu Ctyfsténu méa koordindtu (1/4, 1/4, 1/4, 1/4). Stfed systému
s koordindtou (0, 0, 0, 0) nemuze byt uvnitt roviny ale musi lezet mimo ni.
uloha nalézt tento bod je podobnd tloze lokalizovat Nirvanu. Dychaci cviceni
nepomahaji. Ponékud uzite¢néjsi je ¢as. Jenom posuneme celou rovinu z jejitho
puvodniho mista o jednu jednotkovou délku v nasi mysli. Ponévadz tato operace
nemad zadnou geometrickou koordinatu, fesi to tlohu.

Jesté vetsi prekazky se musi prekonat, kdyz se pokousime predstavit péti
rozmérny rovinny simplex jako na obr. 2.5.

Jeji obdlka se skladd z péti ¢tyirozmérnych rovin, étyfFsténu majicich jednu
nulovou koordinatu:

O Q 2 2 2
ST oo
QO 0 o0 0
QU L O &
D O 0 o O

Ve 3 rozmérném prostoru ¢tyfsténové strany si prekazeji. Pokud nakreslime
simplex jako trigondlni bipyramidu (obr. 2.5 A), muZzeme vidét v jednom
okamziku dva c¢tyfstény, feknéme abed a abce, majici spole¢nou stranu abc
jako zakladnu dvou trigonélnich pyramid, v jiném okamziku tii ¢tyfstény majici
spole¢nou hranu de, kterd prochézi bipyramidou. Avsak to jsou pouze strany
simplexu a jeho vnitiek lezi mezi témito péti ¢tyrstény. Musime je odsunout
stranou, nez se dostaneme dovnit¥. Pozaduje to koncentraci, abychom vstoupili
do vniti rovin vyssich rozmeéru.

Nebo jeden ¢tyfstén se muze zplostit, Feknéme abed (obr. 2.5 B) a nad
touto deformovanou zakladnou maji misto ¢tyii ¢tyistény, které kryji pyramidu
dvakrét, jednou jako dva ¢tyfstény abce a acde, jednou jako dva ¢tyfstény abde
a bede. Do 2 rozmérné roviny se 5 rozmérny rovinny simplex promitd jako
pentagram (obr. 2.5 C). Ve vsSech pifpadech rovinny simplex je deformovén
svym stlacenim do méné rozmérného prostoru. V idedlnim stavu vSechny hrany
by mély mit stejné délky.

5 rozmérné rovinné simplexy 6 rozmérného rovinného simplexu kryji svou
3 rozmeérnou projekce tiikrat. Projekce ve formeé tetragonalnich bipyramid se
mohou rozdélit do dvou pyramid majicich spole¢nou stranu abed jako zdkladnu
potom do Ctyt simplexi podél osy ef jako diive u 5 rozmérného simplexu.

Nebo se muze zplo§tit jeden 5 rozmérném rovinny simplex do pravidelného
pentagonu a nad touto zdkladnou ma misto pét 5 rozmérnych rovinnych sim-
plexu, které kryji zdkladnu pentagonalni pyramidy tfikrat, rohy pentagramu
4 krat a svuj stied 5 krat. To ¢ini analyzu 7 rozmérného rovinného simplexu
nesnadnou, ponévadz pentagondlni bipyramida je jeji nejjednodussi model.

cas a trpélivost jsou podstatné, kdyz se analyzuji roviny vyssich rozmeéru.
Rozlozte je do podrovin a snizte jejich rozmérnost jako svou doméci dlohu.

Domnénka mimo matematiku: Mnohorozmérné objekty se mohou objevovat
v méné rozmérném prostoru pouze neustalou zaménou svych konfiguraci. Tedy
mikrocéstice se objevuji ve formé vin.
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Figure 2.5: Tt projekce 5 rozmérného rovinného simplexu.. A — bipyramida, B
— jedna strana ¢tyfsténu je zplosténd, C — cely simplex je zplostén.

Figure 2.6: Konstrukce raciondlnich éfsel. Vektor (1, 1) protind prvni rovinny
simplex v bodé s koordindtou (0.5, 0.5).

= 0.5

2.4 Konstrukce c¢iselné osy

Doposud jsme pouzivali pouze piirozena ¢isla a vektory. Avsak budeme potiebovat
zlomkova ¢isla a vektory. Nyni jsme schopni je zavést, ponévadz mame dosti
prostoru pro nutné konstruktivni operace.

Piipomenite si 2 rozmérny komplex (obr. 2.6).

Polohovy vektor (1,1) prochaz{ rovinnym simplexem (a + b)! v bodé, ktery
doposud nemd zadné jméno v nasem svété. Zavedeme jej nalezenim jeho ko-
ordinat na obou osdch. To se provede s pouzitim rovnobézek s obéma osami.
Nova ¢isla jsou definovana jako pomér koordinaty a polohového vektoru a moc-
niny jejitho simplexu nebo jako pomér koordinaty b polohového vektoru a moc-
niny jejiho simplexu.. V piikladé je pomér 1/2.

Kdyz se tato operace provede se viemi simplexy jdoucimi k nekoneénu (nebo
ekvivalentné s nekoneénym simplexem), dostaneme nekonetné mnoho bodu v
intervalu < 0,1 >. VSechny tyto body jsou spocetné indexy i nekonec¢né roviny.
Jsou zndmé jako raciondlni c¢isla. Raciondlni ¢isla mimo interval < 0,1 > se
ziskaji sec¢itanim raciondlnim ¢isla a pfirozeného ¢islo (nebo ndsobenim).
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Figure 2.7: Konstrukce iracionalnich ¢isel. Vektor vedouci k projekci prvych
raciondlnich ¢isel a do nekonetného rovinného simplexu mé jako koordindtu
iracionalni &islo b

Oba 1

Samotny nekonecné rovinny simplex zustal pfi této operaci nerozdélen, jak
byl ve svém pfirozeném stavu. Pouzijeme opét jednu vlastnost Euklidovského
prostoru, ze totiz rovnobézky se nikdy nestykaji a preneseme jemné déleni
raciondlnich ¢isel z prvého simplexu do nekoneéné roviny (obr. 2.7).

Na ni se objevi nové polohové vektory. Protinaji jednotkovy simplex v
bodech, které vSechny lezi pfed prvnim raciondlnim ¢islem. Rozdéluji ihel mezi
prvnim spocetnym racionalnim vektorem z primarniho nekone¢ného déleni jed-
notkového intervalu a tedy formé novy mnozina nekone¢né mnoho body na
¢iselna stupnice. Operace se mohou opakovat ad infinitum. Prvni mnozina
iracionalnich ¢éisel je dostacujici pro reprezentaci kontinua. Jeji prvky nejsou
spocetné ponévadz nekonecnd zasoba Cisel je vycerpana pocitanim prvé trody
racionélnich ¢isel. Nespocitatelna ¢isla druhé urody jsou iraciondini ¢isla.

Ostatné potfebujeme takova ¢isla, kterd nejsme schopni psat explicitné.
Pokud se vratime k simplexové roviné a pokusime se zmérit délku vektoru ve-
douctho k bodu (0.5, 0.5), nebo (1, 1), oto¢enému na osu, nenalezneme jej mezi
raciondlnimi &isly. Odmocnina ze 2 (1/2) nenf racionaln{ é&islo.

Cisla, kterd lze ziskat ndslednymi délenfmi kontinua a odstranénim desetinné
carky, jsou zndmd jako ¢isla alef. V Euklidovském prostoru vsude a vzdy plati,
ze 1 x 1 = 1. Nikde soucin nenf iracionalni ¢islo vétsi nebo mensi, nez 1.

2.5 Komplexni ¢isla

Ukézali jsme, ze maticovy vektor M se muze promitnout na jednotkovy vek-
tor fadku JT nebo sloupec J a ze kvadratické formy MTM a MMT se mo-
hou rozdélit do pravouhlych trojuhelnika. To plati pro maticové vektory, ve
kterych vsechny prvky jsou bud kladné nebo zdporné. Pokud maticovy vektor
obsahuje ¢isla obou znamének, jeho projekce je kratsi, nez samotny maticovy
vektor. Potom pfepona pravoihlého trojihelnika (obr. 1.2), reprezentované
stopou kvadratické formy, je delsi, nez vnéjsi soucin, kde mimodiagondalni prvky
tvoif odvésnu. Mimodiagondlni prvky mohou byt bud kladné nebo zéporné.
Naptiklad:
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Figure 2.8: Komplexni ¢isla. Jsou slozena z redlné a imaginarni ¢asti

realné
/ komplex
sin ¢
|
cos¢ |
imagindrnj
3 -2 1 by
3 9 -6 3 6
-2 6 4 -2 -4
1 3 -2 1 2
by 6 -4 2 4
Stopa = 14.

Délka diagonalniho vektoru (stopa) je 14, délka mimodiagondlniho vektoru
(soucet mimodiagondlnich prvki) je —10, délka vnéjstho soucinu (projekee na
jednotkovy vektor) je 4, to znamend, Ze je kratsi, nez samotny vektor. Zaporny
soutet mimodiagonalnich prvka ukazuje, Ze od jejich sou¢et musi byt odecten
od stopy nemad se k ni pricitat. To méni konstrukci trojihelnika.

Patrné jste slySeli o imaginarnich ¢islech i, odmocninach ze zdporného ¢isla
v/—1. Kdyz se objevila jako mozné feseni kvadratickych rovnic, matematikové
se jich obavali jako duchtu. Pouze pozdéji Euler ukazal, jak mohou byt zkrocena
jejich mapovénim na komplexni rovinu (obr. 2.8).

Nyni, pokud méame ¢islo z ve formé

z = (x + iy) nebo z = r(cos ¢ + isin @) , (2.6)

muzeme je rozdélit do pravoihlého trojihelnika a nahradit linedrni vektor
rovinnym vektorem, ktery je vzdy slozen ze dvou prvku, jednoho redlného a
jednoho imagindrniho. Existuji zvlastni pravidla pro pocitani s komplexnimi
¢isly a zejména maticemi obsahujicimi komplexni ¢isla.

2.6 Vytvorujici funkce

Ukézali jsme jak se komplex konstruuje ze svych simplexi. Tato technika se
pouzivd intensivné v kombinatorice pro vytvorujici funkce. Prostor je defi-
novan néjakym funkénim vztahem, obvykle sou¢tem nebo soucinem, jehoz ar-
gument jde od 0 az oco. Vytvorujici funkce se vyhodnocuje s falesnou proménnou,
naptiklad ¢, a vypoctou se koeficienty pti rozdilnych mocninach ¢.
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Ponévadz rady x,Xp a XpX, jsou nerozlisitelné v komutativnim procesu, bylo
povazovano za nemozné formulovat vytvorujici funkci, ktera by ukazovala poradi
symbolu v souéinech (permutace). Nicméné enumerdtory se snadno naleznou
ve formé

n
PORALE (2.7)
k=0

Tyto enumerdtory jsou zndmé jako exponencidlni vytvotrujici funkce.

Je mozné provadét rozdilné algebraické operace s vytvorujicimi funkcemi,
napfiiklad nalézt jejich soucty, souciny, atd.. Odpovidajici operace jsou znamé
jako Cauchy Blissardovy algebry. Existuje mnoho koncepénich problému spo-
jenych s konvergenci nekoneénych sérii pro rozdilné argumenty. Zjednodusime
je s pouzitim jednotkovych vektoru a vlastnosti Euklidovského prostoru. Pouze
vyjimecné zminime néjaké deformace idedlniho prostoru.

2.7 Zobecnéné jednotkové vektory

S pouzitim jednotkovych vektort e; zizili jsme moznosti kalkulu. Zjednoduseni
ma& mnoho vyhod avSak musi se za né platit. Nékteré vzorce v ptistich kapitolach
jsou spravné i kdyz e; nenf 1 aviak jakékoliv &fslo. Napifklad (a + b+ c)* se
mize vyhodnotit jako (1 + 2 + 3)* stejné jako (2.1 + 0.1 + 5)* v zavislosti
na skuteénych hodnotach proménnych. Plati i pro geometrické reprezentace
proménnych. Je mozné si predstavit, jakoby prostor byl elasticky a jeho mfizka
se mohla napinat, jak je potieba. Kazdy zvldstni piipad se muze rozdélit do
¢asti, kterd je isomorfni s idealnim piipadem, a do zvlastni distorze jednotkovych
vektort.

2.8 Trigonometrické funkce

Budeme diskutovat kratce trigonometrické funkce, sinus, cosinus, tangens a
kotangens. Spojuji hodnoty dhly v pravouhlého trojihelnika s podily odvésen
k pteponé. Pokud « je thel odvésny b a prepony c, jeji protilehld strana je a,
pak definice trigonometrickych funkei jsou

e sin a =a/c
e cosa =b/c

e tan @ =a/b

cot @ =b/ = 1/tana
e sin a = cospf.

Strany obou thli méni své polohy.
Vzorec
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sin®a + cos?a =1
je ve skutecnosti Pythagorova véta ve forme:

(a/c)? + (b/c)* = (c/c)?,
nebo

sin® @ + sin® = 1.

2.9 Prirozena cisla a cislovky

Dvé zékladni definice pfirozenych ¢&isel jsou Peanova axiomatickd a von Neu-
mannuv mnozinovy model. Obé definice jsou prisné funkéni, nedbaji na vztahy
mezi Cisly a Cislovkami jako pfirozenymi jmény prirozenych ¢isel a jejich psané
formy, jejich notace.

Peano definoval ptirozena ¢isla algoritmem, ktery tvoii z ¢isla k vétsi ¢islo
pricitdnim jednotky (k + 1). Je to jemny piistup, ktery jsme uz vyuzili pro
vytvofeni prostoru, kde misto 1 se ptfidala nova simplexova vrstva.

Von Neumanntv mnozinovy model vytvaii ¢isla pocitanim mnoziny. Prazdna
mnozina 0 méa jeden prvek, to vytvaii 1. Mnozina obsahujici 0,1 ma dva prvky,
to vytvaii 2, a tak dale.

Vsechny jazyky, které znam, maji ¢islovky k pro ¢isla 0 az deset. Cislovky
pro 11 — 19 se tvoif jako (10 4+ k) napiiklad v angli¢tiné fourteen. Eleven a
twelve jsou deformovany, ponévadz se pouzivala ¢asto.

Nésobky desitek jako jedna éislovka tvofend jako (kxty=ten), napiiklad
forty. Sta a tisice se pocitaji oddélené, potom pouze kilondsobky tisice (milion,. . .)
maji své vlastni ¢islovky. Cisla mezi témito pivoty se vyjadiuji jako linedrni
kombinace zdkladnich ¢islovek.

Ovsem existuji vyjimky, jako zminénych 11 a 12. Napiiklad deformace a
vyjimky é&islovek se objevuji do sta v Hindi. Staif Egyptané meli zvlastni jména
a hieroglyfy pro desitky.

Notace c¢islic méla rozdilné formy: V primitivni formé, jeden zairez na holi
odpovidal kazdému seétenému objektu. Egyptané zavedli zvlastni znaky pro
mocniny 10 az 107, avSak éislovky jedna az devét vyjadfovali primitivné znakem
odpovidajicim ¢islu. Féni¢ané zavedli pismena pro 1 -9, 10 — 90 a 100 — 900. To
zkrétilo vyznamné notaci. Tento soustava prevzali Hebrejci a Rekové. Rimané
pouzivali sviij vlastni soustava. Specifické symboly byly omezeny na I, V, X, L,
C, D, M a pocet nutnych symbola v jedné ¢islovee s pouzitim polohové soustavy
IV = jedna ruka bez jednoho prstu, IX = dvé ruce bez jednoho prstu. Konetné
mame Indicko arabskou decimalni polohovou soustavu.

Meéli bychom zminit mayskou dvacitkovou soustavu s polohovou notaci, kde
nula s ¢islovkou znamenala ndsobeni 20 krat(quatre-vingt v francouzsting) baby-
lonskou nedesatkovou soustavu (némecky Schock, ¢esky kopa), kde mocniny ti{
dvacitek se vyjadfovaly velikost{ jejich symbolu (srovnej tucet — veletucet — velky
veletucet).
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Cislovky, to je jména &isel, jsou vytvoieny moduldrni soustavou, kterd je
zalozena na nagich prstech. Po¢itdme mnoziny jejich shrabovanim nagima rukama
a timto prirozenym zpusobem mluvime a myslime o ¢islech v decimalni soustaveé.
Definice ptirozenych ¢isel by méla vyjadrit tento fakt. Tedy navrhuji nasledujici
definici:

Prirozend ¢isla jsou vytvorena sérit moduldrnich operaci, srovndvajicich dvé
mnoZiny, porovndvanou mnozinu n a moduldrni mnoZina m.

Prazdna mnozina 0 je ze zifejmych duavodu nevhodné jako moduldrni mnozina
m.

Mnozina 1 jako modularni mnozina m vytvari pouze pfirozené ¢islo 0, ponévadz

nmodl1=0.

Mnozina 2 vytvaii pfirozend ¢isla 0 a 1.

S pouzitim dosti velké modularni mnoziny m dostaneme v jedné moduldrni
operace vSechna piirozend ¢isla. Avsak je to nepohodlné, ponévadZ neméme
pro né neomezenou zasobarnu jednoduchych symbolu a ¢islovek. Proto se musi
pouzit série modularnich porovnavani, jejiz vysledkem je série modularnich iden-
tit. Polohova notace vede k moduldrnim rovnostem:

135 mod {10 = 135
135 mod {4 = 2013
Napsand forma ¢isla se ziskd sérif naslednych déleni s moduldrnimi zbytky
e 135:4=33+3
e 33:4=8+1
e 8:4=2+40
e 2:4=0+2

Vysledné ¢islo modulu 4 je tvofeno jako polohova kombinace vSech modularnich
zbytkti napsan od prvniho zprava doleva, kde je napsan posledni zbytek? = 2013.

Ackoliv mnozina 1 se zdd byt prirozenou zakladnou ¢iselné soustavy a ob-
jekty v mnozinach uz existuji takové formeé, série modularni porovnavani s 1
dava pouze sérii nul. Déleni jednou nesnizuje digitalni velikost ¢isla a nestlacuje
jeho notaci. Proto takové ¢iselnd soustava je neprakticka. Bindrni soustava je
prvou pouzitelnou.

Modularni operace je podstatné mechanickou. V prvém kroku fadek prvky
se rozseka do fadku podle daného modulu. Posledni fadka, kterd je neiplna
(muze byt prazdnd) je vysledek modularni operace

kokokoksk mod **: *ok
ko
Zbytek * =1

3Toto semitské psani bylo pfijaté od Fénicanti.
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Jeden sloupec uplnych fadku se transponuje do fadku a operace se opakuje

ok *3k. K%

mod
Zbytek 0=0.

Jeden tplny sloupec ziskany druhou modularni operaci se opét podobné
srovnava dokud vS8echny prvky se nevycerpaji

* mod **: 0 (pocet Uplnych radku)

Zbytek *=1.

Vysledkem je bindrni notace ***** = 101. Tfet{ moduldrni{ operace byla
ve skutec¢nosti délenim druhé mocniny dvou, tfeti zbytek dava pocet ctyiek v
puvodni mnoziné. V bindrni notaci jsou urc¢eny svou tieti polohou od posledni
éislice udévajici pocet 1 = 29, Cislo menstho modulu je soucasné ¢islem vétstho
modulu. Bindrni ¢islo ¢tyti vypada jako dekadické éfslo sto (4 = 100).

Dveé prirozena ¢isla jsou stejna, pokud se ziskaji ze stejné mnoziny n, a jsou
srovnatelna, pokud jsou urc¢ena s pouzitim stejné modularni mnoziny m.

V porovnani s von Neumann mnozinovym modelem, kde spojené mnoziny
0,1 vyvolavaji ¢islo 2, zde vytvorujici mnozina 2 kryje ¢isla 0 a 1.

Vyhody navrzené definice jsou ziejmé: piirozend Cisla jsou vazana s kardindlnimi
¢islovkami algoritmem, ktery ukazuje, jak se tvoii jména a notace prirozenych
¢isel z cislovek. Je to logické: ¢isla, kterd jsou popsand v prirozeném jazyce
kombinacemi kardindlnich ¢islovek jsou pfirozena cisla.



Chapter 3

Linearni operatory

3.1 Uvod

Vektory jsou operatory, které posouvaji bod na jiné misto v prostoru. V této
kapitole budeme diskutovat specialni operatory, které pusobi na mnoziny bodu
nebo na mnoziny vektoru jakoby byly jednim bodem nebo pevnym télesem.
pozornosti. Nicméné nékteré dulezité vlastnosti operdtoru se stanou jasnéjsi
pouze pozdéji, po zavedeni grafovych operatoru a jejich vyuziti k dosazeni prak-
tickych vysledku.

Operatory se mohou rozdélit do aditivnich, jako jsou vektory translace, a
multiplikativnich, jako jsou skaldrni sou¢iny. Je mozné jiné hledisko klasifikace v
zavislosti na tom, tolik matic nebo vektoru je postizeno. Operace muze probihat
uvnitt jedné matice, nebo jeden maticovy operator muze pusobit na jiny vektor
nebo matici. Vzpomente si, ze vektor fddka nebo vektor sloupec jsou matice s
jen jedou fadkou nebo sloupcem.

3.2 Transponovani a transverzovani

Transponovani maticovych vektorta uz bylo definovano. Méni jednoduse rddkové
indexy 4 a sloupcové indexy j vSech maticovych prvka

MT - m}} =1my; (3.1)

Pokud MT = M, matice je symetrickd. Tato vlastnost ma dilezité diisledky
pro jiné vlastnosti matice. Je zajimavé, Ze transpozice méni poradi ¢lenu v
maticovych soucinech:

(ABC)T = CTBTAT. (3.2)

S transpozicemi je spojeny koncepcni problém. Prfijali jsme konvenci, Ze
radky matice znamenaji poradi v case, naslednost, zatim co sloupce jsou usporadany

31
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Figure 3.1: Transponovéani (A) a transverzovani (B) matice

A B

N

v prostoru jako ortogonalni vektory. Transpozice méni toto potradi. Avsak
vzpometite si na knihu. VsSechna slova existuji soucasné, jsme pouze nuceni,
abychom je Cetli postupné Cetli. Podobnou funkci mé ve vektorovém prostoru
¢as, neni to konvenéni ¢as, ktery se méfi hodinami. Vsechny prvky matice
existuji soucasné ve vSech okamzicich. Jinak bychom potiebovali jinou algebru.

Druha operace zde zavedend, transverze, se v uCebnicich nevyskytuje, avsak
potiebujeme ji k jednoduchym dukazum bez vypoctu nékterych kombinatorickych
identit. Transverze meéni poradi obou indext, coz znamen4, ze fadky a sloupce
se pocitaji odzadu. Pokud transponovani otaci prvky matice okolo hlavni di-
agondly mi; — My, transverze je otaci okolo diagondly (jeji jméno bude
transverzala) my, — mpy1 (obr.3.1). Nahlizime nejvzdalenéjsi roh matice jako
jeji vychozi bod.

3.3 Translace a permutace

Preklddame vétu z jednoho jazyka do jiného, nebo ji prekladame jako blok z
jednoho mista v textu na jiné misto. Podobné muzeme pieklddat vektory nebo
jejich fady. Nyni musime nalézt techniky, jak vyjadtit rozdilné druhy translace
abstraktnim zpusobem. Zasadné existuji dvé moznosti, jak takové translace se
mohou uskuteénit. Operdtory mohou byt aditivni nebo multiplikativni.
Aditivni operétor se definuje jako rozdil. Vezmeme dva stavy maticového
vektoru, puvodni M; a kone¢ny Ms a hledany operdtor S je jejich rozdil:

S=M,-M,. (3.3)
Napifklad
N, N> S
01 0 100 1 -1 0
100 00 1 ~1 0 1
100 010 ~1 1 0
00 1 00 1 0 0 0

Vypada to trividlné, avsak specialni vétev matematiky, teorie grafu, studuje
pouze tyto operatory a vektory k nim ortogondlni. Podle nasi konvence radka
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Figure 3.2: Reprezentace orientovanych a neorientovanych hran jako vek-
torovych souctu nebo rozdilu

Figure 3.3: Rozdil dvou vektorovych fad A a B tvoii plochu S

presouva jeden symbol na jiny. To odpovidd kédovani zpravy, v transponované
formé tvarim ukdzanym na obr. 1.4.

Kazda radka operator S je rozdil dvou jednotkovych vektort e;. Zaporné
e, jde od vrcholu a zpét ke stfedu a cesta prostorem pokracuje vektorem e; k
vrcholu b. Vysledna simultanni translace je vektor jdouci piimo z vrcholu a k
vrcholu b bez dotknuti se stfedu (obr. 3.2).

Jednotkové vektory e; jsou primdrni vektory, jejich souéty nebo rozdily s;;
jsou sekunddrni vektory. Jejich prostor je otocen v thlu 45° k primarnimu
prostoru. Ke kazdému souctu (i + j) nélez{ dva rozdily, (i — j) a (j — 9).

Operitor S je fada takovych sekundérnich vektoriu. Tyto vektory tvoii hrany
rovinného simplexu n'. Nevychazejf ze stiedu k néjakému bodu prostoru, avak
méni vektorovou fadu v jinou jdouci k stejnému simplexu. Ponévadz obé vek-
torové fady jsou kontinudlni cesty, operator, ktery prekldda jednu v druhou lezi
na plose v n rozmérném prostoru (obr. 3.3).

Soucet dvou jednotkovych vektort (e;+e;) je ortogondlni k rozdilu (e;—e;) a
odpovidajici matice G = N1+ Ny se lis{ od matice S pouze kladnymi znaménky
déavajicimi do vztahu obé jednotkové vektorové rady. Ponévadz kazdy nasledny
prvek v fadé je ortogondlni, G predstavuji vektory ortogondlni k operdtorum
S. Matice G jsou linearni vektory ortogonalni k plose operatoru S. Tvoii
sekundarni vektorovy prostor, ktery neni tplny, jako uvidime v druhé ¢asti této
knihy.

Prvé multiplikativni operatory umoznily vytvofit nas prostor. Jsou urceny
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vlastnostmi zvlastni t¥idy naivnich matic N, které maji jeden jednotkovy symbol
nejen v kazdé radce avsak také v kazdém sloupci. Tyto matice P jsou zndmé
jako jednotkové permutacni matice. Jednotkova diagonédlni matice I k nim patii.
Vsechny permutaéni matice jsou ¢tvercové matice tvorici grupy S,, permutacnich
matic s n fadky a sloupci. Kdyz se matice ndsobi permutacni matici zprava,
tato operace méni poradi sloupcu nasobené matice. Napiiklad

0 1 0 O
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 O
1 0 0 0 0 1 0 O
1 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 O 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 1

Prvni sloupec se objevi v sou¢inu jako druhy, ponévadz matice P ma 1 v
druhém sloupci prvnf fédky. Posledn{ (nulovy) sloupec se podobné piemisti na
prvé misté poslednim jednotkovym prvkem v prvém sloupci.

Naésobeni zleva méni poradi fadek nasobené matice. Naptiklad

1 0 0 O
1 0 0 O
0 1 0 O
0 0 1 0
0o 1.0 0 | 1 0 0 O
0 0 1 0 0 1 0 O
0 0 0 1 | 0 0 1 0
1 0 0 O 1 0 0 O

Na obr. 3.4, kde jsou zobrazeny uc¢inky 6 permutac¢nich matic grupy Ss na
tfirozmérny rovinny simplex, muzeme vidét Uc¢inek takového ndsobeni sloupce.
Jednotkova diagonalni matice nechava simplex nezménény, dvé matice ji otaci
podél jejiho stfedu a t¥i matice méni polohy pouze dvou vrcholu jakoby se
trojuhelnik zrcadlil podél roviny ortogonélni k odpovidajici hrané (nebo se otacel
podél osy lezici v roviné). To jsou operace symetrie. Budou studovdny pozdéji
podrobnéji.

Vsechny permuta¢ni matice s n fadky a sloupci se ziskaji jako néslednd
otoceni a tvoii cyklické grupy S,,. Otéaceji vektory v cyklech a po daném poctu
opakovanych operaci vektory se vrati zpét do svych ptuvodnich poloh.

3.4 Inverzni prvky

Kdyz méame ¢islo, feknéme 5, muzeme definovat jeho inverzni prvek opét dvéma
zpusoby, aditivnim a multiplikativnim. Podobné se prvky mohou definovat pro
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Figure 3.4: Grupa symetrie S3. A — identita, vSechny prvky zustavaji na svych
mistech; B, C, D — reflexe, dva prvky si zaméni sva mista; E, F — otoceni, ti
prvky vymeéni si svd mista v cyklech

c ¢
A B

a b a \l/ b
C
F
77N\
&)
a b

Figure 3.5: Aditivni a multiplikativni vyvazovéni ¢isel
-2 -1 0 1 2
R o
log 1)@ 1 /g 1log 2log 3
SN o

vektory.

Inverzn{ operace ke séitanf je odecitani. Cislo 5 se ziskalo z 0 pFictenim 5 a
obnovime puvodni situaci ode¢tenim 5: 5+ (—5) = 0. Inverzn{ aditivn{ prvek 5
je (—5) a inverzni aditivn{ prvek (—5) je 5. Muzeme si piedstavit tato ¢isla na
véaze (obr. 3.5). Aditivn{ inverzni prvky jsou jen vektory kolinedrni s puvodnimi
vektory, majici stejné délky avSak opac¢ny smér. Tvoil se zdménou znaménka
vektoru.

Nyni muzeme uvazovat inverzni prvek pro operaci nasobeni:

axa l=ad"=1.

Kdyz pouzijeme logaritmickou stupnici dostaneme
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loga +loga ! =1logl=0.

Z toho zjistime, ze a=! = 1/a. Na &iselné stupnici inverzn{ prvky éfsel vétsich
nez 1 jsou v intervalu (0,1), ktery se zda byt nevyvazeny, viz obr. 3.5, avSak je
vyvazeny na logaritmické stupnici.

Zd4 se, ze je snadné nalézt inverzni vektory k vektorum-sloupcum (nebo
vektorum-fddktm). Musf dét jednotkovy skaldrni soucin, naptiklad:

3 1/6

1/2 1

1 0

1/6 1 0 1 3 1/2 1 1

Avsak takové inverze maji jednu podstatnou nevyhodu: Nejsou jedinec¢né.
Existuje nekone¢né mnoho takovych inverzi, které vyvazuji kazdy vektor-sloupec
(nebo kazdy vektor-fadku), tedy jsou neuréité, napiiklad jiné vhodné feseni je:

3 1/9

1/2 2/3

1 1/3

1/9 2/3 1/3 1 3 1/2 1 1

Pokud se pokousime nalézt levou (pravou) inverzni matici, jeji fadky musi
byt levé (pravé) inverze pro odpovidajici sloupce (fadky), avsak souc¢asné nulové
vektory pro jiné sloupce (fadky). V daném piipadé nulovy vektor je opét
neurcity:

3 1 -4/3

1/2 0 2

1 -3 3

1 0 -3 0 3 1/2 1 0 0
4/3 2 3 0

Jind potiz s inverzni prvky vektoru je, ze nemuzeme nalézt pravou inverzi k
vektoru-sloupci (levou inverzi k vektoru-fadce):

?7 7 7
| 3 1/2 0
3 /1 0 0 77 72 1 0 0
1/2 1 0 ? 0 1 0
1] 00 1 0 0 1
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Byla by tu 1/3 jako prvni inverzni prvek m;jl, avSak nemuze se vynulovat v
nasledujicich fadcich v prvém sloupci. Pro jeji vynulovani bychom potiebovali
néjaké nenulové prvky v druhém a tfetim sloupci levd matice. Pro maticové
vektory muzeme, alesponi nékdy, nalézt matice, které transformuji vsechny jejich
vektor sloupce do diagonalni matice. Jeden vektor sloupec nemé zadnou inverzi
zprava, avSak jejich soustava ji ma. Které vlastnosti matice musi mit, aby byla
invertovatelna. Budou ukéazané pozdéji. Pokud matice méa obé inverze, zleva
i zprava, potom obé inverze jsou identické a existuje pouze jedna inverze, jejiz
akce je stejnd z obou stran. To je prava inverze dané matice.

Mohli bychom hledat inverze nahodnym zkousenim ndhodnym vhodnych
vektort. Lepsi je pouzit néjaké ovérené algoritmy, které budou zavedeny pozdéji.

Matice majici inverzi je requldrni nebo nesinguldrni. Nesingularni matice
nemaji zadné nulové vlastni hodnoty a vlastni vektory a singularni matice maji
alespon jednu nulovou vlastn{ hodnotu a vlastni vektor. Vliastni vektor je vektor,
ve kterém se vSechny prvky nasobi, pokud se vektor ndsobi danou matici, stejnou
hodnotou, ktera se nazyva vlastni hodnota. Napiiklad

1 1 1
1 -2 0
1 1 -1
II 0 -1

1 -1 0 0 3 1
-12 -1 0 -6 0
0 -1 1 0o 3 -1

Prvni sloupec je nulovy vlastni vektor, vSech hodnoty soucinu v jeho sloupci
jsou nulové, vlastni hodnota druhého vlastniho vektoru je 3, vlastni hodnota
posledniho vlastniho vektoru je 1. Existuje jesté jina podminka pro vlastni
vektory, viz piisti oddil.

Nékteré nesingularni matice jsou snadno rozpoznatelné. Pokud matice ma
vSechny nenulové prvky pod nebo nad diagondlou a vSechny diagondlni prvky
jsou jednotkové prvky, potom je nesinguldrni. Inverze v tomto piipadé se muze
jednoduse nalézt technikou znamou jako princip inkluse a exkluse. Predpokladejme,
ze k tadku uz bylo vyvéazeno. V piisti fadce skaldrniho souéinu vektoru fadky s
inverzni matici sloupcem (predpoklddd se ndsobeni zprava) budou nevyvézené
nékteré hodnoty. Musime k tomu pifidat nebo odecist tolik prvka, abychom
dostali nulové mimodiagondlni prvky. Napiiklad (nulové symboly jsou vynechdny)

1
-2 1
1 -2 1
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Zde vahy druhé tadky jsou 1 x2—-2x1=0a 1 x 1= 1. Podrobné bude
problém inverznich matic pojednan v kapitole 16.

3.5 Diagonalizace matic

Inverzni matice transformuje matici M na diagonalni jednotkovou matici 1.
Existuje vsak jesté jina forma diagonalizace. Tato operace vyzaduje simultdnni
akci dvou matic z obou stran matice, kterd se ma diagonalizovat

L(M)R = A(M). (3.4)

A(M) je diagonalni matice, kterd mé véechny mimodiagondlni prvky nulové.
Matice v zavorkéch je zdrojem diagondalnich prvku.

Souc¢in MM ™! by byl prikladem diagonalizace matice, kde diagonalizovanou
matici je jednotkova diagonalni matice I. Pfi diagonalizaci matice je potieba,
aby akce matice L zleva byla vyvazena nasobenim matice R zprava. Diagonal-
iza¢ni matice tvofi rdmec pro matici M.

Predstavte si, ze pozorujete matici jako mezi dvéma polarizujicimi filtry.
Kdyz filtry otocite, pohled se vyjasni nebo ztmavne, avsak pfi jedné poloze fil-
tru je transparentni. Takové transparentni matice hledame. Obé diagonaliza¢ni
matice pusobi jako polarizujici filtry, snizuji mimodiagondlni prvky a zvysuji
diagondlni. Diagondlni matice je transparentni, ponévadz diagonalni prvky nej-
sou zatemnény mimodiagondlnimi. Pfipomente si obr. 15.1. Ziskana diagondlni
matice je ekvivalentni k matici M

Zv1asteé uzitetny ucinek se ziska, kdyz soucin obou diagonaliza¢nich matic L
a R je jednotkova diagonalni matice

LR=1, (3.5)

nebo ekvivalentné, kdyz jejich akce neméni jednotkovou diagonalni matici v
jejich rdmecku:

LIR=1.

Potom, pokud mimo to

L=R", (3.6)

pak tyto matice jsou vlastni vektory dané matice. Diagonalni matice ziskané
jako vysledek takového nasobeni jsou znamé jako matice vlastnich hodnot. Soucet
vlastnich hodnot je rovny stopé diagonalizované matice a diagonalni matice
vlastnich hodnot je ekvivalentni maticovému vektoru diagonalizované matice.

Vektorova mnozina pouzivand pro nalezeni vlastnich hodnot dava diagondlni
matici, nikoliv v8ak jednotkovou matici I:
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Figure 3.6: Uspordadani matic podle svych indexu

A A |B
B

A A

B B A

1 1 1
1 -2
1 1 -1
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Vlastni vektory se musi nyni normalizovat délenim odmocninami 1/3, 1/6
1/2. Normalizované vlastni vektory jsou

1/3 /1/6 1/2
VB VA6 0
/3 /1/6 /—1/2

Vlastni hodnoty a vlastni vektory nejsou abstraktni matematickou kon-
strukci, ale vysledkem praktické zkuSenosti. Vlastni hodnoty jsou znamé z
fyzikalnich a technickych véd. Vlastni vektory jsou znamé jako faktory, kdyz se
pouzivaji v kapitole 15.

3.6 Maticova aritmetika

Soucty a rozdily y byl uz diskutovany. Je dilezité prozkoumat aritmetiku matic
peclivéji, protoze v ucebnicich muzete nalézt rozdilnd omezeni, jak se matice
mohou kombinovat.

Aritmeticka operace maticemi jsou obvykle omezeny na matice s identickymi
rozmeéry, majici stejny pocet fadku a sloupcu. To je prili§ pfisné pravidlo. Diive
nez zavedeme méné piisné pravidlo, prozkoumame vSechny mozné piipady, v
jakych vztazich matice mohou byt, pokud jejich indexy obsahuji jejich pravé
hodnoty, jako kdyby se porovndvaly a usporddaly dva dokumenty (obr.3.7).

Radkové indexy jdou v kazdé matici od 1 do m, sloupcové indexy jdou v
kazdé matici od 1 do n. To je vnitini indexovani. Podobné jako zidovské,



40 CHAPTER 3. LINEARNI OPERATORY

Figure 3.7: MozZnosti s¢itani a odeéitani matic

A|lB A A + B

kiestanské a isldmské letopoéty, mnoziny indexti v porovnivanych maticich ne-
musi byt stejné, nebo jeden mnozina muze byt stejnd, nebo obé mnoziny mohou
souhlasit. Tedy pravidlo maticové aritmetiky pro séitani a odecitdani matic je
jednoduse s¢itani a ode¢itani jednotlivych prvka matic podle pravidla:

pokud A + B = C, potom a;; + b;; = ¢;; . (3.7)

Potiz spociva v otazce, co délat s neznamymi prvky matice. Pokud jsou
nulové, vysledky mohou byt jako na obr. 3.7. Dfive nez se provede aritmetickd
operace, jedna nebo obé matice se doplni na stejné rozméry prictenim nulovych
prvku v chybéjicich fadcich a sloupcich. Pripady aritmetickych operaci v blocich
jsou znamé jako primy soucet nebo rozdil matic. Pokud neznamé prvky matice
nejsou nulové, operace vedou k chybam.

Zasadné stejné podminky plati pro ndsobeni matic. Vysvétlili jsme ucinek
permutacénich matic a skaldrni sou¢iny vektoru. Pokud ndsobime matici vek-
torem sloupcem zprava, prvky radku v matice nasobi vSechny prvky sloupce.
Pokud prvky v jsou mensi nez 1, zmensuji vSechny prvky tohoto sloupce, pokud
prvky v jsou vétsi nez 1, zvétsuji je. Dva simultanni procesy se vyskytuji pti
nasobeni: prvky Ffadku matice se vazi a scitaji, nebo pokud prvky vektoru jsou
zaporné, odecitaji se. Nésobeni zleva ma transponovany ucinek. Nasobeni mat-
ice vektorem transformuje matici na vektor. Obvykle se to definuje jinak, matice
transformuje vektor v jiny.

Simultanni nasobeni matice vektorem fadkou zleva a vektorem sloupcem
zprava transformuje matici do jednoho prvku. Pokud oba vektory jsou jed-
notkové vektory JT a J, jen se¢itaji prvky matice.

Je uzitecné také definovat primiy soucin dvou matic. Pro jeho odliSeni od
skalarniho soucinu, zapisuje se se znakem pro nasobeni X:

C=AxB.

V primém sou¢inu se nasobi pouze prvky obou matic majici oba indexy
identické:
Cij = aijbij .

Je to stejné, jako kdyby obé matice byly nm rozmérné diagonélni vektory a
nalezly se slozky jejich skaldarniho souc¢inu:
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i) GY) -G )

3 000 1 0 00 3 0 0 0
02 00 0 -3 0 0 o 0 -6 0 0
00 2 0 0 0 5 0 - 0 0 10 O
00 01 0 0 0 3 0 0 0 3

Podobné se muze vysvétlit s¢itdni matic. Obé matice se rozlozi do nm
rozmérnych diagonalnich vektoru naleznou se soucty:

1)+ (3) = 3)

300 0 1 0 00 4 0 00
020 0 0 =3 0 0 o 100
00 2 0 T 1o 0 50 = 1lo 0o 70
000 1 0 0 0 3 0 0 0 4

3.7 Normalizace matic

Prodiskutovali jsme problém simultédnni akce vice vektoru nebo vektoru majicich
jinou intenzitu nez 1. To lze nékdy vyfesit normalizaci vektoru. Cilem to-
hoto tvarovani vektoru a matic je udélat je srovnatelné. Normalizace vektoru
se provadi vlastnimi vektory, které musi davat jednotkovou diagonalni matici
I. Zavedli jsme jednotkové vektory e;. fadkovy vektor je srovnatelny s jed-
notkovym vektorem pokud ma stejnou délku. Euklidovska délka je kriteriem,
tedy vektor je normalizovany pokud jeho prvky se déli odmocninou jeho Eu-
klidovské délky. Napiiklad vektor (2,1,1,0)T se normalizuje jeho délenim s
V6. Délky jeho skaldrniho soucinu je potom 1. Maticovy vektor se normal-
izuje jeho nésobenim odmocninou diagonalni matice z obou stran. Zde mame
dvé moznosti. Bud normalizujeme pouze diagonélni prvky nebo vsechny fadky
a sloupce. Pro normalizaci matice mus{ byt symetritiuickd. Normalizaci di-
agonalinich prvku se maticovy vektor orientuje ve sméru jednotkového vektoru
I. To mé nékteré dusledky na vlastnosti takové normalizované matice.

3.8 Koreny matic

Definovali jsme skaldrni souciny a kvadratické formy vektoru a maticovych vek-
tort. Nyni budeme definovat problém odzadu: matice M méa kofeny, pokud
muze byt rozlozena do sou¢inu transponovanych matic. Napiiklad jednotkova
diagondlni matice mé mnoho kotenu:



42 CHAPTER 3. LINEARNI OPERATORY

1 00 010 0 01 1 0 0
010 100 1 00 0 -1 0
0 01 0 01 0 10 0 0 1

Jednotkova diagonalni matice tvori kofen sama sobé, ponévadz nemuzeme
odlisit formy

I=P=1!'=T"1=11". (3.8)

Jeji kofeny jsou symetrickd permuta¢ni matice a asymetrické permutaéni
matice. Mimo to existuji matice se zdpornymi znaménky, ponévadz (—1) x
(—=1) = 1. Nase usili naleznout pfirozeny prostor se ponékud komplikuje timto
faktem, avSak uz jsme zavedli komplexni ¢isla a tak muzeme nalézt kofeny i
pro matice posledniho piikladu®. Je soucasné ¢tvrtym koifenem Is. Potom
existuji vlastni vektory vsech nesingularnich matic. NaSe usili vytvofit prostor
kontrolovanym zpusobem se vymyka kontrole.

Kofeny permutaénich matic se mohou srovnivat s kvarky ve fyzice: Elementérni ¢stice
se §tépi do svych slozek.



Chapter 4

Rozdéleni

4.1 Predbézné poznamky

Rozdéleni pfirozeného ¢isla m do n ¢asti zavedl do matematiky Euler. Ana-
lyticky vzorec pro nalezeni po¢tu rozdéleni odvodili Ramanudjan a Hardy [12].
Ramanudjan byl matematicky genius z Indie. Byl si jist, ze je mozné vypocitat
pocet rozdéleni presné pro jakékoliv ¢islo m. Nalezl feseni ve spolupréci se
svym Skolitelem, anglickym matematikem Hardym. Je to dosti slozity vzorec
odvozeny vyssi matematickou technikou. Budeme pouzivat pouze jednoduché
rekurzivni metody pro mi vztahy mezi rozdéleni.

Steve Weinberg ve své piednésce [13] o dulezitosti matematiky pro fyziku
se zminil, ze rozdéleni ziskaly dulezitost pro teoretickou fyziku, i kdyz Hardy
nechtél studovat praktické problémy. Avsak rozdélenim' méla dilezitost pro
fyziku pted Hardyho ¢asem i kdyz to Hardy ani Weinberg nevédéli.

Rozdéleni stépi ¢islo m do n ¢asti, jejichz soucet se rovna ¢islu m, feknéme
7: 3,2, 1, 1. Rozdéleni je usporadand mnozina. Jeji objekty, ¢dsti jsou napsany
v tfadce v klesajicim poradku:

Mmy—1 2 My 2 Mjq1 -

Pokud se podivate na fadu ¢asti, uvidite, ze je to n rozmérny vektor radka
p = (3,2,1,1). Z vektoru rozdélen{ se ziskajf jiné vektory majici ekvivalentni
strukturn{ prvky, napiiklad » = (1,2, 1, 3), permutovdnim, jednoduchou zéménou
poradi prvku vektoru. Rozdéleni jsou uziteéné pro uspoirddani bodu rovinnych
simplexu. Vektor rozdéleni lze ziskat z vektoru-fady jako skaldrni soucin s jed-
notkovym vektorem-iddkou JTN a uspoifddanim vektorti.

Vsechny jednotkové permutace vektoru maji stejné délky. Tedy rozdilna
rozdéleni tvofi zdkladny pro jiné vektory slozené ze stejnych casti. Vektory
pattici stejnym rozdélenim jsou spojené s jinymi body v tfirozmérném simplexu

IBoltzmann pouzival tento pojem pro rozdéleni m kvant energie mezi n ¢astic. Nazval
rozdéleni komplexiony[2].

43
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Figure 4.1: Konstrukce Ferrersovych grafi. Nova policka se pri¢itaji na volnych
mistech

kruznici. Ve vyssich rozmeérech kruznice se méni v sféry a proto budeme nazyvat
rozdéleni orbity rozdéleni nebo jednoduse orbity.

Pocet vektoru v rozdéleni bude uvadén jako n, velikost prvniho vektoru jako
my. Zdévorka (m,n) znamend vSechna rozdéleni ¢isla m do nejvyse n casti.
Ponévadz napiSeme rozdéleni jako n rozmérny vektor povolime nulové ¢asti v
rozdéleni, aby zaplnily prazdna mista vektoru. Je to jista inovace proti tradici,
kterd bude velmi uzite¢na. Avsak je nutné rozliSovat ptisné oba druhy rozdéleni,
s nulami a bez nich.

4.2 Ferrersovy grafy

Ferrersovy grafy se pouzivaji v teorii rozdéleni pro mnoho dukazu zaloZenych
jednoduse na jejich vlastnostech. Ferrersovy grafy jsou tabulky (viz obr. 4.1)
obsahujici m objektti, kazdy objekt ve svém vlastnim boxu. Ctvercové boxy
jsou usporadany do sloupci v nerostoucim uspoiaddni m; > m;1 se souctem

n (o)
ij = anmk =m. (4.1)
j=1 k=0

Pokud rozdéleni obsahuji stejné ¢asti, je mozné pocitat je spolecné s pouzitim
indexu k a jejich pocet ny.

Je ziejmé, ze Ferrersuv graf je matice F, kterd md své jednotkové prvky
uspofadany postupné v pocatecénich fadcich a sloupcich. Kdyz se srovnaji s
naivnimi maticemi, Ferrersovy grafy vypadaji jako stlacené naivni matice N ve
kterych vsechny jednotkové prvky byl stlaceny k zakladni fddce (to je v matici
nahoru) odstranénim prézdnych prvku:
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Figure 4.2: Kraceni rozdéleni omezenim fadku a sloupctu

N n
N No F

0 1 0 1 0 O 1 1 1
1 0 0 o 1 0 0 . 1 1 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 01 0

1 0 0 01 0

01 0 0 0 1

Zavedenim Ferrersovych grafii jako matic, dostaneme se nutné k pojmu
omezengjch rozdéleni. Césti rozdéleni nemohou byt vétsi nez pocet fadki matice
a pocet Casti vétsi nez pocet jejich sloupcu.

Geometricka interpretace omezeni v kapitole 2. Cést Max urcuje stranu
krychle, n jeji rozmér, viz obr.4.2.

Zdokonalené notace rozlisSuje délené ¢islo M a pocet fadku m. Neomezeny
pocet rozdéleni p(M) je rovny pocétu omezenych rozdéleni. Kdyz omezujici
podminky jsou mirné, potom m > M an > M:

p(M)neomezené = p(Ma Ma M) . (42)

Piseme zde nejprve pocet radku m, potom pocet ¢asti n, a naposled soucet
jednotkovych prvku (pocet vyplnénych boxu) M.

Dlezité vlastnost omezenych rozdéleni je ur¢ena transponovanim Ferrersovych
grafi F — F7T:

P(m7n7M) :p(n7m7M) . (43)
Rozdéleni jsou konjugovana. Pocet rozdéleni do pfesné n ¢asti s nejvétsi
casti m je stejny jako pocet rozdéleni do m ¢asti majici nejvétsi cast n.
Ferrersuv graf lze odecist od matice obsahujici pouze jednotkové prvky (defi-
nované jako JJ') a vyslednd matice se transverzuje (Tr), napifklad

(1) - (9 - ()
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(V1) -

Vztah mezi pottem omezenych rozdéleni dvou rozdilnych ¢isel se ziska po-
moci rovnice

p(m,n, M) = p(n,m,mn — M) (4.4)

Tato identita byla odvozend operaci velmi uzite¢nou pro ziskavani prvku
schémat rozdéleni (viz pristi kapitolu) a omezenych rozdélen{ vsech druhu.
Omezené rozdéleni do presné n ¢asti, majici m jako nejvétsi ¢dst, mé (m+na—1)
jednotek vézanych prvky tvoricimi prvni fadku a sloupec odpovidajiciho Fer-
rersova grafu (obr. 4.1). Pouze (M —m —n+ 1) prvku je volnych pro rozdéleni
v omezeném ramecku (m — 1) a (n —1). Tedy

p(m,n, M)=pm—-1,n—1,M —m —n—+1) (4.5)

Naptiklad: p(4,3,8) = p(3,2,2) = 2. Odpovidajici rozdéleni jsou 4,3,1 a 4,2,2;
nebo 2,0 a 1,1. Tento vzorec se muze pouzivat pro nalezeni vSech omezenych
rozdéleni. Je to dosti snadné, kdyz rozdil (M —m—n+1) je mensi nez omezujici
hodnoty m a n nebo alespon jedna z omezujicich hodnot. fadkové a sloupcové
soucty castetné omezenych rozdéleni majicich jinou omezujici konstantu, kde
bud n nebo m mohou byt 1 az M jsou:

X

p(m,* M) =)  p(m,j, M) (4.6)

Il
.

M
p(x,n, M) sznM (4.7)

1=

=

Diive nez prozkoumame omezena rozdéleni podrobnéji, zavedeme tabulky
neomezenych a ¢astecné omezenych rozdéleni.

4.3 Matice rozdéleni

¢astetné omezend rozdéleni se mohou ziskat z neomezenych rozdéleni odectenim
rfadky n jednotek nebo sloupce m jednotek. To ndm da rekurzivni vzorec pro
pocet rozdéleni jako soucet dvou rozdéleni

p(x, NyM)=p(x, N —1,M — 1)+ p(x, N M — N — 1) (4.8)

Vsechna rozdéleni do pfesné N casti se déli do dvou mnozin. V jedné
mnoziné jsou rozdéleni majici v poslednim sloupci 1, jejich pocet se pocita
¢lenem p(x, N —1, M —1), coz je pocet rozdéleni &isla (M —1) do pfesné (N —1)
casti k, které se pridala 1 na n-tém misté a v jiné mnoziné jsou rozdéleni, kterd
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Table 4.1: Rozdéleni do piesné n casti

n|l0 1 2 3 4 5 6| X

m=0 | 1 1
1 1 1
2 1 1 2
3 1 1 1 3
4 1 2 1 1 5
5 12 2 1 1 7
6 1 3 3 2 1 1|11

maji v poslednim sloupci 2 a vice. Ty se ziskaly ptictenim jednotkové radky
JT) s n jednotkovymi prvky rozdélenim (M — N) do N &asti.

Podobny vzorec se muze odvodit pro rozdéleni M do nejvyse N ¢asti. Tato
rozdéleni mohou mit nulu alesponn v poslednim sloupci nebo jsou rozdélené
piresné do n Gésti:

p(k,x = N, M) =p(x,* =N —1,M) 4+ p(x,* = N,M — N) (4.9)

¢len p(*, *=N-1, M) jsou rozdéleni M do (N — 1) édsti transformovand do
rozdéleni do N ¢&sti pfictenim nuly v n-tém sloupci, ¢len p(*, *=N, M-N) jsou
rozdéleni (M — 1) do N ¢&ésti, ke kterym se pfidala jednotkova radka.

Abychom formulovali oba rekurzivni vzorce presnéji, nejprve se musi defino-
vat zdanlivé paradoxni rozdéleni:

p(0,0,0)=1.

Co to znamena? Rozdéleni nuly do nulového poctu ¢asti. Toto rozdéleni
predstavuje prazdny prostor s nulovym rozmérem. Toto rozdéleni je opravnéno
svou limitou. S pouzitim nasi vytvoiujici funkce napiseme n = 0° a nalezneme
limitu:

im0’ = lim (1/2)°=1/2"=1. (4.10)
Tr— 00

Dostaneme dvé nésledujici tabulky rozdéleni

Tabulka 4.2 se ziska z tabulky 4.1 jako ¢dstecné soucty jejich fadek, coz zna-
mend nasobenim jednotkovou trojihelnikové matici TT zprava. Prvky matice

TT jsou

Na druhé strané se tabulka 4.1 ziska z tabulky 4.2 ndsobenim matici T—T
zprava. Inverzni prvky jsou

hi' =1, hi}ly=-1, hyj =0 ,jinak . (4.12)
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Table 4.2: Rozdéleni do nejvyse n ¢asti

n|0 1 2 3 4 5 6
m=0|1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 2 2 2 2
3 12 3 3 3 3
4 1 3 4 5 5 5
) 1 3 5 6 7 7
6 1 4 7 9 10 11

Figure 4.3: Omezovani orbit rozdéleni. Nejnizsi dovolend ¢ast r piresouvd
rovinny simplex

Vsimnéte si, ze prvky tabulky 4.2 vpravo od diagonaly zustavaji konstantni.
Rovnaji se fadkovym souc¢tum tabulky 4.1. Zvétsujici se pocet nul neméni pocet
rozdéleni.

Kdyz opét ndsobime tabulku 4.1 matici TT, dostaneme rozdéleni majici
jako nejmensi dovolenou ¢ést ¢islo 2. ucinek téchto operatoru si lze predstavit
na 2 rozmérném komplexu, operdtory posouvajf hranici pocitanych orbit (obr.
4.3). Operator TT diferencuje n rozmérné komplexy, posouvaje jejich hranici ke
kladnym ¢islim odfezdvaje mensi ¢isla. Nula tvoii pfirozenou zékladni hranici.

4.4 Rozdéleni se zapornymi ¢astmi

Operace s tabulkami rozdéleni vedou k myslence, co by se stalo s rozdélenimi
mimo kladny kénus nezdpornych ¢isel. Tedy dovolme také existenci zapornych
¢isel v rozdélenich 2.

Pokud pocet stejnych ¢asti ny je napsano jako vektor radka pod vektorem
tvofenym ¢iselnou stupnici, pocet rozdéleni je nezavisly na presouvani ¢iselné

2Z4porné ¢asti mohou byt srovnény ve fyzice s anti¢asticemi. Ponévadz anihilace uvoliiuje
energii, neanihiluje ji, energie Vesmiru je nekone¢na. Spekulace o existenci antisvétu,
tvofenych pouze anticasticemi vyvazujicimi naS svét, mohou byt vyslovené jako pochyba
pokud Vesmir spociva v pfirozenému kénusu prostoru.
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Table 4.3: Rozdéleni jako vektory

Parametr r

Vektorm | -2 |-1 0 1 2 3| mp= -5
-1 0 1 2 3 4 0
0|1 2 3 4 5 5
112 3 4 5 6 10
21 3 4 5 6 7 15
0|1 2 3 4 5

Vektor p 4 1
311 1
3 1 1
2| 2 1
211 2
113 1
1| 2

5

stupnice, viz tabulku 4.3. Rozdéleni jsou vzdy odvozend posouvanim dvou vek-
tort, jeden o 1 polohu nahoru, druhy o 1 polohu dolu. Kazdé rozdéleni odpovida
vektoru. Pokud je napiSeme jako sloupce, potom jejich skaldrni souc¢in s ¢iselnou
stupnici, tvofici vektor Fadku m™, ddv4 konstantni souéet:

mTp = Z meng =m . (4.13)
k>r

Zde je notace nekonsistentni, prvky vektoru p jsou ¢isla vektoru majicich
stejné délky a pismeno n s indexem k se pro né pouziva. Pro hodnoty ¢iselné

sv~s

mozné hodnoty ¢asti r az nejvyssi mozné hodnoté. Index k bézi k nekonecnu,
av8ak vsech piilis vysoké hodnoty nx jsou nuly.

S pouzitim rozdilnych vektoru rozdéleni a rozdilnych vektort m, dostaneme
nasledujici piiklady:

(4% —2)+(1x3) =5
Bx-1)+(1x0)+(1x3)=0
(3x0)+(1x2) +(1x3)=5
2x1)+(1x2)+(2x3)= 10
(I1x2)+(3x3)+(1x4)=15.

Parametr r presouva tabulku rozdéleni, jeji ¢elo se ota¢i okolo nulového
bodu. Pokud 7 bylo —oo, potom p(—o00,1) = 1 avsak p(—o00, 2) by bylo neurcité,
protoze soucet konecného ¢isla s nekoneénym ¢islem je opét nekonecny. Parametr
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Table 4.4: Licha, suda a smiSena rozdéleni

Pocet lichych rozdéleni Soucty
n|ll 2 3 4 5 6 7 8 9| Lichd | Sudd | SmiSend | p(m)
m=1 | 1 1 0 0 1
2 1 1 1 0 2
3|1 1 2 0 1 3
4 1 1 2 2 1 )
5|1 1 1 3 0 4 7
6 2 1 1 4 3 4 11
711 2 1 1 5 0 10 15
8 2 2 1 1 6 ) 11 22
911 3 2 1 1 8 0 22 30

r se bude zapisovat rozdélenim jako jeho horni index, aby ukézal, ze rozdilné
zékladny rozdéleni diferencuji rovinné simplexy.

4.5 Rozdéleni s vnitfrnimi omezenimi

Rozdéleni byla klasifikovana podle minimalni a maximélni mozné hodnoty ¢asti,
av8ak lze omezit i vnitfek ¢iselné stupnice, lze predepsat, ze nékteré hodnoty
jsou zakézané. Je snadné si uvédomit co to znamena: rovinny simplex ma diry,
nékteré orbity se nemohou realizovat a jeho (n — 1) téleso je Fids{ nez normdlni.

Je snadné naleznout pocet rozdéleni, ve kterych vSechny ¢asti jsou sudé.
Neni mozné vytvorit sudé rozdéleni z lichého ¢isla, tedy:

psudé(2n) = pneomezené(n) . (414)

Nesnadnéjsi tloha je nalézt pocet rozdéleni, ve kterych vSechny c¢éasti jsou
liché. Jinad zamitnutd rozdéleni obsahuji smisené liché a sudé ¢asti. Vztah mezi
rozdilnymi rozdélenimi je urcen jako

pneomezené(n) = pliché(n) +psudé(n) + psmféené(n) (415)

Odpovidajici seznamy jsou uvedené v tabulce 4.4

Vsimnéte si, jak fidka se ziskd matice lichych rozdéleni z tabulky 4.1. Jeji
prvky, vyjma prvého v kazdém sloupci, jsou posunuty dolu na kfizeni diagonal.
Liché ¢islo musi byt délené do lichého ¢isla lichych ¢asti a sudé ¢islo do sudého
¢isla lichych ¢asti. Tedy matice muze byt zaplnéna pouze z poloviny. Rekurence
je dané dvéma moznostmi, jak zvySovat &slo m. Bud priddme liché 1 k lichym
rozdélenim (m — 1) s pfesné (j — 1) ¢dstmi nebo pfiddme 25 k lichym ¢&isltim
rozdéleni (m — 2j) s presné j ¢astmi. Vztah se vyjadii jako

O(i7j) :p[(2+.7)/2’]] . (416)
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Table 4.5: Rozdéleni s nerovnymi ¢astmi

n 1 2 3 4 b Rozdil (nliché - nsudé)
m=1 | 1 1 1
2|1 1 1
311 1 2 0
411 1 2 0
511 2 3 -1
611 2 1 4 0
711 3 1 5 -1
811 3 2 6 0
911 4 3 8 0
1071 4 4 1]10 0
1111 5 &5 1|12 0
1211 5 7 2|15 1

Rozdélent se viemi ¢astmi nerovnymi jsou dulezitd, protoze jejich transpono-
vané Ferrersovy grafy maji nejvétsi ¢ast lichou, kdyz pocet ¢asti je lichy a sudou,
kdyz pocet ¢ésti je sudy. Naptiklad

10
9,1
8,2
73 72,1
6,3 6,31
5,4,1
5,3,2

4,3.2,1

Rozdéleni s nerovnymi ¢astmi se mohou zobrazit v tabulkové formé jako je
tabulka 4.5. VSimnéte si, ze rozdil sudych a lichych sloupcii rozdéleni je vétsinou
nulovy, pouze nékdy +1. Dulezitost tohoto jevu bude vysvétlena pozdéji. Pocet
rozdéleni s nerovnymi ¢astmi je totozny s rozdélenimi, jejichz vSechny ¢asti jsou
liché.

Rozdily jsou zpusobeny Franklinovymi bloky s rostouci minimdalni ¢ésti a
rostoucim poétem ¢dsti (pouziva se jejich transponovand notace), které jsou
minimalni v jejich ¢asti se lisi o jednu, tvar odpovidajicich Ferrersovych grafa
je trapézovy:



52 CHAPTER 4. ROZDELENI

Table 4.6: Rozdéleni podle jednotkovych ¢asti

n|{0 1 2 3 4 5 6
m=0 | 1
110 1
211 0 1
311 1 0 1
412 1 1 0 1
512 2 1 1 0 1
614 2 2 1 1 0 1
(1) (11) 1,2
1 1 1 11 1 1 5,7
(110) (1110>
1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 12,15
1 1 1 1 0 11 1 1 1 0
1 1 1 0 0 1 11 1 0 0

4.6 Diference podle jednotkovych casti

Mame usporadany omezend rozdéleni podle poctu nenulovych ¢asti v tabulce
4.1. Je mozné klasifikovat rozdéleni podle poctu vektoru v rozdéleni majicich
jakoukoliv hodnotu. S pouzitim hodnoty 1, dostaneme jiny druh diference
rozdéleni jako v tabulce 4.6.

Prvky tabulky jsou:

pio = p(i) —p(i — 1), pij = pi—1,j-1 ,jinak . (4.17)

Tabulka 4.6 se ziskd z nésledujici tabulky 4.7 fadku neomezenych rozdéleni
jejfm ndsobenim matici T~'. Nulovy sloupec tabulky 4.6 je rozdil dvou néslednjch
neomezenych rozdéleni podle m. Ke vsem rozdélenim p(m — k) se pridaly k.
Rozdéleni v nulovém sloupci obsahuji pouze ¢isla vétsi nez 1. Tato rozdéleni
nemohou byt tvofen z nizsich rozdéleni prictenim jednotek, jsou tedy rozdilem
funkce rozdéleni podle ¢isla n;. Ponévadz tabulka 4.6 je slozend, je to souéin
dvou matic a jeji inverzni matice je také slozend.

4.7 FEulerova inverze rozdéleni

Pokud napiSeme nasledna rozdéleni jako sloupcové nebo fadkové vektory jako
v tabulce 4.7, jejiz prvky jsou
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Table 4.7: Rozdéleni a jejich Eulerova inverze

Tabulka rozdéleni Eulerova inverze
jlo 1 2 3 4 5 0o 1 2 3 4 5
i=0 | 1 1
111 1 -1
212 1 1 -10-1 1
313 2 1 1 0o -1 -1 1
415 3 2 1 1 o o0 -1 -1 1
5|7 5 3 2 1 1 1 0 0 -1 -1 1

pij =p(i—j+1),

najdeme dosti snadno jeji inverzni matici, ktera je uvedena v druhé césti
stejné tabulky.

Nenulové prvky v prvém sloupci Eulerovy inverze (a podobné v dalsich
sloupcich, které jsou pouze posunuty doli o jednu Fddku) se objevuji u indexu,
které lze vyjadiit Eulerovou identitou tykajici se koeficienti expanze u

t31 —i)/2

(1—)(1—3)(1—#).. 4 3HD/2)

_1+Z

Napfiklad posledni fadka rozdéleni tabulky ?7? se eliminuje jejim nasobenim
Eulerovou inverzi jako:

(4.19)

(TxD)+GBx-1D)+Bx-1)+(2x0)+(1x0)+(1x1)=0.

Kdyz i = 1, existuje pédr indexu pii t = 1, 2; pro i = 2 pér je 5, 7; pro
t = 3 tento par je —12, —15 a tak dale. Tato ¢isla jsou vzdalenosti od zdkladny
rozdéleni. Inverzni matice se stava ridsi jak se p(m) zvysuje, jak uz bylo ukdzano
shora u Franklinova rozdéleni. VSechny inverzni prvky jsou —1,0,1. Nenulové

prvky Eulerova polynomialu se ziskaji jako soucty soucinu

ST
i=1

To je ovérené ndsobenim nékolika ¢lent nekonecného sou¢inu. Pokud nasobime
Eulertv polynomial s jeho inverzni funkeci

H =1°(1 -t~

%

(4.20)

(4.21)
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dostaneme 1. Z tohoto vztahu plyne, Ze rozdéleni jsou vytvorena inverzi
Eulerovy funkce, kterd je vytvorujici funkcirozdéleni. Cleny t* se musi povazovat
za predstavujici nerovné ¢ésti.

Eulerova funkce mé viechny éasti t* rozdilné. Zkonstruovali jsme takova
rozdéleni v tabulce 4.5. Pokud koeficient pii ' se ziskd jako soucin sudého
poctu (1 — %) ¢lenti, potom znaménko je kladné, pokud je to vysledek lichého
poctu ¢lent, potom znaménko je zdporné. Koeficienty jsou urcen rozdilem poctu
rozdéleni s lichymi a sudymi pocty nerovnych ¢asti. Tento rozdil se muze dale
vysvétlit podle Franklina s pouzitim Ferrersovych grafi.

Vsechny ¢ésti v p(n) majici alespon jednu ¢dst rovnou 1 se ziskaji z p(n—1).
Rozdilem p(n) — p(n) je zpusobena né&jakymi ¢leny p(n — 2). Musime pfidat
ke kazdému rozdéleni p(n — 2) 2, vyjma vSech rozdéleni p(n — 2) obsahujicich
1. Ta se musi bud odstranit nebo pouzit v transponované formé s pouzitim
transponovanych Ferrersovych grafu, ponévadz jsou potieba velké ¢asti. Jedno
rozdéleni z konjugovaného paru je nadbytecné. Tato nepouzivand rozdéleni se
musi odeéist. Napiiklad pro p(8):

6; 16; Tvori: 8, 62
51; 214 53;

42; 2212 44; 24
33, 2% 3%2;
417 315, 422;
321;

Piebytky (nahofe podtrzené):
p(1) + 5: 51; p(3) + 3: 33; 321; 31

se ziskaji odectenim nejvétsi ¢asti z odpovidajictho rozdéleni. Dvé se musi
pridat k odecitané ¢dsti. Dostaneme p(8-5) a p(8-7) jako zmény.

4.8 Jina inverzni funkce rozdéleni

Setkali jsme se uz s jinymi tabulkami rozdéleni, které maji inverzi, ponévadz
jsou v dolni trojuhelnikové formeé. Inverzi tabulky 4.1 je tabulka 4.8.

Inverzi tabulky 4.6 je tabulka 4.9.

Zatim co sloupce tabulky 4.8 jsou nepravidelné a prvky kazdého sloupce se
musi nalézt oddélené, sloupce tabulky 4.9 se opakuji, jak jsou pouze posunuty
v kazdém sloupci o jednu fadku dolii, podobné jako jsou posunuty prvky jejich
puvodni matice. Mohou se snadno nalézt ndsobenim matice Eulerovy funkce
(tabulka 4.7) matici T zleva.

4.9 Orbity rozdéleni v m rozmérnych krychlich

Omezena rozdéleni maji geometrickou interpretaci: Jsou to orbity n rozmérnych
rovinnych komplext useknutych do krychle se stranou (m — 1) jako na obr. 4.3.
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Table 4.8: Inverzni matice rozdéleni do n ¢asti

n| 1 2 3 4 5 6
m=1 1

2| -1

310 -1 1

411 -1 -1 1

5/ 0 1 -1 -1 1

6/ 0 1 0 -1 -1 1

Table 4.9: Inverzni matice jednotkovych rozdila

n| 1 2 3 4 5 6
m=1 1

210 1

3|1-1 0 1

41-1 -1 0 1

5(-1 -1 -1 0 1

6/ 0 -1 -1 -1 0 1

Muzeme pocitat orbity i v krychli. Je to imornd 1loha, pokud se nepouZiji
nékteré speciadlni techniky, ponévadz jejich pocet zavisi na velikosti krychle.
Naptiklad pro 3 rozmérny prostor dostaneme orbity jako v tabulce 4.10.

Rovnice 4.3 se muze pouzit pro krychle. Ukazuje jejich dilezitou vlastnost,
jsou symetrické podél hlavni diagondly, jdouci ze stfedu koordinat, simplexu
nY, k nejvzdilenéjsimu vrcholu krychle, ve kterém vsechny n koordindty jsou
(m—1). Diagonélu krychle predstavuji v tabulce 4.10 k indexy. Mimo to krychle
je konvexni, tedy

M < mn/2 potom p(m,n, M) > p(m,n, M — 1) (4.22)

pokud

M > mn/2 potom p(m,n, M) < p(m,n, M — 1) (4.23)

Zde vidime dilezitost omezenych rozdéleni. Z tabulky 4.10 najdeme rekurenci,
ktera je dand faktem, ze ve vétsi krychli je vzdy mensi krychle pfitomnd jako
jeji zékladna. Nové orbity, které jsou na jejich rozsifenych stranich se k ni
pricitaji. Avsak nestaci znat orbity jedné rozsifené strany, protoze jiné strany
se tvor{ témito orbity. Rozsifend strana n rozmérné krychle je (n — 1) rozmérnd
krychle. Rekurentni vztah pro rozdéleni v krychli je tedy

p(m,n, M) =p(m—1,n,M)+p(m,n—1,M) (4.24)
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Table 4.10: Orbity v 3 rozmérnych krychlich

Velikost hrany | 0 1 2 3

m=0 | 000 | 000 000 000
1 100 100 100
2 110 | 200; 110 210; 110
3 111 | 210; 111 | 300; 210; 111
4 220; 211 | 310; 220; 211
5 221 320; 311; 221
6 222 330; 321; 222
7 331; 322
8 332
9 333

Tato rekurence bude peclivéji vysvétlena pozdéji.

4.10 Vytvorujici funkce rozdéleni v krychlich

Vytvotujici funkce rozdéleni je jednoduse vytvoiujici funkce nekoneéné krychle
v Hilbertové prostoru, jehoz strany maji rozdilné rozmeéry:

gasti 1: (14t +t5+... t5°) (4.25)
CAsti 2: (14+th +124 ... t5°) (4.26)

a tak dale az
Gastioco: (1+...tL) (4.27)

Kdyz se provedou nasobeni pro viechny ¢asti a ¢leny nasledujicich rovinnych
simplexu se se¢tou, dostaneme:

L+t + [t +8]+ 5+ . (4.28)

Vytvorujici funkce omezenych rozdéleni se ziskd vynechdnim nezadoucich
(omezenych) ¢asti. Nekdy se vytvorujici funkce definuje v inverzni formé. Nekonecné
mocninové série se nahradi rozdily (1—t;1). To je mozné, pokud povazujeme t za
pouze falesnou proménnou. Naptiklad, vytvotrujici funkce rozdéleni s nerovnymi
neopakujicimi se ¢astmi je dané soucinem

o0

u(t) = [T —t) . (4.29)

k=1

Sito prostoru rozdéleni je pravidelné, pokryva vSechna ¢isla. Pocet rozdéleni
se ziskd rekurzivnimi technikami. AvsSak je to velmi slozitd funkce, pokud se
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vyjadfuje jednim uzavienym vzorcem, jako je Ramanudjan-Hardyho funkce.
Rozdéleni tvoii kostru prostoru. Bude nés zajimat, jak je sito rozdéleni zaplnéno
do prostoru, ve kterém vSechny osy maji jednotkovou stupnici, kterd obsahuje
také vektorové rady.
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Chapter 5

Mrizky orbit

5.1 Schémata rozdéleni

Mnohorozmérné rovinné simplexy jsou slozitymi objekty, je nutné nalézt nastroje,
jak je analyzovat. Nakreslit je je nemozné, jak bylo zminéno, protoze jejich ¢asti
se vrstvi v naem 3 rozmérném svété na sebe.

Klasifikovali jsme jiz orbity v rovinnych simplexech podle poc¢tu k nenulovych
¢asti. Tento pocet ukazuje rozmérnost podsimplexu, jejich vrcholy, hrany, (k-1)
rozmérna télesa. Pozdéji jsme zavedli pocet jednotkovych vektoru jako néstroj
diferencujici simplex. Nyni usporaddme rozdéleni jako dvourozmérné tabulky.
Tyto tabulky se budou nazyvat schémata rozdélens.

Kdyz analyzujeme 7 rozmérny rovinny simplex s m = 7, muzeme vyjit z jeho
3 rozmérnych podsimplexu (obr. 5.1). Vidime, ze obsahuji body odpovidajici
rozdélenim: 7,0,0; 6,1,0; 5,2,0; 4,3,0; 5,1,1; 4,2,1; 3,3,1; 3,2,2. Body odpovidajici
rozdélenim jsou spojené s jinymi body simplexu kruznici. Ve vyssich rozmérech
kruznice se méni ve sféry a to je duvodem, pro¢ nazyvame rozdéleni orbitou. Jiné

Figure 5.1: Mfizka orbit rozdéleni (7, 7)
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Table 5.1: Schéma rozdélent (7,7)

na |1 2 3 4 5 6 7| X
m=7|1 1
6 1 1
5 1 1 2
4 1 1 1 3
3 2 1 1 4
2 1 1 1 3
1 1 1
/1 3 4 3 2 1 1|11

body na kazdé orbité maji pouze rozdilné poradi stejné mnoziny koordinat.

Kdyz uspotrdddme rozdéleni do tabulky (tabulkab.1), klasifikaéni sloupec
volime podle po¢tu nenulovych ¢asti rozdéleni. Jiné klasifikaéni kriterium je
potieba pro fadky. Budou to délky nejdelsiho vektoru m;. Ze vsech vektoru
rozdéleni majicich stejnou rozmérnost je nejdelsi vektor ten, co mé nejdelsi prvy
vektor. Ten je prevladd. Avsak mohou existovat delsi orbity blize k povrchu
simplexu s mensim po¢tem nenulovych ¢asti. Napiiklad vektor (4,1,1) m4 stej-
nou délku jako (3,3,0), avsak vektor (4,1,1,1,1) je krats{ nez (3,3,2,0,0). Takové
usporadani je v tabulce 5.1. Orbity s tfemi nenulovymi ¢astmi lezi uvniti 3
rozmérného simplexu, s dvéma nenulovymi ¢astmi lezi na jeho hranach. Orbity
se Ctyfmi nenulovymi ¢dstmi jsou uvniti ¢tyisténu, to je na plose ve ¢tvrt ém
rozméru. Existuji zde tato rozdéleni: 4,1,1,1; 3, 2,1,1; 2,2,2,1. Podobné jsou
zaplnény sloupce odpovidajici vyssim rozmérum.

Ré4dky schémat rozdélenf klasifikuji rozdéleni podle délky prvniho nejdelstho
vektoru e;. Lze snadno ukézat, ze vSechny vektory ve vyssich fadkach jsou delsi
nez vektory v nizsich fadkach v odpovidajicim sloupci. V nejhorsim ptipadé se
dany rozdilem

(x+ 1)+ (z—1)% > (22)*. (5.1)

Tiirozmérny rovinny simplex lze povazovat za useknuty 7 rozmérny simplex
a po doplnéni sloupcu tabulky 5.1 odpovidajicimi rozdélenimi dostaneme pruiez
7 rozmérnou rovinou. Analyza neni dokonald, jeden prvek je tvofen dvéma
orbity, avSak nicméné schéma dava nahled jak takovy vicerozmérny prostor
vypadd. Budeme tedy podrobné studovat vlastnosti schémat rozdéleni.

Pocet nenulovych vektoru v rozdéleni bude uvadén jako n, velikost prvého
vektoru jako m. Nuly se nebudou zapisovat, aby se usetfila prace. Zavorka
(m, n) znamend viechna rozdéleni ¢isla m do nejvyse n ¢asti. Ponévadz napiseme
rozdéleni jako vektor, povolime jako diive nulové ¢éasti k doplnéni rozdéleni.
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Table 5.2: Schéma rozdéleni m = 13

nli1l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
m=13 | 1

12 1

11 1 1

10 1 1 1

9 1 2 1 1

8 1 2 2 1 1

7 1 3 3 2 1 1

6 3 5 2 2 1 1

5 2 * 5 5 2 1 1

4 * 2 31 3 2 1 1

3 * * 3 2 2 1 1

2 1 1 1 1 1 1

1 1

|1 6 14 18 18 14|11 7 5 3 2 1 1

5.2 Konstrukce schémat rozdéleni

Schéma rozdéleni se rozdéli do ¢ty bloku. Diagonélni bloky se opakuji tabulku
4.1 (levy horni blok), pravy dolni blok je napsidn v transponované formé pro
n > m/2. Lichd a sudd schémata se chovaji ponékud odlisné, jak lze vidét na
tabulkach 5.2 a 5.3

V levém dolnim bloku nenulové prvky oznacené hvézdickou * mohou byt
umistény pouze nad fadkou, ktera dava dostatecné velky sou¢in mn pro umisténi
vSech jednotek do odpovidajicich Ferrersovych grafu a jejich souc¢ty musi souhl-
asit nejen s fadkovymi a sloupcovymi soucty ale také s diagonalnimi soucty, jak
ukdzeme nize. To lze vyuzit pro vypocty jejich poctu spole¢né s pravidly pro
omezend rozdéleni.

Piiklady ukazuji tii dulezité vlastnosti schémat rozdéleni:

*

e Schémata rozdéleni jsou symetrickd podle svych transverzal, z pficiny kon-
jugovanych rozdéleni ziskanych transponovanim Ferrersovych grafu.

e Hornf levd ¢tvrtina (transponovand dolni pravé ¢tvrtina) obsahuji prvky
tabulky 4.1 rozdéleni do presné n ¢asti posunuté o jeden sloupec nahoru.

e Schémata maji formu matice v dolni diagondlni formé s jednotkovou di-
agonalou. Proto maji inverze. Je snadné je nalézt, napiiklad pron =7
(tabulka 5.4).

Rozdéleni v fadcich musi byt vyvazena jinymi s prvky inverznich sloupcu.
Tieti sloupec zahrnuje nebo vydéluje 331 a 322 s 3211 a 314; 231 a 2213 s 2x 21°.
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Table 5.3: Schéma rozdéleni m = 14
n|{l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
m=14 | 1

13 1

12 1 1

11 1 1 1

10 1 2 1 1

9 1 2 2 1 1

8 1 3 3 2 1 1

7 1 3 4 3 2 1 1

5 2 * * * 3 2 1 1

4 3 * * 4 3 2 1 1

3 2 * 3 3 2 2 1 1

2 1 1 1 1 1 1 1

1 1

|1 7 16 23 23 20|15 11 7 5 3 2 1 1

Table 5.4: Schéma rozdéleni (7,7) a jeho inverze

na|l 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6

m=7|1 1
6 1 1
5 1 0 1
4 1 0 -1 1
3 1 2 -1 -1 1
2 1 1 2 2 0 -1 1
1 1 0 0 0 0 O
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5.3 Mrizky orbit

Orbita rozdéleni je koule, jejiz polomér r je uréen Euklidovskou délkou odpovidajicitho
vektoru: r = (> pf) Poloméry nékterych orbit rozdéleni jsou totozné, napiiklad
7(3,3,0)2 = 7(4,1,1)? = (18). Je tedy nemozné ur¢it vzdalenosti mezi orbitami
s pouzitim téchto poloméru (Euklidovskych vzddlenosti), ponévadz vzdélenost
mezi dvéma rozdilnymi orbitami nemohou byt nulové.

Ukdazali jsme v ¢asti 4.4, ze jedna orbita se muze ziskat z jiné posunutim
pravé dvou vektoru, jednoho nahoru a druhého dolu, na ¢iselné stupnici. Muzeme
si predstavit, ze oba vektory se srazi a vymeéni si své hodnoty jako si dvé ¢éstice
idealniho plynu vyméni své energie. Pokud omezime vysledek takové vymény na
1 jednotku, muzeme povazovat takové dvé orbity za orbity nejblizsiho soused-
stvi. Vzdélenost mezi timto parem je v/2. Spojime je v schématu ¢érou. Neékteré
orbity jsou tak spojené s mnoha sousednimi orbity, jiné maji pravé jednoho
souseda, srovnej s obr. 5.1. Orbity (3,3,0) a (4,1,1) nejsou nejblizsimi sousedy,
protoze se musi transformovat v dvou krocich:

(3,3,0) < ((3,2,1) < (4,1,1)

nebo
(3,3,0) < (4,2,0) < (4,1,1) .

Schémata rozdéleni nejsou obecné vhodné pro konstrukci miizky orbit, protoze
pii m = n > 7 se objevuje vice orbit na nékterych mistech tabulky. Je nutné
konstruovat alespon 3 rozmérném mfizky, aby se ukdzala vSechna existujici spo-
jeni. Naptiklad:

(5,2,1) < (43,1) < (3,3,2)

NN ! 7/
(4,2,2)

Neékdy se dava piisnéjsi podminka na procesy vedouci k vyménam, ze totiz
kazdd srazka musi ménit pocet prazdnych ¢asti, jako kdyby to byly informaéni
soubory, které mohou byt pouze spojené do jednoho souboru nebo jeden sou-
bor rozdélen do dvou nebo vice souboru, nebo jako kdyby byla ¢ast souboru
prevedena do prazdného souboru. Zde je také nejblizsi soused omezen na spo-
jeni pravé dvou souboru nebo na rozdéleni souboru do dvou (obr.5.2). V tomto
ptripadé cesta mezi dvéma orbity musi byt delsi, napiiklad:

(3,3,0) < (6,0,0) < (4,2,0) < (4,1,1)

nebo

(3,3,0) < (3,2,1) & (5,1,0) < (4,1,1) .

V miiZce je mozné pocitat pocet nejblizsich sousedu. Pokud studujeme pocet
sousedu o jednu jednotku nebo spojujici hrany mezi sloupci schémat rozdéleni,
dostaneme zajimavou tabulku ?7.
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Figure 5.2: Mfizka rozdéleni soubori. Soubor se miuize rozdélit do dvou novych
nebo dva soubory se mohou spojit do jednoho

Esl-‘-
S
\

Table 5.5: Pravostranni sousedé o jednu jednotku v orbitach rozdéleni

n|l 2 3 4 5 6] %
m=2 | 1 1
301 1 2
411 2 1 4
501 3 2 1 7
61 4 4 2 1 12
701 5 6 4 119
D(7-6) [0 1 2 2 1 1| 7
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Figure 5.3: Miizky sousedstvi mezi rovinnymi simplexy

Pocet pravostrannych sousedu je souc¢tem dvou ¢élenu. Pravostranni di-
agondlni sousedé existuji pro vsechna p(m,n — 1). Piiddme 1 ke vSem témto
rozdélenim a snizime nejvetsi ¢ast. Neurceni zbyvaji pravostranni sousedé v
Fadcich. Jejich pocet je rovny poc¢tu rozdéleni p(m — 2). Ke kazdému rozdéleni
p(m—2,n—1) se pricitaji dvé jednotky, jedna v n tém sloupci, druhy v (n-1)-tém
sloupci.

Pocet pravostrannych sousedu P(n) je sou¢tem poctu neomezenych rozdéleni

Pin) =S pk). (5.2)

Abychom nalezli vSechny sousedy, musime pfidat sousedy uvniti sloupcu.
Pocet prvku ve sloupcich je pocet rozdéleni do presné n éédsti p(m,n), rozdil v
kazdém sloupci se musi snizit o 1, avsak existuji dalsi spojeni, viz obr. 5.2.

Tato spojeni se musi secitat oddélené. Vyslednd ¢isla jsou uz znama. Kon-
strukce schémat rozdéleni dava vysledek, ktery je znam jako tabulka 4.1 ¢tend
od diagonaly do leva.

Jind interpretace pravostrannych sousedu v rozdéleni o jednu jednotku je
rovinny komplex jako na obr.??. Vektory spojuji nejblizsi sousedy ve vrstvach.

5.4 Diagonalni diference v mrizkach
V miizkdch muzeme pocitat orbity na vedlejsich diagonalach jdoucich postupné

paralelné k hlavni diagondle. Poéitaji orbity majici tvar [n — k]*. Jejich Fer-
rersovy grafy maji formu L

8 8 8 8
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Table 5.6: Diagonélni rozdily rozdéleni

k{1 2 3 4 5 6 7 8 9 by
n=1 1 1
21 2 2
31 3 3
41 4 1 )
51 & 2 7
6| 6 3 2 11
T 7T 4 4 15
8| 8 5 6 3 22
919 6 8 6 1 30
0110 7 10 9 6 42
1111 8 12 12 11 2 56
12112 9 14 15 16 9 2 7
13113 10 16 18 21 16 7 101
14114 11 18 21 26 23 18 4 135
15115 12 20 24 31 30 29 12 3| 176

Prvky vedlejsich diagonal pocitaji rozdéleni, kterd maji v této vrstvé mensi
pocet jednotek, jiné jsou uvnitt této zakladny.

Odpovidajici tabulka je 5.5.

Pocateéni hodnoty k sloupce maji tyto analytické tvary:

e 1n pocitd prvky v n sloupcich (fadcich) majici tvar (n — k)1¥, k = 0 -
(n—1);

e 1(n-3) pocitd prvky v (n - 2) sloupcich (fddcich) ziskané ze zdkladniho
rozdéleni 2,2 prictenim jednotek v prvé fadce a sloupci;

e 2(n-5) pocitd prvky v (n - 2) sloupcich (fddcich) ziskané ze zakladnich
rozdéleni 3,3 a 2,2,2 pfictenim jednotek v prvé fadce a sloupci;

e 3(n-7) pocitd prvky v (n - 2) sloupcich (fddcich) ziskané ze zdkladniho
rozdéleni 4,4; 3,3,2 a 2,2,2,2 ptictenim jednotek v prvé fadce a sloupci;

e 5(n-9) + 1. Na této drovni se objevuje rozdéleni 3,3,3, kde prvky zacinaji
obsazovat tfeti L vrstvu;

o 7(n-11) + 2.

Hodnoty v zavorkach jsou ¢isla pro rozdéleni, které lezi uvnitt L rdamecku
majictho (2k — 1) jednotek. Ve vyssich diagondlnich vrstvach se objevuji tyto
moznosti pridat nové prvky pozdéji. Rozdéleni 4, 4, 4 a 3, 3, 3, 3, pro n = 12,
se pocitaji v sedmé vrstvé. Pro n = 13, vrstva pocitd sedm rozdéleni:
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Figure 5.4: Nejblizsi sousedé v 00111 miizce

5.5 Zobecnéné mrizky

Pojem miizky se bude pouzivat také pro mozné transformace bodu majicich
zv1astni vlastnosti mezi nimi samotnymi, napiiklad mezi vS§emi 10 permutacemi
pétice slozené ze 3 symbolu jednoho druhu a 2 symbolt jiného druhu. Kdyz se
sousedé lisi pouze o jeden vymeéni si polohy pouze jakykoliv par dvou druht sym-
bolu, dostaneme miizku jako na obr. ?77. Kazdy ze ti{ jednotkovych symbolu
ma dvé moznosti, jak zaménit 0 za 1. Usporddejte jako jednoduchy trojuhelnik.
Soucasnd vymeéna dvou paru (nebo dvé ndsledné vymeény jednoho paru davaji
vzor jako na obr. 5.5, zndmy jako Petersenuv graf.

Mriizky se tvoii vrcholy n rozmérné krychle. Nejblizsi vrcholy se 1isi pouze
o jednu koordinatu. Miizka 3 rozmérné krychle je na obr. 5.6. Porovnej linie
grafu s redlnou 3 rozmérnou krychli a pokuste si predstavit 4 rozmérnou krychli
(obr. 5.7).

Klasickym piikladem vztahové miizky je Aristotelovo porovnani ¢tyt vlast-
nosti: teply, chladny, suchy, a vlhky ke ¢tyfem elementum: ohein, vzduch,
voda a zemé. Ty lze usporddat do tvaru
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Figure 5.5: Petersenuv graf. Sousedici vrcholy jsou ve vzdalenosti 4

&

00011 11000

Figure 5.6: Miizka tfirozmérné jednotkové krychle

000

I
001] [010] [100

011[ [110] T101
I
111

Figure 5.7: Projekce Ctyt rozmérné krychle. Jedna 3 rozmeérna krychle je otocena
o 45°
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vzduch vlhky voda
teply 0 chladny

ohen suchy zeme .

Prvky maji vzdy pouze dvé vlastnosti. Vlastnosti sousedici svisle a vodor-
ovné se vzajemné vylucuji. Néco nemuze byt soucasné teplé a chladné, nebo
vlhké a suché .

1 Pfesn&ji, je nutné kreslit hranici (nulovy bod) mezi témito vlastnostmi. V zivislosti na
své saturaci, vodni para muze byt suchd stejné jako mokra.
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Chapter 6

Erasthothenesovo sito a
jeho Moebiusova inverze

6.1 Deélitelé a jejich matice

V této kapitole zavedeme dilezity pojem délitel. Cislo k je délitelem &fsla m
pokud m = 0 mod k, to znamend, ze m je identické s 0, se k. Nebo jinak,
m = kn, ¢islo m §tépi do n stejnych ¢asti k. Z toho plyne, ze kazdé ¢islo ma
alesponi dva délitele, ¢islo 1, které nechava cislo nezménéné a ¢islo samotné,
kdy déleni dédva 1 jako vysledek. Pokud existuji pouze tyto dva délitelé, tak se
takové ¢islo nazyva prvocislo.

Lze nalézt prvocisla p pomoci Erasthothenesova sita. Tento algoritmus
pracuje jako sito. Cislo polozené na prvni sloupec sita propada svym sloupcem.
Pokud dosahne diagonalu bez stietnuti se s délitelem, je to prvocislo. Délitelé
j reprezentovani jednotkami v Fdadcich déliteli odpovidajicich sloupcu pracuji
jako oka sita. Tedy Erasthothenesovo sito je matice, jejiz prvky jsou

€¢j=17

pokud cislo j je délitelem cisla i, a

61‘;‘207

jinak. V tabulce 6.1 je Erasthotenesovo sito a jeho Moebiusova inverzni
funkce.

Délitelé tvoti pravidelny vzor, jsou ve vSech fadcich ¢ = 0 mod j. Prvocisla
fidnou, jako matice roste, avsak je vzdy mozné naleznout jiné prvocislo p(n)
jako soucin v8ech predchozich prvocisel zvétseny o 1

p) =T p+1. (61)
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Table 6.1: Erasthotenesovo sito a jeho Moebiusova inverzni funkce

Erasthothenovo sito Moebiusova inverze
jl1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
i=1 11 1
211 1 1001
311 0 1 -1 0 1
411 1 0 1 0 -1 0 1
5/1 0 0 0 1 -1 0 0 0 1
61 1 1 0 0 1 1 -1 -1 0 0 1
7/1 0 0O O O 0 1 -1 0 0 0 0 0 1

Tato rovnice nevytvaii vsechna prvocisla. Mezi p(2) =3 ap(3) =T7jep =5.

Ré4dkové soucty Erasthothenova sita (EJ) jsou pocty delitelu. Objevuji se na
diagonale kvadratické formy EET matice E. Jsou znadmé jako Eulerova funkce
0% (n). Tato funkce je spojena s logaritmy délitelii. Pokud pouZzijeme jako
zékladnu logaritmu ¢islo n samotné, dostaneme (vyjma n = 1)

o(n) =2 lg(dn) (6.2)

nebo pro jakoukoliv zédkladnu logaritmu;

o%(n) =2 Z lg(d|n)/1gn (6.3)

Delitelé se objevuji v pédrech, d;d; = n, vyjma osamélého délitele, ktery
je odmocninou n. Soucet logaritmu se zakladnou n je tedy pouze polovinou
poctu déliteltt éfsla n. Soucet hodnot déliteltt o!(n) nékdy dava dvojndsobek
samotného ¢isla, jako 2x6 =6+3+2+1nebo2x28 =28+144+74+4+2+1.
Takova ¢isla jsou zndma jako dokonald cisla.

6.2 Moebiusova inverze Erasthothenesova sita

V tabulce 6.1 byla ukazana Moebiusova funkce jako inverzni matice E~1. Prvky
jejiho prvého sloupce jsou
-1

e e, =1,pokudi =1, nebo v pfipadé soucinu sudého poctu prvocisel;

° ei_ll = —1, pokud i je prvocislo nebo soucin lichého poctu prvocisel a

° e;ll = 0, pokud i je souc¢in vyssi mocniny prvoéisel jako 4 = 22 v tabulce
6.1.

Tyto prvky se objevuji v dalsich sloupcich na mistech, kde pomér i/j je celé
¢islo jinak jsou tam nuly. Jednotkové prvky jsou fidsi ve vyssich sloupcich.
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Moebiusova inverze je klasickym piikladem kombinatorického principu inkluse

a exkluse. Nékteré objekty se pocitaji ve svych kombinacich dvakrat nebo
vicekrat, potom se tyto prevazené ¢asti odecitaji v jinych kombinacich, aby-
chom dostali spravnou hodnotu . Formulovali jsme tento princip v sofistikované
technice souc¢inu matic. Tato technika se muze pouzit pro vSechny matice, které
maji jednotkovou diagondlu a vSechny nenulové prvky pod nebo na diagondle.
Jednotkova matice I se odecte od takové matice a rozdil se potom nésobi sam
se sebou az vSechny nenulové prvky zmiz{ (nejvyse n krat). Napiiklad

(E-T) (E-1)2 (E-1)3
00 00 0 0 0 O 0 0 0 O
1 0 00 0 0 0 O 0 0 0 O
1.0 00 0 0 0 O 0 0 0 O
1100 10 00 0 0 0 O

Rozvojem souc¢inu (E — I)*, kdyz se rovn4 0, jednotkové diagondlni matice
se vyjadii jako

zn: (—1)i(Z) E =1 (6.4)

i=1

Nésobenim obou stran s E~! a odstranénim E~'E = I dostaneme

E~! = En: (1)1 (Z) Ei-l. (6.5)

=1

Objekty (Z) vypadajici jako jeden sloupec matice v obou rovnicich jsou
znamé jako binomidlni koeficienty. Pocitaji vSechny moznosti, jak vybrat k
objektti z n objektt. Inverzni matice E~! je soucet kladnych a zapornych
nasobkii kladnych mocnin E¥. To zni zcela tajemné.

6.3 Funkce délitelu

Pocet délitelt 0°(n) a soucet hodnot déliteli jsou dosti nepravidelné funkce.
Jejich sekvence a postupné soucty o(n) jsou

4 5 6 7 8 9 10 11
3 2 4 2 4 3 4 2
7T 6 12 8 15 13 16 12
§ 10 14 16 20 23 27 29

n

O(n

o’(n)
ol (n)
> [0 (n)]

Souéty >_[0%(n)] se ziskaji jako stopy odpovidajicich sou¢intt matic ros-
toucich Erasthothenovych sit EE™, nebo jednoduse spocitanim prvki matice
E:

el
W W NN
T N W
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Table 6.2: Diagondlni hodnoty Erasthothenova sita a jejich Moebiusovy inverze

Diagonalni hodnoty by Moebiusova inverze by
jl1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
i=111 1] 1 1
212 1 31-2 1 -1
313 1 1 51-1 -1 1 -1
414 2 1 1 8| 1 -1 -1 1 0
515 2 1 1 1 (-1 0 0 -1 1 -1
6|6 3 2 1 1 1 1412 0 -1 0 -1 1 1
77 3 2 1 1 1 1(16-1 0O O O O -1 1] -1

Y =" /il (6.6)

kde [n/j] znamen4 celou ¢4st daného zlomku. Tedy soucet Y [0%(n)] m4 jako
limitu souéin n Z;;l n/j. Napiiklad

D °B)]=5<3(1+1/2+1/3)=11/2.

Pokud uspoiadame prvky stop ETE (to je druh4 kvadraticka forma Erasthothen-
ova sfta), nebo postupné spocitdme prvky ve sloupcich matice E do tabulky a
nalezneme jeji inverzi, potom jeji fadkové soucty davaji hodnoty Moebiusovy
funkce (tabulka6.2).

Prvky fadkti piedchozi matice M jsou JTE, tedy Moebiusova funkce je
M~-1J.
souéin matic majici v rdmecku E(x)ET diagonaln{ matici indexi A(j). EA())
je matice hodnot délitelti. Souéty hodnot délitelit o' (n) jsou diagonalnimi prvky
matice EA()ET:

EA()) EA(j)ET
1 1 1 1 1
1 2 1 3 1 3
1 0 3 1 1 4 1
1 2 0 4 1 3 1 7

Pocet deliteln j, ktery také davd podily n/d se ziska jako jiny sou¢in matic:

A(EIAG)]! (6.7)
tfadky E se nasobi odpovidajicim indexem i a sloupce se déli odpovidajicim
indexem j. Prvky soucinu matic jsou e;; =i/j, pokud i = 0 mod j a e;; =0

jinak.
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Table 6.3: Pocty ¢isel délenych danymi déliteli

n|{l 2 3 4 5 6 7 8|X
m=1 |1 1
211 1 2
312 0 1 3
412 1 0 1 4
514 0 0 0 1 5
612 2 1 0 0 1 6
7|16 0 0 0 0 0 1 7
814 2 0 1 0 0 0 1|8

Table 6.4: Inversni funkce poctu ¢isel

n| 1 2 3 4 5 6 7 8|%X
m=1| 1 1

21-1 1 0
31-2 0 1 -1
41-1 -1 0 1 -1
514 0 0 0 1 -3
612 -2 -1 0 0 1 0
7/1-6 0 0 0 O O 1 -5
8l-1 -1 0 -1 0 0 0 1]|-2

1

2 1

3 01

4 2 0 1

5 0 0 01

Pokud ndsobfme tuto matici inverzni matici E~!, dostaneme matici, jejiz
prvky pocitaji pocty téch ¢isel mezi 1 a n, kterd jsou délena danym délitelem s
vyhradou, Ze uz nebyl délen vétsim délitelem. Tedy radkové soucty v tabulce
jsou vzdy n.

Napiiklad 1 v Sesté tadce déli 1 a 5; 2 déli 2 a 4; 3 a 6 déli samy sebe, 4 a 5
nejsou délitelé.

Jeji inverzni funkce mé opét tabulkovou formu (viz tabulku ?7?).

Musi se najit prvky di_l1 prvého sloupce, ponévadz v dalsich sloupcich jsou
pouze prvky prvého sloupce ziedéné nulami jako v zdkladni matici. Je ziejmé,
ze prvky (1 — p) se musi objevit v fadcich prvoéisel, v nésledujicich sloupcich
jsou nuly. Hodnoty pro i = 4, 6 ukazuji, Ze mocniny prvocisel jsou praveé
souéiny téchto prvku. Hodnota 2 v Sesté fédce se interpretuje jako (—1) x (—2),
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soucin dvou déliteli. Pro kontrolu se pokusime nalézt feSeni pro 30, soucin ti{
prvociselnych délitelu

Délitelé 1 2 3 5 6 10 15 30| %
Délena ¢islad;; |8 8 4 2 4 2 1 1130
d;)t 1 -1 2 4 2 4 8 -8

dind;' 8§ 8 -8 8 8 8 8 8| 0

kde dsy = —8 = —1 x —2x —4, nebo —4 x 2, pokud vyjadifme 30 jako 5 x 6.
Jinou funkei déleni je funkce ¢(n). Tato funkce pocitd ¢isla, kterd nejsou
délitelna déliteli n vyjma 1. Jsou to

n 1 2 3 4 5 6 7
o(n) 1 1 2 2 4 2 6
Pocitand ¢isla | 1; 1; 1,2, 1,3; 1-4; 15 1-6

Hodnoty ¢(n) se objevily jako prvky v prvém sloupci tabulky ??. Ukdzali
jsme, ze ¢(n) se snadno naleznou jako souéin

n

pm)=n]] (1=1/p) (6.8)

p=2

kde p jsou prvocisla, kterd jsou déliteli n. Pomér n/p se odstépi od ¢isla n
kazdou inverzi prvocisla 1/p. Soucet pocitd viechny odectené ¢dsti z celého n.
Funkce ¢(n) soucinu dvou ¢isel je jednoduse soucin hodnot pro kazdé ¢islo

p(nm) = o(n)e(m) . (6.9)
Nasledujici vztah je velmi zajimavy
> e(d)=n. (6.10)
Nd|n

Napiiklad pro n =6: ©(1) + ¢(2) + ¢(3) + ¢(6) =1+1+2+2 =6.

6.4 Vztahy mezi déliteli a rozdélenimi

Duvodem pro¢ bylo zavedeno Erasthothenovo sito, je jeho vyuziti pii pocitani
rozdéleni. V kazdém neomezeném rovinném simplexu je p(m) rozdéleni ¢isla m.
Soucet jejich ¢asti je m x p(m). Tento soucin se ziskd z Erasthothenova sita,
pokud se nasobi zleva diagondlni matici A neomezenych rozdéleni napsanych
v klesajicim pofddku: p(i) = p(m — i) a zprava diagondlni matici A indexu i.
Napriklad
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Soucet prvku soucinu je 35 = 5 x 7. Rozdéleni p(5) se ziskalo z hodnoty
¢asti pridanych k nizsim simplexum, které se seCetly. Jednotky se pocitaji v
prvém sloupci. Pfidaly se k p(m — 1) rozdélenim. Avsak tato mnozina obsahuje
soucasné vsechny jednotky z nizsich rozdéleni zvétSené takovym zpusobem v
predeslych krocich, az na jednotku predstavujici p(1). V druhém sloupci dveé se
pridavaji ke 3 rozdélenim 3. Jedno z nich, (2,1), uz obsahovalo jednu 2, kdyz
se toto rozdéleni ziskalo z p(1). Podobné se pocitaji jind ¢isla v nésledujicich
sloupcich.

Tento souéin tif matic se mize vlozit do rdmecku JT (x)J, ktery secita prvky
oramované matice. Vlozka v ramecku je:

JTAp(m —i)E x A()J (6.11)

Po sobé nasledujici vektory tvoii matice v dolnf a horni trojuhelnikové formeé
a souciny ti{ matic se nahradi souc¢inem pouze dvou matic:

1 1 1
2

w
=W N =
U W N =

1 1 1 1 1 1
2 1 2 4 4 4 4
4 1 1 4 6 9 9 9
7 3 1 1 7T 13 16 20 20
12 4 1 1112 20 26 30 35

Leva matice pocita ¢isla ny v rozdélenich, prava matice je vazi jako my.

Diagondlni prvky mp(m) se mohou rozlozit v jiné pary vektoru a tak exis-
tuje jiny sou¢in dvou matic majici identickou diagondlu. Leva matice je matici
naslednych rozdélen{ (tabulka 4.8), prava matice je matici soucti délitelit o (4),
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napsanou podobné jako matice naslednych rozdéleni, avsak v horni trojihelnikové
formé ve sloupcich

S :s;; =o' (i) pokud i < j,s;; =0, jinak . (6.12)

=
N s W
[SNIEN STNEJURES

1 1 1 1 1 1
1 1 1 4 4 4 4
2 1 1 2 5 9 9 9
3 2 1 1 3 9 13 20 20
5 3 2 1 1|5 14 22 29 35

Cisla mp(m) se opét objevuji na diagonale soucinu. Tyto elementarni vztahy
se mohou vyjadrit ve formalné abstraktni formé. NapiSseme vytvorujici funkci
neomezenych rozdéleni

P(z) =Y p(m)q" (6.13)

m=1
a nalezneme jeji derivaci
dP(z) = mp(m) ¢""" . (6.14)
m=1

Funkce rozdéleni P(z) se predstavuje v fddcich levé matice. Rozdil dP(x)
se objevuje na diagondle souc¢inu. Kdyz najdeme pomér obou matic, vysledek
muze lze formulovat jako

dlg[P(x)] = dP(x)/P(z) = ) p(m)q™ . (6.15)
m=1
Pomeér dP(z)/P(x) je rozdil logaritmu funkce P(z). Soucty délitelu jsou
tedy rozdily logaritmické miry vytvorujici funkce rozdéleni. To uvadi ve vztah
délitele a funkce rozdéleni a vyuzilo se pro nalezeni asymptotického chovani
p(m) funkee.

6.5 Nuly v rozdéleni
Pokud je soucet hodnot vsech ¢4sti rovinného simplexu mp(m), muzeme nalézt

také pocet nul ve vsech ¢dstech ng(m). Tyto potty tvoif prvni sloupec v tabulce,
které pocitd viechny éasti klasifikované podle svych hodnot (tabulka 6.2)
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Table 6.5: Pocet ¢asti v rozdélenich

n| 0 1 2 3 4 5 6| %
m=0 1 1
1 0 1 1
2 1 2 1 4
31 3 4 1 1 9
4| 8 7 3 1 1 20
5115 12 4 2 1 1 35
6131 19 8 4 2 1 1|66

Maticové prvky tabulky 6.2, vyjma jejtho prvého sloupce, se ziskaji jako
castecny vysledek sou¢inu matic pouzivanych pro nalezeni souc¢tu hodnot ¢asti
v rozdélenich pomoci rovnice 5.3. Jsou to prvky souc¢inu dvou matic

Alp(m — i)]EPrvni sloupec je opét maticovy soucin matice rozdéleni do
presné n ¢asti (tabulka 4.2) a matice kladnych (j —4) prvku a jednotkového vek-
toru sloupce J, ktery secita fadkové hodnoty mezisouc¢inu. Lze snadno vysvétlit
tento vztah: V kazdém rozdéleni, kdyz se m s§tépi do presné n Césti, existuje
(m—n) nul. Napiiklad prom =4:8 =3x14+2x2+1x1+0x1. Pocet nul je
vyvéazen jinymi ¢isly. To vede k jednoduchému tvaru nékterych prvku inverzni
matice

mg = (1—1i).
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Chapter 7

Grupy cyklickych permutaci

7.1

Pojem cyklickych permutaci

Predpokladejme, Zze mame n objektd oznacenych indexem, uspoiadanych v
prirozeném potadku, a ze zaménime jejich polohy. Je vyhodnou psat tuto op-
eraci permutace v dvou fadcich, kde prvy odpovidd vychozi poloze a druhy
udava konec¢nou polohu. Napiiklad:

Start 0: 1 2 3 4 5 6

Krok 1: 2 3 1 5 4 6

Prvni t¥{ objekty se permutuji v cyklu délky 3, prvni objekt se objevil
po tfetim, pfisti dva objekty tvoii cyklus délky 2, se vymeénily sva mista,
posledniho objekt ztistal na svém misté. Opakovanim procedury dostaneme
permutace 2 az 6:

Krok 2: 3 1 2 4 5 6
Krok 3: 1 2 3 5 4 6
Krok 4: 2 3 1 4 5 6

Krok 5: 3 1 2 5 4 6
Krok 6: 1 2 3 4 5 6
Krok 7: 2 3 1 5 4 6

fada se vrati v 6 tém kroku do pocatecniho usporadani a novy cykl startuje
v 7 tém kroku.

Index oznacujici objekty je sloupcovy index j. Poloha v permutaci je oznacena
fadkovym indexem ¢ u prvku 1;;. Tedy permutace jsou isomorfni s maticemi.
Vychozi poloha, odpovidajici diagonéle jednotkové matice I, muze byt povazovand
za, nulové usporadani. Posledni prvek zustal ve vsech krocich ve své puvodni

81
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Figure 7.1: Cyklus permuta¢nich matic. Kladné mocniny se méni v zdporné

P—l

poloze a prvé tii prvky se vratily do svych poloh dvakrat a dva prvky udélaly
t¥i otocky. Délka celkového cyklu je souc¢inem jednotlivych cyklia: 3 x 2 x 1 = 6.
Prvky patiici stejnym cykltim se obvykle pisi v zdvorkdch: (2,3,1)(5,4)(6).

Pocet prvki n se stépf do k cykla, &k jde od 1 do n. Cyklickéd struktura je
popsand orbitami rozdélent.

Mohli bychom mapovat zmény cykld aditivnimi operdtory S majicimi —1;;
pro opoustéjici objekt j, 1;; pro objevujici se objekt j, nulové fddky pro nehybné
objekty (4+1 a -1 se objevuji na stejném misté). Tento operédtor byl zaveden v
kapitole 3 a podrobnéji bude studovan v kapitole 12. Nyni budeme studovat
multiplikation? operdtory P. Jejich matice, jednotkové permutacéni matice, jsou
naivni, maji v kazdé fadce pouze jeden jednotkovy prvek a mimo to maji pouze
jeden jednotkovy prvek v kazdém sloupci. Matice P jsou soucasné notace per-
mutaci, ponévadz jejich fadkové jednotkové prvky p;; odpovidaji indextim (nebo
rovnocenné abecednim symbolim) j.

S pouzitim multiplikativnich operatoru jsou permutace vysledkem nésobeni
Ffadkovych vektoru jednotkovou permutacni matici P zprava a sloupcovych vek-
tort ndsobenim jednotkovou permutaéni matici P zleva. Ruzné kroky lze zapsat
mocninami téchto matic P?. Jednotkova diagonélni matice je I = P? .

Predposledni mocnina jakéhokoliv permutaéni matici je jeji inverzi (obr.
7.1). Je dosti snadné naleznout tuto matici, protoze je identickd s transpono-
vanou maticf PT:

P l=P'=P". (7.1)

Mnozina vSech permuta¢nich matic P, s n fadky a n sloupci, predstavuje
v8echny mozné permutace. Zvlastni tfidou permutacnich matic jsou symetrické
matice, pro které plati

P=pP'!=P". (7.2)

Takové matice majf vSechny jednotkové prvky bud na diagonéle, nebo jinak
tvori cykly délky 2. Tyto permutace jsou zndmé jako konwvoluce. Ukazeme
prekvapivé jednoduchou techniku pro jejich vytvoreni.
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Figure 7.2: Sekvence Youngovych tabulek
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7.2 Youngovy tabulky

Budeme rekonstruovat potadi Ferrersovych grafi nalezenim vsech zpusobu, jak
mohou byt tvofeny z nizsich grafu pfi¢tenim nového prvku. Abychom dostali
toto usporadani, indexuje se kazdy box priddvany k mensimu Ferrersovu grafu
pfi jeho rozsifovani do vétsiho Ferrersovu grafu. Rovnocenné boxy budou mit
rozdilné indexy, protoze je lze dosdahnout rozdilnymi kroky. Takto oznacené
Ferrersovy grafy jsou zndmé jako Youngovy tabulky (obr.7.2).

Youngovy tabulky jsou spojené s permutacemi nasledujicim algoritmem:

e 1 Pokud vétsi index vyplyva mensim, zapisuje se v piiStim volném sloupci
Youngovy tabulky.

e 2. Pokud mensi index vyplyvd vétsim v permutaci, nahrazuje jej v jeho
sloupci Youngovy tabulky a piesouva to dolu do pristi fadky. Naptiklad:

3412 — 34 — 14 — 12.
3 34

Treti prvek 1 skace do prvniho sloupce a presouva 3 doli, potom 2 piesouva
4 dolu. Nebo:

4231 — 4 — 2 — 23 — 13.
4 4 2
4

Jedna vlastnost algoritmu se zda byt nevyhodnd, avsak tato vlastnost pouze
reprodukuje vztahy mezi permutacemi. To umoznuje, aby se asymetrické per-
mutacni matice rozlozily rozdilné podle svych fadku a sloupcu. Avsak obé
Youngovy tabulky nélezi k stejnému typu Ferrersovych grafiu. Naptiklad:
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b))
0001 0O0O04
0000 O0OT1O0]6
01 00 0O0O0]2
0000 1005
000 O0O0O0 1|7
1 00 000 0|1
001 000 O0]3
6 3 71 4 2 5
1 2 5 1 3 7
Sloupce 3 4 radky 2 5
6 7 4 6

Vzpomente si, ze konvoluce maji symetrické matice, a ze potom sloupcové a
rfadkové c¢teni je identické. Permutacéni matice nebo Youngova tabulka je vzdy
soucin dvou permuta¢nich matic nebo Youngovych tabulek stejného typu. Ty
mohou byt identické v piipadé konvoluce, avSak vétSinou se lisi v Fadcich a
sloupcich, jako

1 00
0 01
0 1 0
01 00 01
10 01 0 O
00 1,0 10

(a,¢,b) x (bya,c) = (c,a,b)

Objevuje se zde vztah mezi po¢tem orbit rozdéleni p(n) a pocétem Youn-
govych tabulek Y (n) a po¢tem permutacénich matic P(n).

Youngovy tabulky se tvoii z Ferrersovych grafu rekurzivnim algoritmem.
Pokud pouzijeme pro pocet Youngovych tabulek odpovidajicich Ferrersovu grafu
s indexem k notaci y(k), potom y°(k) = 1 a mame vztah mezi poé¢tem rozdélen{
p(n) a pottem Youngovych tabulek Y (n). Podobné, pokud umocnime viechna
y(k), dostaneme vSechny permutace n prvku. Tedy

> y0(k) =p(n) ;Y y(k) =Y (n) ;Y _y*(k) = P(n) =n! (7.3)

Zde n! znamend n faktoridl. Je to sou¢in néasledujicich pfirozenych cisel:
n
I] k=n'. (7.4)
k=1
Vysvétlime tuto funkci pozdéji, az budeme hledat jiné vzorce urcujici pocet

permutaci. Pfed tim budeme studovat konvoluce. Zde je dany piiklad jak
rovnice (7.4) pracuje:
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Table 7.1: Rozdéleni konvoluci

Na diagonale | 0 1 2 3 4 5 6| X
n=0 1 1

11 0 1 1

211 0 1 2

310 3 0 1 4

413 0 6 0 1 10

5/ 0 15 0 10 0 1 26

6|15 0 45 0 15 0 1176

Rozdélent: | 5 4,1 3.2 3,12 221 213 1°| %
yO(k) 1 1 1 1 1 1 1 7
yt (k) 1 4 5 6 5 4 1| 2
y2(k) 1 16 25 36 25 16 1 |120

7.3 Pocet konvoluci

Pocet konvoluci je pocet vsech moznych spojeni v telefonni siti. Klasifikujeme
vSechny konvoluce podle poctu prvki, které zustdvaji na svych mistech, coz
znamend nespojené. Je snadné vyplnit nasledujici tabulku

Rekurence prvku tabulky je

Yoo =13y = (= Dyi—oy +¥yi—15-1 - (7.5)

Inverzni tabulka m4 stejné prvky, pouze znaménka prvku, jejichz indexy i se
lis{ od indexu j o hodnotu (4k + 2), jsou zdporné. Jejich rekurence je

Yoo = 1 §yi}1 =1 —=4)yi—2j +Yi-15-1- (7.6)

Vsechny matice konvoluci se ziskaji dvéma zptsoby. Bud pri¢tenim 1 na
poslednim misté diagondly. Tyto konvoluce se pocitaji clenem ;1 ;1. Nebo
se jednotkovy prvek pfidava v posledni fadce mimo diagonalu. Vlozi se mezi
existujici sloupce do nového sloupce. Potom se jednotkovy prvek musi soucasné
pfidat v poslednim sloupci do nové tadky, + = j. Mimo diagondlu existuje
(n—1) mist, kde se mozné vytvorit novy spojeny pér k j uz existujicim parum v
matici konvoluce. Tento novy par obsazuje dvé fadky a sloupce a tedy se tvori
v matici s (n — 2) fadky a sloupci. To nezvysuje pocet prvka na diagondle a tak
to zvySuje pocet prvku v stejném sloupci.

Podobn4d rekurence se pouzije u fadkovych souctt pocitajicich celkovy pocet
konvoluci

Y(n)=(nm—-1)Y(n—2)+Y(n—1) (7.7)
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Lze urcit prvky tabulky 7.1 primo, protoze se vypocitaji podle vzorce

yij = /112" (7.8)

kde t = (i — 7)/2 je pocet cykla délky 2. Tento vzorec obsahuje 3 faktoridly.
Clen 2! vyrovnavé fadu t délitel. Vsimnéte si, ze rovnice 7.8) pocitd dohromady
Youngovy tabulky rozdilnych form&tu, musi mit pouze stejny pocet sloupcu.
Jesté jiné vyjadreni poctu konvoluci je formalni binomidlni rovnice

Y(n)=1+y)" (7.9)

kde ¢leny v prvém sloupci tabulky 7.1 yro se povazuji za mocniny y*, kdyz
se soucty (1 + y) ndsobi samy se sebou. Napiiklad

14+ =1x1+4+6x0+15x1+20x0+15x3+6x0+1x15="76.

Konvoluce pocitané témito ¢leny nemaji zadné prvky na hlavni diagondle a
ziskaji se ndsobenim lichych ¢isel. Jsou to liché faktoridly, ponévadz se ziskaji
naslednym nasobenim lichych ¢isel: 1 x3 x5 x7x9x 11 x 13 x 15x a tak déle.

7.4 Faktoridly a gamma funkce

Pocet vSech permutacnich matic P(n) se snadno uréi indexovénim moznosti
uspotfadani jednotek do fadkt a sloupcu v permutaéni matici. V prvé fadce
existuje n moznosti, v druhé tadce je jeden sloupec blokovan prvkem prvé
radky. Prvek druhé radky nemuze byt ve stejném sloupci. Moznosti se snizuji
pravidelné. V kazdé fédce je volnych (n — i) zbyvajicich mist. Tyto moznosti
jsou nezavislé a tedy se pro vSechny fadky nasobi. Dostaneme faktorial

P(n):nx(nfl)x...x2><1:ﬁj:n! (7.10)

Faktoridlni funkce mé zajimavou vlastnost. Pokud p je prvocislo, potom
(p—1)! mod p = (p—1) a soucasné (p — 2)! mod p = 1. Faktoriél je délitelny
v8emi svymi faktory, feknéme b. Pokud by moduldrni hodnota byla rozdilna,
feknéme a, potom tato hodnota by mohla byt vybrdana takovym zptsobem, Ze
a + b = p. Faktoridl by byl délitelny prvocislem vétsim nez jeho faktory, coz je
nemozné. Naptiklad: p =7, 720 mod 7 = 6; 120 mod 7 = 1.

Faktoridlni funkce je definovdna pro prirozend ¢isla, véetné nuly. Doplnime
jeji definici ¢lenem 0! = 1. Uz jsme udélali néco podobného pii definovani
prazdnych rozdéleni.

Kombinatorické funkce jsou definovany pro indexovéni objektu, které musi
byt celé. Mohou se objevit otazky, co je objekt, nebo zvite, nebo ¢lovék, kdy
zactinaji odpovidat svym definicim a kdy jsou ponékud rozdilné. V matematice
se takové malé rozdily mohou vyjadfit ¢isly. Ve vyssi matematice faktoridlni
funkce je pouze specidlnim ptipadem gamma funkce, kterou definoval Euler jako
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Figure 7.3: Graf funkce I'(n)

»—f)l\?@ﬂk

T(z+1) =2I'(2) (7.11)
Kdyz I'(1) = 1, potom

Tedy
P(n+1)=n!.

Kdyz kreslime graf gamma funkce, muzeme ji interpolovat pro jakéhokoliv
realné ¢islo. Gamma funkce je definovana integralem?.

Iz+1) = / x¥e”¥dx . (7.12)
0

Nebudeme se potykat s problémy spojenymi s vyhodnocenim takovych in-
tegralu a zavedeme funkci e v pristi kapitole. Nyni pfijmeme pouze vysledek
udéavajici pro

I(1/2) = V7. (7.13)

Z ni se vypocitaji snadno jiné n/2 hodnoty gamma funkce, které padnou
vyborné do dér mezi faktoridly, aby se vykreslila jedna hladkéd funkce (obr.
7.3).

1

e v integralu je zdkladnou pfirozenych logaritmu. Logaritmy mohou byt dekadické lga,
binarni a, pfirozené Ina, nebo s jakoukoliv zakladnou b logy a
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Kdyz interpolujeme gamma funkci do zapornych hodnot:

dostaneme

Gamma funkce osciluje pro néasledna zdporna ¢isla od +o0o do —oo. Funkéni
vztah uz neni stily, ale chova se jako mofe v bouii. Svét matematickych
funkci neni symetricky k znaménku inverze, podobné jako nas fyzikalni svét,
kde anticastice jsou Fidké jevy, které ihned anihiluji.

Eulerova gamma funkce se muze pouzit pro nalezeni aproximace faktorialn{
funkce pro velkd n. Stirlingova aproximace je

nl=n"e "V2mn . (7.14)

7.5 Index cyklickych permutaci

Po tomto odboceni se nyni vratime k permutacim nalezenim vzorcu urcujicich
pocet vsech cyklickych struktur. Cyklické struktury tvoii orbitu permutaci a
soucet pres v8echny orbity dava faktoridl. Orbita rozdéleni pocita vsechny per-
mutace cyklu s; délky k. Pokud existuje vice cyklu stejné délky, jejich délky
sk se nasobi. To dava ¢leny st k, kde ¢ je potet cyklu s,. Ruzné cykly stejné
délky se permutuji vzajemné mezi sebou, kdyz se jejich prvky zaménuji. Tato
zdmeény se pocitaji ¢asteénymi faktoridly ¢;!. Index cyklickych permutaci je

n!/anls}iak . (7.15)

Napriklad pro n = 4:

Orbita | Cyklicky index | Hodnota

4 41/114 6 Jeden cykl délky 4

31 4111131t 8 Jeden cykl délky 3,jeden cykl délky 1
22 41/212 3 Dva cykly délky 2

211 41/11°21 6 Jeden cykliim délky 2, dva cykly délky 1
1 41/411 1 ¢tyfi cykly délky 1

b 24
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Table 7.2: Stirlingova ¢isla prvého druhu

t 1 2 3 4 5 6 by
n=1 1 1
2 1 1 2
3 2 3 1 6
4 6 11 6 1 24
51 24 50 35 10 1 120
6 | 120 274 225 8 15 1| 720

7.6 Schémata permutaci

Zavedli jsme schémata orbit a nyni méame prvni moznost je pouzit pro indexovani
¢asteénych souctu cyklickych indexu. Tyto ¢dsteéné soucty jsou znamé jako
rozdilné kombinatorické identity. Nejprve usporadame schémata rozdéleni podle
poctu cykli v permutaci a délky nejdelsiho cyklu k. Napiiklad pro n = 6
dostaneme

15 45 15

n 1 2 3 4 5 6
k=6 | 120

) 144

4 90 90

3 40 120 40

2

1

1
Y| 120 274 225 8 15 1

Rédkové soucty naslednych schémat dévaji tabulku 7.2. Jeji prvky jsou
znamé jako Stirlingova éisla prvého druhu. Jejich jméno naznacuje, ze existuje
vice druhu Stirlingovych ¢éisel. Existuji v raznych vztazich, jak uvidime pozdéji.

Rekurence Stirlingovych ¢isel je

sij = (n—1)8i—1; + Si—1,5-1 - (7.16)

Vzorec byl vysvétlen popisem, jak permutaéni matice P,,_; se zvétsuji novymi
fadky a sloupci. Mdme (n — 1) mimodiagondlnich poloh v posledni Fédce,
které stépi (n — 1) rozmérnou permutacéni matici a prodluzuji néjaky exis-
tujici cykl, avsak neméni jejich pocet. Potom jednotkovy prvek lze pridat na
diagondle, avsak tato operace zvySuje pocet cyklu jednotkové délky. Timto
zpusobem dostaneme mezisoucty vice cyklickych indexti piimo beze zmén vsech
odpovidajicich orbit. Vzpomente si, Zze témto soué¢tum odpovidaji vrcholy,
hrany, a obecné n rozmérné podsimplexy plosného simplexu. Avsak zde Stépi
pouze jednu puvodni orbitu ve stfedu rovinného simplexu nebo centralni orbitu
v krychli (obr. 7.4).
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Figure 7.4: Centréalni orbita v 3 rozmérné krychli se stranami 0-2. Céry spojuji
body se vzdalenosti 2

abc
bac acb
cab bca
cbha
Table 7.3: Pocty pfemisténi
S 0 1 2 3 4 5 6 p
n=0 1 1
1 0 1 1
2 1 0 1 2
3 2 3 0 1 6
4 9 8 6 0 1 24
5 44 45 20 10 0 1 120
6

265 264 135 40 15 0 1| 720

7.7 Pocet premisténi

Jinou moznosti, jak poc¢itat permutace je pouzit pocet jednotkovych cyklia. Ten
se ur¢i podle jednotkovych prvka na hlavni diagonile jednotkové permutaéni
matice znamych jako nehybné prvky. Pocty rozdéleni se mohou ziskat podle
poctu jednotek v rozdélenich. S pouzitim této techniky pro usporadani do
tabulek permutacnich indexu, dostaneme sloupcové soucty znamé jako pocet
premisténi. Jsou ukazané v tabulce 77.

Rekurence je ponékud prekvapujici; pocet premisténi ¢isel se ziska z nulového
sloupce jeho nasobenim binomialnimi koeficienty

Tij = (;) Ti—j,0 (7.17)

Porovnej to s tabulkou 4.6 rozdéleni usporddanych podle poétu jednotkovych
casti. Nyni se tyto ¢asti jsou jen kombinuji s jinymi ¢dstmi. Prvky tabulky
15.120 rem ist i se ziskaji jako ¢leny ponékud slozitého vyrazu
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nl=14+1-1/1hn+1-1/11+1/2)nn—-1)+... (7.18)
ktery lze formulovat jako

n! =Y (=1/k)*(n)s . (7.19)
k=

(=)

Napifklad: 4! =14+0+1/2 x 124 2/6 x 24 +9/24 x 24.

Nyni je nutné alesponn vysvétlit, Zze binomialni koeficient (;) je pomeér tif
faktoridlu i!/j!(i — j)!. Jak se binomidlni koeficient ziskd, uvidime pozdéji.
Zde ddme priklad jak 5-t4 fddka tabulky 7.3 se ziskd pomoc{ rovnice (7.7):
1x44+5x9+10x2+10x14+5x0+1x1=120.

Pocty premisténi r;o pocitaji permutacni matice s ¢ fadky a sloupci, které
nemaji zddné jednotkové prvky na diagondle (zddny nehybny objekt). Tyto
matice se kombinuj{ s diagonélni jednotkovou matici I s (i — j) fddky a sloupci
vSemi moznymi zpusoby pocitanymi binomidlnim koeficientem.

Pocty premisténi r;y jsou znamé také jako subfaktoridly, ponévadz davaji
faktorialy podle nasledujici rovnice, jejiz ¢leny byly urc¢eny podle 7.7. Nyni jsou
vlozeny jako formalni mocniny subfaktoridlt r* = r;:

nl=(r;+1)" (7.20)

Je mozné formulovat rovnici (7.7) také v maticové formé jako piimy souéin

A(n!) =R x B, (7.21)

kde R je matice subfaktoridlu v radcich a B je matici binomidlnich koefi-
cientt. Invertovdnim formélnich mocnin dostaneme r(n)g = (k!™ —1). Vlozenim
(K™ = n! dostaneme vzorec

nl — (T) (n—1)! + (Z) (n—2)—.. .+ (Z) (n—n)! = (k)" (7.22)

To prejde pro n jdouci k nekonecnu

nll—141/21-1/31+..]=n"/e", (7.23)

kde e je zékladna prirozenych logaritmu. Tento pfiblizny vzorec dava hrubou
Stirlingovu aproximaci faktoridli velkych ¢isel. Srovnej s pfesnym vzorcem
(7.4).

Meli bychom zminit jesté jinou formalni notaci pro subfaktoridly. Je to

notace teorie koneénych diferenci?.

ro(n) = [E — 1]"0! = A"0! . (7.24)

2Bude to vysvétleno v podkapitole 9.4.
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Table 7.4: Pfirazend Stirlingova ¢isla prvého druhu

ifo 1 2 3[s=r
i=0 | 1 1
1 0 0
2 1 1
3 2 2
4 6 3 9
5 24 20 44
6 120 130 15| 265

Zde A™ neni diagondlni matice, ale diference n-tého stupné, nebo n krat se
opakujici diference zakladniho stavu FE.

Setkame se s pocty premisténi opét v kapitole 14.

Existuje jesté jind rekurence pro subfaktoridly

Tno = Nrp—1,0 + (—1)” (725)

napiiklad 5 x 9 — 1 = 44; 6 x 44 + 1 = 245. Kdyz se vratime k schématu
rozdéleni v tabulce 7.3 a pteklasifikujeme permutace bez podle poétu cyklu,
nebo, kdyz vynechdme z puvodniho schématu (tabulka 7.2) vSechny permutace
s jednotkovymi cykly, dostaneme tabulku 7.4 pfifazenych Stirlingovych cisel
prvého druhu.

Rekurence je

ait15 = ifaij + ai-1-1] - (7.26)

Rekurence je opét opravnéna moznostmi, jak pfipojit novy prvek k exis-
tujicim cyklim. Bud jej muzeme vlozit do existujiciho cyklu nebo lze vytvorit
novy cykl. Je jednodussi to formulovat pro (i + 1) matice. V (i + 1) rozmérné
matici mame ¢ moznosti mimo diagondlu, jak pfipojit novy prvek k existujicim
cyklum. Nebo muzeme piidat novy dvou rozmérny cykl k maticim s (i — 1)
radky se stejnym poCtem moznosti.

7.8 Eulerova cisla

Nemame vycerpany vSechny moznosti jak klasifikovat permutace. Jina statis-
tika pocitd pocet segmentu permutace, ve které jsou jeji prvky uspoirdddny
podle svého prirozeného porddku jako vzestupné indexy. Napiiklad permu-
tace(357168942) se stépi do ¢tyT segmentu 357/1689/4/2. Rekurence této statis-
tiky, znamé jako Eulerova ¢isla, je:

e1n1 =1;e; =jei—1;+ (Z -7+ 1)61'_17]'_1 . (727)
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Table 7.5: Eulerova ¢isla

jl1r 2 3 4 5 6 by
i=1 |1 1
211 1 2
311 4 1 6
411 11 11 1 24
511 26 66 26 1 120
6|1 57 302 302 57 1| 720

Table 7.6: Mac Mahonova ¢isla

kfo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n=1 |1

211 1

3|1 2 2 1

411 3 5 6 5 3 1

51 4 9 15 20 22 20 15 9 4 1

Pokud déme i-ty prvek na konec kazdého segmentu, pocet segmentu zustava
nezménény. Pokud jej ddme na prvé misto, zvétsujeme pocet segmentti. Podobné
pokud jej dame dovnitt existujictho segmentu, ten se potom $tépi do dvou seg-
mentu. Uvnitf segmentu je (i — j) mist. Alternativnim vykladem je, ze tato
statistika pocita prvky permutacnich matic, které jsou nad hlavni diagonalou.
Zde index j jde od 0 do (n — 1). Odpovidajici matice je tabulka 7.8.

Otézka: Jak lze interpretovat inverzni funkce Eulerovych ¢isel?

7.9 Mac Mahonova c¢isla

Doposud jsme secitali permutace jako objekty. Nyni budeme urcovat jejich mo-
menty vyjadfené poctem inverzi v permutaci. Poc¢itaji se podle poc¢tu nulovych
prvki nad jednotkovymi prvky, které jsou pod hlavni diagonélou jako v piikladé,
kde 4 na prvni misté ma 3 inverze a 3 na druhém misté pouze 2

z xz 1 0
z x 0 1
z 1 0 0
1 0 0 O

Permutace klasifikované podle této metody dévaji Mac Mahonova ¢isla jako
v tabulce 8.5.

Vsimnéte si, ze zde parametr k nekonéi ¢islem n avSak pokracuje k hodnoté
n(n —1)/2. Je to jako kdybychom secitali tyto hodnoty na diagonéle ¢tverce.
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Figure 7.5: 24 permutaci fady abcd. Jsou rozdéleny do ¢ty mnozin za¢inajicimi
kapitalkami. Usporadejte zbyvajici tii symboly a vSechny permutace na kouli

Maximéaln{ moment k je soucet hodnot (i — 1), kde i jde od 1 az k n

En: (i—1)= (Z) : (7.28)

=1

Rozdéleni momentu je symetrické, tedy prvky matice jsou ve vztahu jako

Mgk = My [i(i—1)/2]—k - (7-29)

Rekurence Mac Mahonovych ¢isel m;; je

my =Y (m—kn—1); myg=1 (7.30)
k=0
nebo pro k < i:
Mij = Mi—1,5 + M j—1 - (7.31)

Pokud pridame k mensi permutaéni matici jednotkovy prvek na posledni
misto diagondly, nemeéni se soucet premisténi. To dava ¢clen m,;_; ;. Matice
sectené ¢lenem m; ;1 jsou soucty prvkil predchozich fddek, jejichz momenty
jsou zvysené pri¢tenim nového prvku v odpovidajicim sloupci. Maji pozadovany
rozmér. Jejich momenty jsou zvysSené permutaci posledniho prvku do prvého
sloupce.

7.10 Spearmanuv korelaéni koeficient

Soucet rozdili poloh vSech objekti permutovany ve srovnani se zakladni jed-
notkovou permutaci je vzdy 0. Tyto rozdily mohou byt bud kladné nebo
zdporné. Soucet ¢tvercu rozdili musi byt nutné kladny. Tyto rozdily poloh
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mohou byt pojedniny jako vzdélenosti v krychli (viz obr. 7.4) pro t¥irozmérny
pifpad obr. 7.5 kde je nakreslen ¢tyfrozmérny piipad).

Referen¢éni bod: 1 2 3 4 5|2
Permutac¢ni bod: 5 2 4 3 1

(2-1) 4 0 1 -1 -410
Ctverce 16 0 1 1 16 | 34

Pokud podélime ziskané hodnoty nejvétsim moznym souc¢tem Ctvercu, ktery
je 40 pro n = 5, dostaneme hodnoty jdouci od 0 k 1, které charakterizuji per-
mutace a jsou znamé jako Spearmantv korelacni koeficient. Pouziva se pro
vyhodnoceni pravdépodobnosti ziskané poradkové statistiky.

7.11 Redukované grupy cyklickych permutaci

Doposud jsme pracovali s permutacemi, které se ¢etly pouze z jedné strany.
Vétsina nasich symbolia urcuje, z které strany se musf ¢ist(s nékterymi vyjimkami
jako jsou W, A, T, 8 a jiné symetrické symboly). Predstavte si nyni, Ze permu-
tace je reprezentované radou barevnych korédlku jako

(Gervend)-(modra)-(bild)-(zelend)-(zlut4)

Pokud najdeme takovou fadu nahodné, nemuzeme fici, z které strany ji
mame ¢ist. Vysledkem je, ze nemuzeme odlisit polovinu permutaci jako:

123 « 321; 213 « 312; 132 « 231 .

Jméno takové grupy, ktera je nerozlisuje ¢teni z obou stran je dihedrdlni.

Jesteé slozitéjsi situace vznikne, pokud fada barevnych koralku tvoii ndhrdelnik.
Potom nemuzeme nalézt ani smér ¢teni ani pocatek permutace. Tedy méame
nerozli§itelné permutace:

(123 — 231 — 312) « (213 — 132 — 321) .

Z problému spojenych s témito redukovanymi grupami zminime pouze ilohu
zasedacich poradki: n sezdanych dvojic by se mélo rozsadit u kulatého stolu
takovym zpusobem, Ze Zena mé sedét mezi 2 muzi nikoliv vSak vedle svého
manzela. Pro n = 4 existuji 2 zasedac{ pofadky (obr. 7.6).

Pocty zasedacich porddku M(n) jsou:

nl0 1 2
M(m) |2 -1 0

3 4 5 6
1 2 13 80

Zaporna hodnota u n = 1 je nutnd pro souhlas s rekurentnim vztahem:

(n —2)U, =n(n —2)Up_1 +nU,_o +4(=1)""". (7.32)
Napiiklad: 3U8 =15 x 2 +5 x 1 +4(—1) = 39; US = 13.
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Figure 7.6: Problém zasedacich poradku. Dva zasedaci poradky pro ¢tyti dvojice

B/E‘L\C C/%\D
d | ) bd ( ) b
Ny B

7.12 Grupy symetrie

Doposud jsme predpoklddali, ze vektory jsou definovany v multidimensionalnim
prostoru a ze pocet permutaci je uréen rozmérnost{ prostoru. Je mozné definovat
grupy, které jsou pouze isomorfni s néjakou Grupou S, cyklickych permutaci.
Jako ptiklad zavedeme grupu 6 matic se 2 fadky a sloupci, kterd je isomorfni s

Sg:

I D E

(1) (H) (A %)

A G P
(10 () (A )

Pokud ndsobime témito 2 rozmérnymi maticemi vektor-fadku zprava (nebo
vektor-sloupec zleva) jejich Euklidovskd délka zustdvé konstantni, nikoliv vsak
soucet jejich prvku. téinek téchto matic 1ze ukazat na jednotkové kruznici.
Operdtory I'a A jsou vzdjemné ortogondlni, jiné matice otaceji vektory o (2/3)m,
to je o 120 stupiiti, 0.5 je cos60°, v/3/2 = 0.866 = 30°.

Misto cyklu rozdilnych délek se objevuji v tifrozmérném geometrii nové
prvky symetrie.

Jsou tu osy otdceni. Pokud obrazek mé k rozmérnou osu otaceni, ma k
ekvivalentnich poloh a vrati se do své puvodni polohy po k translacich, které
jej otéaceji okolo osy.

Jinym druhem prvku symetrie je rovina zrcadlent, kterd odrazi obrézek jako
dvojstranné zrcadlo.

Tyto zakladni prvky symetrie se kombinuji rozdilnymi zptisoby a jejich systémy
jsou znamé pod rozdilnymi jmény.
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7.13 Vierer Gruppe
Jedna soustava 4 jednotkovych permutac¢nich matic 4 x 4 je:

I B

1 1

Pokud si predstavime, ze témito maticemi permutujeme vrcholy Ctverce
oznacené a, b, ¢, d, potom I je identita, kterd nechdavéd polohy rohu c¢tverce
nezménéné, A a C odrazeji podle rovin rovnobéznych se stranami ¢tverce B
otaci rohy ¢tverce okolo stiedu. Grupa obsahuje vSechny mozné souciny téchto
CtyT matic.

S grupou téchto ¢ty matic jsou isomorfni takové grupy matic, které se ziskaji
nasobenim jednotkové permutacni matice P zleva vhodnou matici a zprava jeji
inverzni matici

UPU '=P,; UU ' =1. (7.33)
S pouzitim Hadamardovych matic dostaneme jiné grupy ¢tyi matic

I B

-1 -1
-1 1

Vsimnéte si, ze odpovidajici matice v obou grupdch maji identické stopy,
které jsou zndmé jako charaktery grupy.
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Chapter 8

Naivni matice v dolni
trojuhelnikové forme

8.1 Jina faktorialni funkce

Dtive nez budeme studovat vSechny naivni matice N, budeme pracovat nejprve s
naivnimi maticemi v dolnd trojuhelnikové formé, které tvoii a podgrupu naivnich
matic. Zbyvajici naivni matice se z nich mohou ziskat permutovdnim sloupct
jednotkovymi permuta¢nimi maticemi P zprava. Pfipomerte si, ze naivni mat-
ice N maji jeden jednotkovy prvek v kazdé fddce. Pokud matice je v dolni
trojihelnikové formé, potom vSechny jeji nenulové prvky musi byt na nebo pod
hlavni diagondlou. Podobné, pokud matice je v horni trojihelnikové formé, po-
tom vSechny jeji nenulové prvky musi byt na nebo nad hlavni diagonalu. Ze
vsech permutacnich matic P pouze matice identity I ma trojihelnikovy tvar.
Avsak ta existuje soucasné v obou trojuhelnikovych tvarech jako vSechny di-
agonalni matice.

Existuje pouze jedno misto v prvé fadce dolni trojihelnikové formy pro
jednotkovy prvek, dvé mista jsou v druhé fadce a vzdy o jedno misto vice v
kazdé nasledujici fadce pro jednotkovy prvek. Tato situace je pravé opacné ke
konstrukci permuta¢ni matice. Tam se moznosti umisténi jednotkovych prvkua
snizovaly v kazdé fadce. Nicméné oba pristupy ddvaji stejny vysledek. Tedy ex-
istuje n! naivnich matic v dolnf trojihelnikové formé (nebo v pifpadé transpono-
vané naivni matice NT v hornf trojihelnikové formé). Transponované naivni
matice 1ze mapovat na body s pfirozenymi koordindtami v m rozmérné krychli.

Pokud ponechdme prvni sloupec jako falesnou proménnou (indexovanou jako
nulovy sloupec) pro stied soustavy koordindt: eg; = 1, naivni matice v dolni
trojihelnikové formé se muze srovnavat s ¢leny formalniho ndsobeni

(1 +a)(l+a+b)(1+a+...)= (zn: e;). (8.1)

99
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Vsechny transponované matice IN jsou umistény v m rozmérném pravouhlém
rovnobézniku, jehoz strany jsou 0,1,2,3, .., (n—1). S témito maticemi se budou
opakovat vsechny klasifikace jako u permuta¢nich matic. Matice s m fadky tvoii
v téchto paralepidech faktoridlni rovinné simplexy. Srovnej je s vytvorujicimi
funkcemi rozdéleni vysvétlenymi v podkapitole 4.10, kde pocet prvku se také
snizoval, avSak z jinych duvodua.

8.2 Klasifikace v klesajicim poradku

V predchézejici kapitole byly zavedeny Youngovy tabulky a porovnany s kon-
volucemi majicimi pouze cykly délky 1 a 2. Youngovy tabulky odpovidaji
naivnim maticim, jejichz ¢astecné sloupcové soucty jsou uspoiadané vzdy v
klesajicim poiadku:

k

Z Nij Z Z Mg j+1 - (82)

i=1 i=1

Napriklad dvé naivni matice n = 3 jsou vylouceny timto pravidlem:

>

B

o O O

1 00 1 0
01 0 1 0
01 0 0 1

A je vylouéené ponévadz b? > a, B je vyloucené ponévadz c > b°.

8.3 Stirlingova ¢isla prvého druhu

Tato ¢isla pocitaji naivni matice klasifikované podle po¢tu k prvku na hlavni
diagonale

snk = (M —1)sp—1k + Sn—1,k-1 - (8.3)

Pod diagondlou v n té fadce je (n — 1) mist, kterd lze piidat s k prvky na
hlavni diagonale bez zmény k. To nasobi prvni ¢len.

Pokud pfiddme 1,,,, zvySujeme pocet prvki na hlavni diagondle pocitanych
druhym ¢lenem. Viz tabulku 7.2.

To neni vSechno, co muze byt fe¢eno o Stirlingovych ¢éislech prvého druhu.
Pokud nésobime Stirlingova éisla prvého druhu pifmo mocninami 2/~! dostaneme
tabulku, jejiz fddkové soucty jsou stejné poloviné vyssiho faktoridlu (i 4+ 1)!/2
jako v
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1 2 3 4 5 by

m=1 1 1
21 1 2 3

31 2 6 4 12

41 6 22 24 8 60
5124 100 140 80 16 | 360

Kdyz nasobime Stirlingova &fsla mocninami 20 — 5), potom fadkové soucty
dévaji (2¢ — 1)!/i!2* nebo souciny m lichych ¢éisel 1 x 3 x 5 x .... Faktoridl je
zbaven sudych ¢isel.

1 2 3 4 5 by

m=1 1 1
2 2 1 3

3 8 6 1 15

4| 48 44 12 1 105
51384 400 140 20 1| 945

Pokud sloupce se nasobi sloupcem =+ stfidajicich se znamének, potom V
prvném piipadé fadkové soucty jsou nulové, vyjma m = 2, v druhém davaji
niz&f liché faktorialy!.

8.4 Eulerovy polynomialy

Eulerova ¢isla (tabulka 7.5) klasifikuji naivn{ matice podle poc¢tu k nenulovych
sloupci. Miuzeme pfidat novy prvek v posledni fadce do k uz obsazenych
sloupcu nebo jej muzeme dét do (n — k) neobsazenych sloupcu. Je jasné, ze
index k zde nemuze byt 0, jak bylo vyhodné u permuta¢nich matic.

Eulerova ¢isla jsou jen pocatek série polynomidlu E,(r) kde r = 1. Eu-
leruv polynomidl E,,(2) se ziskd ndsobenim kazdého predchoziho sloupce, vyjma
prvého, mocninami 2 jako kdyby prvky naivni matice ve sloupcich mély znaménka
=+ a v8echny kombinace znamének byly pfijatelné a nalezly se rozdily nasledujicich
se sloupcu. Vysledna ¢&isla jsou uvedena v tabulce 8.1, jejiz prvky jsou rozdily
matice ziskané nasobenim matice Eulerovych ¢isel matici m-té mocniny 2:

1 1 1 1 1 -1
2 2 -1
4 4 1
8 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 3 3 3 1 2
1 4 1 1 9 13 13 1 8 4
1 11 11 1 1 23 67 75 1 22 44 8

ITo je uvedeno bez diikazu. Ditkaz bude ukdzan pozdéji.
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Table 8.1: Eulerovy polynomiély E,(2)

k|1 2 3 4 5 6 by
n=1 |1 1
211 2 3
311 8 4 13
411 22 44 8 (0]
511 52 264 208 16 541
6|1 114 1208 2416 912 32 | 4683

radkové soucty tabulky 7.1 jsou zajimavé. Generuji se ptimo formalni rovnici

[1+ E(k)]™ = 2E(m) (8.4)

kde E(k)! = E(i) a E(0) = 1. Potom

28(1) = (é)E(O) + G)E(l) , (8.5)

z toho E(1) = 1 a tak ddle. Tato ¢isla se budou objevovat pozdéji mnohokrat
jako rozdily tplnych rovinnych simplexi, avsak zde se objevuji jako rozsifeni
faktoridlnich simplexu nebo jako maticovy soucin Eulerova ¢isla s diagondlni
matici mocnin 2771,

8.5 Mac Mahonova cisla

Tato statistika (tabulka 7.6) po¢itd naivni matice podle jejich momenta (nebo
pocitdnim prézdnych mist ve vSech fddcich k prvnimu jednotkovému prvku),
které se ziskaji ndsobenim naivn{ matice diagondlni matic{ s indexy A(j — 1).
Rekurence se ziska z mensich matic opakovanim élenu n krat predposledni fadky
tabulky Mac Mahonovych ¢isel se stejnymi nebo zvySenymi momenty. Pokud
jednotkovy prvek v posledni fadce se umisti v prvém sloupci, moment zustava
stejnd a zvysi se az na (n—1), pokud se umisti v n-tém sloupci. Z kazdé matice s
(n—1) fadky vznikne n novych matic. Jejich momenty se pocitaji jako napiiklad
pro n = 5:
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Table 8.2: Stirlingova ¢isla druhého druhu

ifT 2 3 4 5 6] %
n=1 | 1 1
211 1 2
311 3 1 5
411 7 6 1 15
501 15 25 10 1 52
6|1 31 90 65 15 1| 203

Momenty: (O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 tadky a sloupce | 1 3 5 6 5 3 1
¢len 6 1 1 1 1 1
¢len 5 3 3 3 3 3
¢len 4 5 5 5 5 5
¢len 3 6 6 6 6 6
¢len 2 5 5 5 5 b
¢len 1 3 3 3 3 3
¢len0 |1 1 1 1 1
Mac Mahonova ¢éisla | 1 4 9 15 20 22 20 15 9 4 1

Toto schéma dava automaticky faktoridly.

8.6 Stirlingova ¢isla druhého druhu

Kdyz se podivame na sekvenci aac, vidime, Ze v jeji matici chybi sloupec b. Vy-
loucili jsme takové fady jako chybné Youngovy tabulky nebo konvoluce, avsak
fady jako abb nebyly také mozné, kde b se objevilo dvakrat a a pouze jed-
nou. V téchto dvou piipadech existuje rozdil: Pokud nejsou vSechny sloupce
obsazené postupné, preskakujeme v prostoru nékteré polohy. Budeme tedy
nyni poéitat vSechny naivni matice v dolni trojihelnikové formé s postupné
obsazenymi sloupci. Jejich rekurence je

s11=1; si5 =Jsi—1,j + 8i—1,-1 (8.6)

Je mozné umistit novy prvek do j uz obsazenych sloupcu a existuje pouze
jedna moznost, jak zvysit pocet obsazenych sloupct. Timto zpusobem dostaneme
tabulku ¢fsel, kterd jsou zndmé jako Stirlingova c¢isla druhého druhu (tabulka
8.2).

Stirlingova ¢isla druhého druhu jsou inverzi Stirlingovych ¢isel prvého druhu.
Podobné Stirlingova &isla prvého druhu jsou inverze Stirlingovych ¢isel druhého
druhu. Inverze se ziskd, kdyz jedna ze dvou matic ( Tabulka 7.2 a Tabulka 8.2)
se nésobi stiidajicimi se znaménky (—1)~7.
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Stirling nalezl ¢isla nesouci jeho jméno, kdyz srovndval mocniny jakéhokoliv
¢isla ¢ s jeho faktoridinimi momenty (t); definované souéiny

(O = tt — 1)t —k+1). (8.7)

Stirlingova ¢isla prvého druhu transformuji souéty a rozdily mocnin do fak-
toridlnich momentu jako v: (4)3 =24 = 2 x4 —3 x 16 + 1 x 64. Stirlingova
¢isla druhého druhu prevadéji soucty faktoridlnich momentii na mocniny jako v:
43 =64 = 1x4+3x12+1 x 24. Zde t miiZze nahrazovat racionaln{ (iracionalnf)
cisla.

Fadkové soucty Stirlingovych ¢isel druhého druhu, které poéitaji naivni mat-
ice v dolni trojuhelnikové formé s postupné obsazovanymi sloupci se ziskaji jako
samovytvorujici funkce

S(n) = (S; +1)" !, kde S" = S; (8.8)

nebo s pouzitim matic. Potom ¢isla S(n) se ziskaji na diagondle soucinu.
Muzeme déle nasobit sou¢iNa diagonale matici indexu, abychom dostali mo-
menty

1 1 1 111
1 2 3 2
1 3 3
1 4
1 1 1 1 1171 2 3 4
1 1 1 2 3 4|1 4 9 16
1 1 2 1 2 5 10| 1 4 15 40
11 2 5|1 2 5 1|1 4 15 60

Vsimnéte si, ze matice Stirlingovych soué¢tu za¢ina se dvéma 1 a na diagonale
sou¢inu je pouze jedna 1 a potom bezprostiedné nésleduji vyssi soucty. V
kone¢ném soucinu se nasobi souc¢et odpovidajicimi mocninami. Pokud oznac¢ime
matice binomidlnich koeficientti jako BT, potom miizeme povazovat jejich soucin
s diagondlni matici A(4) za logaritmickou diferenci d(logS), podobné jak byla
odvozena v podkapitole 6.4. Inverzni matice sou¢tu Stirlingovych ¢isel druhého
druhu ma prvky:

sj_j1 =1 sj:ll’j = —[S;-1/5;]; sij =0, jinak . (8.9)

Ukéazali jsme jeden vztah mezi Stirlingovymi ¢isly druhého druhu a bi-
nomialnimi koeficienty. Avsak zde se objevuje jesté jiny vztah. Diference dvou
naslednych souctu Stirlingovych ¢isel je vytvorena opét binomem

AnSn = Sn - Sn—l = (Sk+1 + 1)”72(810)
kde opét vlozime S* = Sj,. Napifklad: Sg— S5 =1x14+4x2+6x5+4 x
1541 x 52 = 151.
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Table 8.3: Diference Stirlingovych ¢isel druhého druhu

if1 2 3 4 5 6] %
m=1 | 1 1
210 1 1
310 2 1 3
410 4 5 1 10
500 8 19 9 1 37
6|0 16 65 55 14 1151

Stirlingova ¢isla druhého druhu jsou definovany formalni vztah

Alm)" =m™ 1+ 1/m)" P+ (1 +1/m)" 2.+ (1-1/m)° . (8.11)

Vlozenim m = 1, dostaneme &isla S(n,2) : A, 1" = 1727~ 2n=2 4+ 20].
Jina ¢isla jsou odvozend vztahem

A" = (m + 1)A7n1n—1 + Am—lln—l (812)

pod podminkou A%1° = 1.
Rozdily Stirlingovych ¢&isel druhého druhu

S(m,n) — S(m —1,n) = A"~ 12m (8.13)

tvofi tabulku 8.3.

Naptiklad: A225 =8[(3/2)% + (3/2)% + (3/2)! + (3/2)°] = 65.

Toto ¢&islo poé¢ita naivni matice v dolni trojihelnikové formé s 3 obsazenymi
sloupci a 6 tadky, ziskané z 15 matic pocitanych S(5,2) priddnim jednotkového
prvku do tfetiho sloupce a 2 x 25 matic poéitanych S(5, 3) zvétsenych prictenim
nového jednotkového prvku do jednoho ze dvou prvych sloupcu. Stirlingova
¢isla druhého druhu se ziskaji v bellidnech. Bellian se je déleni mnoziny do ¢asti
zndmych jako ranky. Napiiklad mnozina X = a,b,c md ranky rank 1 = (a; b;
c) rank 2 = (a,bc; b, ac; ¢, ab) rank 3 = (a, b, c).

8.7 Substirlingy

V analogii se subfaktoridly definovanymi v podkapitole 7.6, zavedeme ¢isla, ktera
budeme nazyvat Substirlingy. Pocitaji naivni matice v dolni trojuhelnikové
formé s postupné obsazenymi sloupci v jiném uspofadéni, podle poc¢tu sloupcu
obsahujicich pravé jeden nenulovy prvek. Uk&zali jsme, ze takové orbity jsou
rozdily rovinnych simplext, tedy také nyni tyto matice tvoii diference. Jejich
matice je v tabulce 8.4 ktera je doplnéna fadkou a sloupcem indexovanymi od
0. Napiifklad: s49 = 4 pocitd N : a?, a?b?, abba, abab.
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Table 8.4: Substirlingy

n| 0 1 2 3 4 5| X
n=0 1 1
1 0 1 1
2 1 0 1 2
3 1 3 0 1 5
41 4 4 6 1 15
5111 20 10 10 0 1|52

Nyni se zde opét objevily binomidlni koeficienty jako vytvorujici faktory.
Naivni matice bez jakychkoliv sloupcu obsahujicich pouze jeden jednotkovy
prvek se kombinuji s n sloupci s pouze jednim jednotkovym prvkem a vysledek
dava prvky matice. Tedy sou¢tum Stirlingovych ¢isel druhého druhu se ziskaji
formalnim binomem:

Sn = (sno +1)", kde s* =50 . (8.14)

Jind moznost, jak se ziskaji Stirlingova ¢isla druhého druhu, je piimé poéitani
odpovidajicich matic uspofadanych podle mocniny a. Napftiklad:

a
ab aa
abb, abc; aab, aba; aaa

Dostaneme tabulku, kde naivni matice jsou uspofdddny podle Fadkiu ob-
sahujicich symbol a. Opét se tyto matice ziskaji ndsobenim nizsich matic (bez
tohoto symbolu) binomidlnimi koeficienty ukazujici kombinatorické moznosti:

iT1 2 3 4 5 6] %
m=1 | 1 1
21 1 1 2
3] 2 2 1 5
415 6 3 1 15
5015 20 12 4 1 52
652 75 50 20 5 1203

Substirlingy jsou zase soucty asociovanych Stirlingovijch c¢isel druhého druhu,
kterd pocitaji naivni matice v dolni trojihelnikové formé bez prazdnych sloupct
majici sloupcové soucty alesponn my = 2. Jejich rekurence je danéd vzorcem

aij = jai-1;+ (i —1)ai2;1 (8.15)

a jejich hodnoty jsou uvedeny v tabulce 8.5.
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Table 8.5: Asociovand Stirlingova ¢isla druhého druhu

jlo 1 2 3| X
m=0 | 1 1
110 0 0
2 1 1
3 1 1
4 1 3 4
) 1 10 11
6 1 25 15|41

Figure 8.1: Tii statistiky. A je Eulerova, B je Mac Mahonova, C je Stirlingova.
Usporadané fady jsou a, horizontdlni symbol, vertikalni symbol

A B C
c f2] [3]
b (2] 2] (O 21 [ [2]

a [1] [2] [o] [1] [1] [2]
a b a b a b

8.8 Prostor ctyr statistik

Mapovali jsme naivni matice v dolni trojihelnikové formé na body pravoihlych
n rozmérnych rovnobéznikia. Tyto body jsou klasifikovany tfemi rozdilnymi
statistikami Eulerovou, Stirlingovou a Mac Mahonovou, ve 3 smérech. stépi
prostor za Euklidovskym. Tyto statistiky rozdéluji body odlisné, jak je ukazané
na obr. 8.1 pro tfirozmérném prostor a na schématu pro ¢tyf rozmérny prostor
(tabulka 8.6).

Srovnavali jsme tii statistiky, avSak ¢tvrta se zde objevila, na diagonale
Stirlingovy a Eulerovy statistiky. FEulerova ¢isla déli naivni matice v dolni
trojihelnikové formé podle po¢tu obsazenych sloupct. Stirlingova ¢isla druhého
druhu pocitaji matice s fadky obsazenymi postupné a tyto matice se objevuji
na prufezu obou statistik. Eulerova statistika §tépi 6 naivnich matic v dolni
trojihelnikové formé s jednim jednotkovym prvkem na diagondle do tii skupin,
Stirlingova ¢isla vyhodnocuji odlisné naivni matice v dolni trojuhelnikové formé
s dvéma jednotkovymi prvky na diagondle.

Nevim, cosi myslite o téchto koincidencich. Euklidovsky prostor je plny
prekvapeni. Zda se byt zivy, pokud se jej pokousime analyzovat, nové vrstvy
Ptolemaiovi, ze neexistuje zadna jina cesta do jeho prostoru nez jeho axiomy.
Ruzné kombinatorické funkce vedou timto bludistém jako Ariadnina nit.
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Table 8.6: Schéma ctyf statistik pro Ny v dolni trojihelnikové formé

Stirling I Mac Mahon
6
8
3 6
1 1 3 5 6 5 3 1
Euler 111
114 7 1 2 5 3
11 ] 1 4 6 3 4 4
1 1
6 11 6 1| Stirling IT




Chapter 9

Kombinatorika prirozenych
vektoru

9.1 Binomialni koeficient

Binomidlni koeficient je specidlni piipad polynomialniho koeficient. Tato definice
je neplatna avsak odpovidd faktum. Dvourozmérny prostor je specialnim piipadem
multidimensionalniho prostoru.

Kdyz se binom, feknéme (a + b), ndsobi sdm sebou m krit a ¢leny soucinu
se seskupi, dostaneme naptiklad:

(a+b)* = a* + 4a®b + 6a*b* + 4ab® + b* .

Prvni ¢len 4 u a®b poéitd fady aaab, aaba,abaa a baaa, tfet{ ¢len 4 u ab?
pocita rady abbb, babb, bbab a bbba. Binomidlni koeficient je napsan jako
¢islo m umisténé nad ¢islo k v zédvorkach

(?) . (9.1)

Binomiéln{ koeficient je sou¢inem tif faktoridlu m!, k!_q, (m — k)!_;. Tedy

HREN

9.2 Polynomialni koeficient

Rozdéleni ¢isla m do n ¢asti je n rozmérny vektor m, jehoz prvky jsou uspoiddané
v klesajicim pofddku, m; > mjyi. 7 tohoto vektoru se mohou generovat
vSechny jiné vektory na dané orbité, kdyz se jeho prvky permutuji jednotkovou
permutacéni matici pusobici na vektor rozdéleni zprava. Témto vektorum odpovidaji

109
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skaldrni sou¢iny naivni matice N s jednotkovym vektorem fadkou JT nebo
kvadratickd forma NTN, protoze

JIN=J"NTN. (9.3)

Existuje n! permuta¢nich matic avsak nikoliv tolik permutovanych vektoru
sloupcu, kdyz nékteré prvky vektoru fadky nejsou rozlisitelné. Vektory stejné
délky my sméfuji ke kouli a pokud se otaci, jejich permutace jsou nerozlisitelné.
Pokud vsechny prvky vektoru jsou stejné, potom zadné permutace nem4 jakykoliv
ucinek na vektor rozdéleni.

Rozdélime prvky vektoru do dvou skupin, jedné se vSemi nulovymi prvky,
to je ng prvky, druhé skupiny se vSemi zbyvajicimi (n — ng) prvky. Pocet
moznych permutaci se snizi z faktoridlu n! na binomiéln{ koeficient (&), nebo
n!/nol(n — no)!.

V piistim kroku vydélime druhou skupinu vektoru s délkou 1, jejich pocet je
ny. Vsechny jiné vektory se sectou tfetim ¢lenem (n—ng—nq) a odpovidajici per-
mutace binomidlnim koeficientem (n — ng)!/n1!(n —ng — n1)!. Timto zpusobem
budeme pokracovat, az vSechny mozné hodnoty my, se vycerpaji. Pokud néjaké
ng = 0, potom vyhodné 0! = 1 a odpovidajici ¢len je netuc¢inny. Na konci
dostaneme soucin binomidlnich koeficienti:

<"o’(nni no)!) ((n Enn; ﬁ)7!11)!> <n2!(7in__nzo__n?lz! nz);) a

<(” ~Lizy ”’““) (0.4

N, 10!

Stejné faktoridly se objevuji postupné jako délenci a délitelé. Kdyz se vyrusi,
ze soucinu binomidlnich koeficientu zbyva polynomidlni koeficient

n!/ H ng! (9.5)

k>0

Budeme jej nazyvat polynomidlni koeficient pro n permutace ponévadz se
ziska permutovanim n sloupcu. Pozdéji zkonstruujeme jiny polynomidlni koefi-
cient pro permutace fadku naivni matice.

Omezili jsme index k dolni limitou 0. Koeficient by se mohl ve skute¢nosti
pouzivat také pro vektory se zapornymi prvky. Pocty ng shodnych vektoru jsou
vzdy kladné, i kdyz samotné vektory jsou zdporné. Polynomidlnim koeficien-
tem (9.2) pocitdme body na orbitdch rozdéleni kladného kénusu n rozmérného
prostoru.

Prosim, vSimnéte si dulezitosti tohoto kroku. Zname vektor m pfesné,
avSak nahrazujeme jej odpovidajicim rozdéleni. VSechny body na dané orbité se
povazuji za ekvivalentni. Nahrazeni vektoru m rozdélenim je logickd abstrakce.
Muzeme pokracovat déle, rozdéleni se srovnava s analytickou funkci a orbita se
popisuje hustotou rozdéleni.
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9.3 Simplexové soucty polynomialnich koeficientu

Nyni je mozné pouzit opét schémata rozdéleni a studovat soucty polynomialnich
koeficientu na v8ech orbitdch rovinnych simplexu, to znamend, vsech piirozenych
n rozmérnych vektoru s konstantnimi souéty m.

Celkové soucty jsou znamé v kombinatorice jako rozdéleni m nerozlisitelnych
véci (objektu) do n prihrddek. Sectou se binomidlnim koeficientem

Sl T ! = (m+n’z_1> - (mef) (9.6)

k>0

Oba binomidlni koeficienty jsou ve skutec¢nosti rozdilné formy jednoho ko-
eficientu. Nejsnadnéji se tento binomidlni koeficient ziska sledovanim vsech
moznosti m véci do fadky (n — 1) (objekty druhého druhu) predstavujicich
deélici stény oddilu. Existuje (m + n — 1) objekti dvou druhu a vysledkem je
jednoduse dany binomidlni koeficient. Kdo neni uspokojen timto vykladem,
muze dokdzat (9.3) dplnou indukct.

Testovali jsme vztah u jednoduchych piipadu a fungoval dobte. Tedy predpokladejme,
ze plati pro vSechny n rozmeérné vektory s (m — 1) prvky a pro vSechny (n — 1)
rozmérné vektory s m prvky. Pouzijeme proposici pro poc¢itani bodu se soucty
m v n rozmérech. Tyto body rozdélime do dvou odlisnych podmnozin. V jedné
podmnoziné budou vSechny body majici jako posledni prvek 0. Vsechny jsou
jasné v (n — 1) rozmérném podprostoru a pocitaji se binomidlnim koeficientem
(m+7:_2). V druhé podmnoziné se pocitaji vektory majicich jako posledni prvek
alespori 1. Ty se ziskaji z rozdéleni (m — 1) véci do presné n ¢dsti prictenim
1 k prvému prvku. Toto pfiddni neméni odpovidajici pocet bodu (mntfiz)
Vysledek je tvoten souctem 2 binomidlnich koeficientu a ovéfi se vypoctem

<(T1Inn_2§!) !> * ((n(:j;(n E)i)!> -
((m+n—2)![(n—1)+m]):<m+n—1). 0.7)

ml(n —1)! m

Jako bylo feteno, nebudou nés zajimat vektory se zdpornymi znaménky,
avsak je pouc¢né ukazat vysledky podle dolni limity hodnoty r, kterd se objevuje
jako parametr (1 — r) ¢lenu n v binomidlnich koeficientech. Hodnotu r lze
povazovat za faktor diferencujici simplex

Dolni limita -1 0 1 2

R B Gsie By B Gy

n—1 n—1 n—1 n—1

Body simplexu (

Binomialni koeficienty (m+n§_1) jsou zndmé jako trojuhelnikova ¢isla. Pocitaji

body 3 rozmérnych rovin, coz jsou rovnostranny trojuihelniky.
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Table 9.1: Van der Mondova identita

k|1 2 3 4 5 6 by
m=1 |1 1
2|2 1 3
3|13 6 1 10
414 18 12 1 35
515 40 60 20 1 126
6|6 75 200 150 30 1 | 462

9.4 Diference normalizovanych simplexu

Spocitali jsme piimo body rovinnych simplexu, nyni pouzijeme schémata rozdéleni
a vlozime do nich polynomiélni koeficienty, podobné jako jsme to provedli u cyk-
lickych indext v kapitole 7. Omezime se na piipady, kdy m = n. Jako piiklad
dame schéma pro m =n = 6:

na | 1 2 3 4 5 6
m=6 | 6

5 30

4 30 60

3 15 120 60

2 20 90 30

1 1
> 16 75 200 150 30 1

V prvém sloupci se pocitaji vrcholy rovinného simplexu, v druhém sloupci
body na 2 rozmérnych hrandch, v tfetim sloupci body jeho 3 rozmérnych stran.
Pouze posledni bod lezi uvniti 6 rozmérné roviny, viech ostatnich 461 bodu lezi
na jeho hranicich. To je dosti prekvapujici vlastnost velmi rozmérnych prostoru,
ze obalka jejich normalnich rovinnych simplexu je tak velkd. AvSak nesmime
zapomenout, zZe obvykle mn potom existuje vice bod uvniti nez na hranici.

Sloupcové soucty néslednych normalizovanych rovinnych simplexu lze uspoiradat
do tabulky 9.1, jejiz fadky jsou znamé jako Van der Mondova identita.

Prvky v kazdé fadce lze zapsat jako souciny dvou binomidlnich koeficientu,
napiiklad 75 = (6!/4!2!) x (5!/4!1!). To je specidlni piipad identity

TZ(:C (k?z) (mz_k> - (mg k) = (m:n; 1) (9.8)

Soucet souc¢inu dvou binomialnich koeficientu 1ze zapsat jako formalni moc-

niny binomidlu
((m) 1) _ (m + n) (9.9)
2 m
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Table 9.2: Diference podle jednotkovych prvku

12 3 4 5 6| X

ny 0
m=0 1 1
1 0 1 1
2 2 0 1 3
31 3 6 0 1 10
4110 12 120 1 35
5125 50 30 20 0 1 126
671 150 150 60 30 O 1| 462

Tento vztah pocitd body rovinnych simplext v jednom sméru. Jeho specidlnim
ptipadem je Waltisova identita pro m = n:

n/2

() - ()

Interpretujeme ji m, ve které prvni vektor je zakofenén a pouze (n—1) jinych
vektoru se permutuje. Napiiklad:

Orbity | 4000 | 3100 1300 2200 | 2110 1210 | 1111 | 5.
Body 1 3 3 3 3 6 T |20
Pocty | 1 9 9 T |20

9.5 Diference podle jednotkovych prvkua

Kdyz uspofdddme schémata rozdéleni podle poctu jednotkovych vektoru nq,
dostaneme diferenci rovinného simplexu. Naptiklad pro m =n = 5:

ny 0o 1 2 3 4 5
m=> 5

4 20

3120 30

2 30 20

1 1

> 125 50 30 20 0 1

Vysledné sloupcové soucty polynomialnich koeficientt se zobrazi v tabulkové
formé v tabulce 9.5

Cisla b;p tvori vektory bez jednotkovych prvku. Ty lze nazvat podrovinnd
¢isla, protoze generuji po¢et bodu normélniho rovinného simplexu nasobenim
binomidlnimi koeficienty:
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(9.11)

m

(b +1)" = <m+n—1)

Existuje (n—k) rozmeérnych vektoru bez jednotkovych prvka avsak s nulovymi
prvky. Jejich (n — k) prvka se kombinuje s k jednotkovymi prvky. Kdyz

m # n, potom tyto vztahy jsou slozitéjsi. Odpovidajici podrovinna c¢isla se
ziskaji vypocty rozdéleni bez jednotkovych ¢asti. Pocatek tabulky je

n|0 1 2 3 4 5 6
m=0 |1 1 1 1 1 1 1
110 0 0 0 0 0 O
210 1. 2 3 4 5 6
310 1.2 3 4 5 6
410 1 3 6 10 15 21
510 1 4 9 16 25 36
6/0 1 5 13 26 45 71

Jeji hodnoty b(i, j) pro malé m jsou:
e b(0,n) = 1;

e b(l,n) =0;

[ ]
o
—
=
=}
~—
I

+(3) =07
e b(5n) =
e b(6n) = () +3(5) +3(3) = (n* —n)/2.

Podrovinné ¢isla se zde objevuji na diagondle. Prtiklad jejich aplikace pro
m =4, na = 6:

21+6x5+15x4—|—20><0+15><1:126:(i)‘

Vektory bez jednotkovych prvki se kombinuji s jednotkovymi vektory.

9.6 Diference podle jednoho prvku

V schématech rozdéleni se poc¢itaji body na sférickych orbitdch. Orientujeme
rovinny simplex ve sméru jednoho vektoru a potom diferencujeme rovinu podle
pouze jednoho zvlastniho vektor x. To lze ukazat na 2 rozmérném komplexu:
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Figure 9.1: Diference rovinného simplexu. Je tvofena jednim vrcholem, jednou
neuplnou hranou, jednou neuplnou stranou, atd.

(0]
O O

Mg 0 1 2 3 4 5| Orbita

Body |0 | ¥ * * x * % 0,m
1 * * * * 1’(m_1)
2 * * * * 2’(m_2)
3 ¥ kx| 3(m03)
4 * % |4 (m-4)
5 * | 5,(m-5)

Pocet 1 2 3 4 5 6

2 rozmérny komplex tvoif 3 rozmérném simplex a jeho body pro rozdilné
hodnoty vektoru a se pocitaji sloupcovymi soucty. Je to podobné situaci, kdyz
body (n-1) rozmérného komplexu se pocitaji pro rozdilné hodnoty m, my, jdou
od 0 k m. Body se pocitaji binomialnimi koeficienty (m+1572). Naptiklad pro
n=m=7":

mp 0 1 2 3 4 5 6 7
Binomialn{ koeficient | 792 462 252 123 56 21 6 1

Dostaneme identitu

é (m +:_2) = (m +7Z_ 1) (9.12)

Nyni zavedeme jinou diferenci.

9.7 Diference A(n) rovinnych simplexu

Doposud se permutovaly nulové prvka s jinymi prvky. Vylouéime nulovy prvek
a pocitdme pouze existujici (nenulové) vektory a nikoliv virtudlni vektory. To
znamend, ze pocitdme postupné vSechny k rozmérné vektory (k = 1 az n) s
konstantnimi soucty m. Pokud nakreslime ¢tyfstén (obr.??), potom seéitand
mnozina bodu je tvorena jednim vrcholem, jednou hranou bez druhého vrcholu,
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Table 9.3: Matice binomidlnich koeficientu B

k|1 2 3 4 5 6| %
m=1 | 1 1
211 1 2
3|11 2 1 4
411 3 3 1 8
5|11 4 6 4 1 16
6|1 5 10 10 5 1|32

Table 9.4: Matice BBT binomidlnich koeficient

k{1 2 3 4 5) 6
m=0 |1 1 1 1 1 1
111 2 3 4 5 6
211 3 6 10 15 21
311 4 10 20 35 56
411 5 15 35 70 126
511 6 21 56 126 252

vnittkem jedné strany a Ctyfrozmérnym jadrem. V kombinatorice jsou tyto
vektory znamé jako kompozice. Ty lze usporadat do schémat rozdéleni. Pro
m = 5 dostaneme:

n|1 2 3 1 5 Y
m=5 | 5 1
4 41:14 2

3 32;23  311;131;113, 5

2 221;212:122;  2111;1211;1121;1112 7

1 11111 | 1
SS1 4 6 1 1 |16

Sloupcové soucty normalnich rovinnych simplextu davaji tabulku 9.3.
Oba indexy v tabulce 9.3 byly snizeny o jednotku, k dosazeni spravného

binomialniho koeficientu (:;11) Meli jsme potize s binomidlnim koeficientem

m—+n—1

i ) V tomto ptipadé zapliuji matici jinak,

uz diive, kdyz se objevily jako (
jako v tabulce 9.4:

V obou tabulkdch binomidlnich koeficientu jejich prvky se ziskaly podobné,
to jest jako soucet dvou sousedt, levého a horniho s tou vyjimkou, ze v tabulce
9.3 levy prvek se piiddva pouze pokud j > .

Pripomerite si operace s rozdélenimi a jejich pocitanim podle dolni dovolené
limity ¢asti. Zde doslo k podobnym posuntum hodnot tabulek 9.3 a 9.4, avsak
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Table 9.5: Kompozice vektoru s m ¢astmi

n|l 3 4 5 6 7 8 9
m=1|1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 4 7 12 20 33 54
3 1 2 5 11 23 47 94
4 1 2 5 12 25 &9
5 1 2 5 12 28
6 1 2 5 12
1 2 )

1 2

1

11 2 3 8 16 32 64 128 256

operaci provadf matice binomiélnich koeficientt BT. Permutujeme k nenulovych
prvka s (n — k) nulovymi prvky a z ¢dsti rovinného simplexu dostaneme cely
simplex. Tedy tato ¢ast je diferenci A(n). Ponévadz existuje vice rozdila, toto
je diference podle po¢tu vektoru n. V ¢tyrsténu se jeden vrchol nasobi ¢tytikrat,
jedna hrana Sestkrat, jedna strana ¢tyrikrat, vnittek pouze jednou.

Nyni se muzeme vratit k tabulce 9.3. Jeji prvky maji rekurenci

b1 =1; bij = bifl,j + bi,Ljfl (913)

Generuji se binomem

(L + 1)™ = 2™, (9.14)

Uz jsme formulovali rekurentni vzorec tabulky 9.4 v (??). Vsimnéte si, ze
prvky tabulky 9.4 jsou soucty vSech prvku jeji predchazejici fadky nebo sloupce,
coz je dusledek po sobé ndsledujich aplikaci (77).

Inverzni matice B~! k matici B se ziskd z formélniho binomu

(Li—1)"=0. (9.15)

j—i

Je to préave matice B, jejiz prvky se ndsobi stiidaveé znaménky (—1)7

9.8 Rozdil A(m)

Kdyz jsme usporadali vektorové kompozice do tabulky, zabyvali jsme se pouze
jejimi sloupcovymi soucty. Existuji také radkové soucty, které pocitaji kompoz-
ice klasifikované podle nejvétsiho vektoru my. Nasledné vysledky pro n = m
lze uspotradat do tabulky 9.5

Prvky c;; tabulky 9.5 jsou soucty polynomidlnich koeficientl pocitajicich
kompozice. Jejich sloupcové soucty jsou 2971, Pro j < j/2 prvky c¢;; zistévaji
konstantni. Napftiklad
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Table 9.6: Fibonacciho ¢isla

n|l 2 3|%X

m=2 | 1 1

311 1

411 1 2

511 2 3

6|1 3 1|5

7|1 4 8

Orbita ¢et kompozic

m—3,3 2
m—3,2,1 6
m—3,13 4
> 12.

Pro i = 2 prvky cp; jsou soucty binomidlnich koeficientl a jejich rekurence
je

i
Coj = Z ( i ) =2c9j-1—C2,5-3 (9.16)

k=1

kde k je pocet 2.

9.9 Druha diference— Fibonacciho ¢isla

Kdyz pripustime jako nejmensi prvek 2, dostaneme tabulku ?? bodu useknutych
rovinnych simplext. Jeji fadkové soucty jsou znamé jako Fibonacciho ¢isla. V
stiedovéké aritmetické knize se objevily jako odpovéd na otédzku o poétu paru
kralika v nésledujicich vrzich.

Vektory pocitané pro m = 7 jsow: 7; 52, 25, 43, 34; 322, 232, 223. Vsimnéte
si, ze prvky tabulky 9.6 jsou binomidlni koeficienty posunuté v kazdém sloupci
o 2 fadky. Fibonacciho ¢isla F),, maji rekurenci

Fm = m—1+Fm—2 . (917)

Prvky tabulky 9.6, f;; se ziskaji pfi¢tenim 2 ke kazdému vektoru s (j — 1)
nenulovymi prvky nebo 1 k nejvétsimu prvku j rozmérnych vektoru

far=1; fij = ficzj—1+ fimr (9.18)

V kazdé tadce se opakuji vSechny prvky obou pfedchézejicich fadku, coz
dava rekurenci Fibonacciho ¢isel.
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Figure 9.2: Fibbonacciho spirdla. Ctverce prepon pravothlych trojihelniki s
naslednymi Fibbonacciho odvésnami jsou licha Fibbonacciho ¢isla

5

1
13 V5

Jiné zpusobem dosazeni Fibonacciho ¢isla jsou kompozice, ve které vechny
prvky jsou liché. Dostaneme fidky Pascaluv trojihelnik:

2 3 4 5 6

S U W N
O = O = O |
0 Gtw N = =M

W o N O
S W o

1
0 1
4 0 1

Napftiklad posledni fadka pocitd kompozice: 51, 15, 33; 4 x (3111); 111111.

9.10 Fibonacciho spiraly

Pokud nakreslime na dvé ortogonalni osy naslednd Fibonacciho ¢isla, potom
preponami spojujicimi nésledné body odpovidajicich pravothlych trojihelniku
jsou odmocniny ¢tvercu Fibonacciho éisel Foiy1 (obr. 9.2). To ukazuje na
identitu

Fojpr = FZ | + F} (9.19)
Podobné identita se ziskd pro suda ¢isla z diference dvou ¢tvercu Fibonacciho

¢isel, napifklad Fg = F2 — F? = 21 = 25 — 4. Tato diference miiZze byt napsdna
jako soucet sou¢inu Fibonacciho &isel.

For = Fipy — Fi_y = F{ + FyFyy (9.20)
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Postupné rozlozime vyssi Fibonacciho ¢&isla a vyjadiime koeficienty nizsich
Fibonacciho ¢isel jako:
Iopp1 = FoFop + 1o = F3lop_ 1 + FoFo o= ... (9.21)

Objevuje se tu jesté jiny vzorec

Fo1Fpyy — F2=(-1)" (9.22)

Napriklad pfin =5:3 x 8 — 25 = —1.
Tyto vztahy lze formulovat v maticové formeé (s pouzitim znalosti co je de-
terminant matice) jako

Foo1 (1 1\
F, F,n) — \1o0) "

Tento vztah vede ke dvéma skutec¢nostem. Prvou jsou vlastni hodnoty mat-
ice, viz pozdéjsi kapitoly, druhou je nulovd mocnina této matice:

11\  [(10\ (R F
10 o 0 1 o F Fq )7
Na diagondle jsou hodnoty F;, 1 a F,,_1. Tento fakt dava moznost prodlouzit
Fibonacciho éisla k zdpornym indextiim. Tato série musi byt: 1,—1,2,—3,5, -8, .. ..

Dostaneme tato ¢isla opét jako soucty dvou naslednych Fibonacciho ¢isel, fadkové
soucty prvki B~! nebo jako prvky jejich vytvofujici matice

0o 1 \"
1 -1 ) -



Chapter 10

Mocninova série

10.1 Polynomialni koeficienty pro m permutace

Polynomidlni koeficienty byly definoval pro permutace sloupcu vektor-fadkua. Je
jasné, ze takovy koeficient musi byt pouzitelny pro transponované vektor-radky,
to znamenad, ze pro vektor-sloupce. Zd4& se, ze neni nutné mit nékteré specidlni
koeficienty pro permutace fadku vektor-sloupcu, kdyz jedinym rozdilem by bylo,
ze odpovidajici permutaéni matice pusobi na vektor zleva misto zprava. Avsak
rozdilné situace se objevuje u fad symbolii, napiiklad (aaabbccdef)T. Uréime
snadno pocet fad vytvofenych polynomidlnim koeficientem 10!/3!2!2!111!1!.
Nemuzeme odlisit stejné symboly, tedy jejich vzajemné permutace jsou nedcinné

jako permutace vektoru majicich stejné délky. AvsSak tento polynomidlni koe-
ficient se lisi od polynomialniho koeficientu pro n permutace. Polynomialni
koeficient pro n permutace permutuje poCty nj vektori majicich stejnou hod-
notu () my. Nyni se permutuji vyskyty jednotlivych vektort j, se¢tené jako my,.
Z pikladu je jasné, ze nékteré hodnoty m; mohou byt stejné pro vice vzzektoru.
Tady je pouzit novy index k (jeho hodnoty jsou totozné s éislem my, samotnym.
Pocet vektoru s hodnotou my je ni a polynomidlni koeficient pro m permutace
se napiSe jako

m!/ﬁmj!:m!/Hmk!”"; kdem:imjzzmcmk, (10.1)
j=1

j=1 k>0 k>0

M permutace transformujf sekvence symboli napifklad (dagfabcace)T, zatim
co n permutace pisobi jako substituce, napifklad (abcceeefgg)T. Substituce a
na e nebyla piim4, avsak byla ¢dsti cyklu, mimo to se objevily g (které nebyly
v piikladé) avsak jako sloupec s nulovymi prvky v abecedni matici.

121
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10.2 Naivni souciny polynomialnich koeficienti

V kapitole 7 jsme studovali symetrii zvlastni tfidy naivnich matic, majicich
jeden jednotkovy prvek nejen v fadcich av8ak soucasné v sloupcich. Vsechny
jdou k orbité sestavajici se pouze z jednoho bodu.

Nyni mame nalézt index symetrie dvou grup cyklickych permutaci ptisobicich
soucasné na jiné naivni matice zleva a zprava:

P,,NP, . (10.2)

Akce permutacénich matic zleva poc¢itd polynomidlni koeficient pro m per-
mutace (10.1), akce permutaénich matic zprava pocitd polynomidln{ koeficient
pro n permutace (9.1). Gc¢inek permutace zprava je identicky s n permutacemi
sloupce vektoru-fadky m sloupcovych souétu naivni matice:

J'TNP,, = mP,, . (10.3)

Obé akce jsou nezéavislé a tedy konetnym vysledkem je pravé soucin obou
koeficientu

Z(n'/ H nl)(m!/ H my*l) =n™" (10.4)

k>0 k>0

Soucet se provede pies vSechny orbity rozdéleni. Je to specidlni piipad
Newtonova polynomialniho vzorce, kde koeficienty majici stejnou strukturu
rozdéleni se pocitaji dohromady polynomidlem pro n permutace!. Koneény
vysledek se ziskd snadno. Pfesné n sloupcu je umisténo v kazdé Fddce, do které
lze vlozit jeden prvek. Individualni vybéry v m tadcich jsou nezavislé a tedy se
nésobi.

Prava strana je vysledkem znamym jako rozdéleni m rozlisitelnijch véci do
n prihrddek. Objekty jsou rozliSeny svym indexem ¢. Tento index je v souctu
ztracen. Rozlisitelnost neni vlastnosti véci ale okolnosti 2. Vsechny 1 v naivni
matici je identické, pouze jejich polohy se méni. Pokud by byly rozdilné, bylo
by nutné zavést treti index, ktery dévé jinou statistiku (viz pozdéji).

Rozdilem oproti cyklickému indexu (Rovnice 7.15) je druhy faktoridl m! a
faktoridly my misto jejich prvych mocnin. Kdyz pouzijeme (10.2) pro rozdélent
1™ dostaneme (n!/nq!)(m!/11™) = ml!. Cyklicky index $tépi S,, grupu na cyk-
lické struktury.

10.3 Diference v mocninové sérii

Kdyz usporddame polynomidlni koeficienty do schémat rozdéleni dostaneme
opét sloupcové soucty jako pro m =n =06

dentita je zndmé ve fyzice jako Polya-Brillouinova statistika. Avsak Brillouin a jin{
nerozpoznali jeji klicovou dulezitost.

2To ma dilezity filosoficky dusledek. V piedchazejicim stoleti se diskutovala otazka, zda
mikroc¢éstice jsou rozlisitelné nebo ne. Avsak pojem rozlisitelnosti byl Spatné definovén.
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Table 10.1: Sekvence mocninové série

k|1 2 3 4 5 6 by
m=1 |1 1
212 2 4
313 18 6 27
414 84 144 24 256
515 300 1500 1200 120 3125
6 | 6 930 10800 23400 10800 720 | 46656
Table 10.2: Diference A™0™
n|0 1 2 3 4 5 6 | A™0™
m=0 | 1 1
1 1 1
2 1 2 3
3 1 6 6 13
4 1 14 36 24 75
5 1 30 150 240 120 541
6 1 62 540 1560 1800 720 4683
k|1 2 3 4 5 6 by
m=6 | 6 6
5 180 180
4 450 1800 2250
3 300 7200 7200 14700
2 1800 16200 10800 18800
1 720
Y [ 6 930 10800 23800 10800 720 | 46656 = 6°

7 naslednych schémat dostaneme tabulku 10.1:

V tabulce 10.1, pouze prvni sloupec a fadkové soucty jsou zfejmé spojené
s m a n™. Mimo to se zde objevuji faktoridly avsak jiného prvky rostou p#ilis
rychle, aby se analyzovaly pfimo. Avsak vSechny prvky jsou délitelné m. Timto
zpusobem se tabulka 10.1 rozlozi do piimého sou¢inu dvou matic. Jednou z
nich je matice binomidlnich koeficientu (’Z) To je matice BT. Druhou matici
je matice diferenci A™0™:

Uz jsme se setkali se fadkovymi soucty A"0™ v tabulce 9.1 jako Eulerovymi
polynomidly E,(2). Tato ¢isla pocitaji naivni matice v dolni trojihelnikové
formé nasobené mocninami 2. Napiiklad pro m = n = 4:
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n 1 2 3 4
Zékladni fada | aaa | aaab aabb abbb | aabc abbc abce | abed
Permutace 1 4 6 4 12 12 12 24
Pocty 1 14 36 24

Binomidlni koeficienty (ZL) permutuji nenulové sloupce s nulovymi sloupci.
Tabulka diferenci ma prvni fadku a sloupec indexované nulovymi indexy. Avsak
obsahuji, vyjma prvek 1gg, pouze nuly. To rusi ac¢inek prvni fadky binomidlni
matice v pfimém soucinu.

Rekurence v tabulce 10.2 je jednoduché

moo = 15 myj; = j(mi—1,j-1+mi—1;) (10.5)
V kazdém sloupci mame j moznosti, jak pridat novy prvek. Bud se piida
do obsazenych sloupcu, nebo se piidd do nového sloupce. Potom se jiné sloupce
pouze posunou bez permutovani.
Tabulka 10.1 je pfimym soucinem c¢;; = a;; x b;;. KdyZ najdeme normélni
soucin (A"0™)BT, dostaneme matici, jejiz prvky jsou mocniny j*. Napiiklad

1 1 1 1 1

1 2 3 4

1 3 6

1 4

1 1 1 1 1 1
1 1 2 3 4
1 2 1 4 9 16
1 6 6 1 8 27 64

Ani tabulka 10.2 neni elementdrni. Lze ji rozlozit opét do matice Stirlin-
govych ¢&isel druhého druhu (tabulka 8.2) a diagonalni matice faktoridlu A(j!),
ktera nasobi Stirlingovu matici zprava. Stirlingova ¢isla druhého druhu pocitaji
naivni matice v doln{ trojihelnikové formé. Tato podminka zajistuje, ze véechny
sloupce tvori zakladnu pro sloupcové permutace, kdyz se odstrani restrikce dolni
trojuhelnikové formy.

V jiném usporadani muzeme vytvofit tabulku koneénych diferenci jako v
tabulce 10.3.

V nulovém sloupci se pocitaji fady simplexu, které nejsou v jeho diferenci.
Prvky v dalsich sloupcich jsou postupné rozdily. Naptiklad prvky v d3g = 14
jsou: b3, &3, b3, 3b%c, 3bc?, 3a’c, 3ac?. Sloupcové indexy odpovidaji mocnindm
prvého indexu, napiiklad dy; = 13 = ab® + 3ab’c + 3abc® + 6abed, 42 = 3 =
a?b? 4 2a%be. Kdyz nésobime tuto matici transponovanou matici binomialnich
koeficientiit BT, dostaneme na diagonéle sou¢inu odpovidajici mocniny n™. Bi-
nomialni koeficient permutuje prvy vektor s jinymi uz permutovanymi vektory.
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Table 10.3: Diference mocninové série

k 0 1 2 3 4
m=0 1

1 0 1

2 1 1 1

3 41 3 1 1

4| 181 | 13 1 1

10.4 Operatorova algebra

Pouzivali jsme operatorovou notaci vicekrat. Nyni bychom méli tuto notaci
vysvétlit. Existuje funkce identity E a funkce diference A. Mimo to existuji
formalni mocniny 0™. Tyto funkce jsou definovany reciproc¢né jako

= 570" = (7)1 m =y (106)

To davé pro odpovidajici prvky matice sou¢ty mocnin indexu m:
o« AMQl =1x1™,

e AM02 =1x2m—-2x 1™,

e AM03=1x3"—-3x2"+3x 1™

Vypocteme pro n=3:

A™0® m=l= 1x3-3x2+3x1 =0,
m=2= 1x9-3x4+4+3x1 =0,
m=3= 1x27-3x8+3x1 =6,
m=4= 1x81-3x16+3x1 =36.

Ptvodni funkce se obnovi sou¢inem A™0™ s matici binomidlia. To odpovida
forméalni rovnici
n™ = E"0" = (1+ A™0™)™ . (10.7)

fadkové soucty tabulky 10.2 vzaté se sti{dajicimi se znaménky (diference
sudych a lichych sloupcu) ddva (—1)*. Predpoklddejme, Ze to plati pro néjakou
tfadku. Prvky ptisti fadky jsou pravé nasobené soucty predchézejici tadky:

dij = j(di-1,j-1 + di-1,5) (10.8)

Kdyz provedeme diferenci dy —2(d; +dz2)+3(da+d3)—... = —d1+da—ds . . .,
dostaneme prvky predchézejici fadky s jinymi znaménky, jejichz soucet byl +/-
1.
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10.5 Diference dr a soucty n™

Mocnina n™ je binom, pokud napiSeme n jako soucet n = (n — 1) + 1. Potom

" =[n-1)+1"=>" (Zf) (n—1)k. (10.9)

k=0

Napifklad: 3* = (1 x 1 +4x24+6x4+4 x8+1x 16) = 81. Cleny binomu
jsou rozdily poctu fad rovinnych simplext podle jednoho vektoru (tento vektor
mus{ mit pfedepsanou hodnotu).

Funkce n™ se muze diferencovat jesté jinym zpusobem. Kdyz se podivame
na jeji tabulku 10.3, vidime, ze mocniny lze definovat jejich fddkovymi rozdily

m

(™ =1)=(n-1)) n'. (10.10)

=0

Napiiklad 27 — 1 = 2(1 + 3+ 9). To muzeme psat jako soucet rozdilu
nekoneéné fady 1/n*. Pfiddme 1 k obéma strandm (??) napiseme to jako

n™ = (n— 1)§:nm—’f. (10.11)
k=1

Tato rovnice plati také pro m = 1 mame tedy

o0
n/(n—1)=m-1)Y n~' (10.12)
i=0
Tato nekoneénd sekvence se skryva v nulovém simplexu, ponévadz ¢&isla
se zdpornymi mocninami 1/a’ nelze interpretovat jako geometrické body se
zépornym znaménkem, o' nen{ identické s —a.
Pro soucty prvnich fddek se naleznou snadno nésledujici identity

n n 1 n 1 2
Zko:”?zk1:<n; );Zk?’:(”; ) . (10.13)
k=1 k=1 k=1

Vsechny identity se snadno dokazi tiplnou indukeci. Zejména pokud posledni
plat{ pro n, potom pro (n + 1) mdme

n+1 2+ n+1 3_ n+2\°
2 1 S\ 2 ’
To je ovéfené pfimymi vypocty.
Vsimnéte si, ze i-t4 fadka tabulky 10.2 se ziskd postupné nasobenim této

matice Q zprava od (i-1)-té fadky. Q je diagondlni matice indexu, které se jesté
jednou opakuji pod hlavni diagonalou jako v nasledujicim piikladé
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Table 10.4: Rozdily poctu premisténi

k 0 1 2 3 4 5 b
m=0 1 1
1 0 1 1
2 1 1 1 3
3 4 6 2 1 13
41 27 28 16 3 1 75
51187 214 104 31 4 1541
1
1 2
2 3
3 4
1 1
1 1 2
1 2 1 6 6
1 6 6|1 14 36 24.

10.6 Néktera klasifikaéni schémata

Muzeme klasifikovat naivni matice podobné jak jsme to udélali u permutacnich
matic. Takové klasifikace vedou nékdy k slozitym rekurentnim vztahtum. Napiiklad
pokud napodobime pocet premisténi a poc¢itame pocet prvka na hlavni diagondle
ve vektorovych fadach, dostaneme pro (3, 3) nasledujici dvé klasifikace

Rozdil D) Zbytek simplexu ¥ | X

k=0 bea, cab, bab, ba 4 ceb, beb, caa, cc 4| 8
1 | aaa, aab, bba, acb,bac,cb | 6 | bbb, cce, cbb, bee, aca,cac | 6 | 12

2 aba, abb 2 bbc, cbe, aac, acc 4 16

3 abc 1 011
¥ 13 14 | 27

Tabulka 10.3 ukazuje pocet premisténi v diferencich simplexu, tabulka 10.4
ukazuje tento pocet pro vSechny naivni matice

Nebudeme analyzovat tyto vztahy, ale ukazeme jiny. Pokud fady v rovinnych
simplexech jsou klasifikovany podle po¢tu jednotkovych vektorta nq, dostaneme
diference, tabulka 10.5.

Prvky prvniho sloupce tabulky 10.5 lze nazvat podmocniny, protoze generuji
v fadcich jiné prvky, jejichz soucty davaji mocniny n™. Rekurence je

N 2
. . . . G
Pio =1 pij =pi—jo [/ (i —j)!]2 x 1/51 = pij’()j!(j) (10.14)
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Table 10.5: Rozdily poc¢tu premisténi v mocninové sérii

k| 0O 1 2 3 4 by
m=0| 1 1
1] 0 1 1
211 2 1 4
31 8 12 6 1 27
418 104 54 12 1| 256

Table 10.6: Diference mocnin podle ny

k 0 1 2 3 4 5 6 X
m=0 1 1
1 0 1 1
2 2 0 2 4
3 3 18 0 6 27
4 40 48 144 0 24 256
5| 205 1000 600 1200 0 120 3125
6 | 25566 7380 18000 7200 10800 0 720 | 46656

Tato rekurence se muze rozdélit do dvou kroku. Nejprve k naivnim maticim
s (i—j) prvky se pfidd j jednotkovych prvku a fddky se permutuji s pouzitim bi-
nomidlniho koeficientu (Z) . Potom opakujeme permutace se sloupci s pouzitim
stejného binomialniho koeficientu. Vysledek se musi opravit o permutace pfidanych
Jj jednotkovych prvki mezi sebou, to se provede faktoridlnim ¢lenem 1/j!.

10.7 Klasifikace podle Dvou vektori

Vsechny body v diagramech rozdéleni simplext byly rozdéleny do orbit. Ty
se klasifikovaly podle velikosti nejvétsiho vektoru. Je mozné pocitat body a
fady podle velikosti jednoho zvlastniho vektoru. To lze provést pro vice vektortu
soucasné, vyhodné pouze pro dva vektory, kdy klasifikace je rovinnd. Opustime
sférickou perspektivu a budeme skenovat simplex podle dvou os. Jako piiklad
ukdzeme klasifikaci trojuhelniku 33
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mp 0 1 2 3| o

mg =0 ¢ 3bc®  3b%¢ B 8
1| 3ac®> 6abc 3ab® 12

2 | 3a%c  3a2%b 6

3 a® 1

o 8 12 6 1|27

Pro (4,4) simplex se ziskd podobné nésledujici schéma

my | 0O 1 2 3 4 by
me=0]16 32 24 8§ 1| 81
1132 48 24 4 108
2124 24 6 o4

3] 8 4 12

41 1 1
|18 108 54 12 1| 256

Nulova fddka a sloupec odpovid4 simplextiim 3%, jejich priifezu sgo a di-
agonsle k 2%, Prvky se vypoéitaji jako souc¢iny dvou binomidlnich koeficientt a
odpovidajicich mocnin

(ma + mb) ( m > (n — 2)m—ma=ms (10.15)

Mg

Rédkové a sloupcové soucty dvou vektorovych schémat davaji jednu vek-
torovou klasifikaci

<m(n - 1)’ﬁma(10.16)>

10.8 Klesajici a stoupajici faktorialy

V (10.6) se objevil pomér dvou faktoridlu i!/(i — j)!. Ziskal se z odpovidajiciho
binomu jeho nasobenim faktorialem j!. Tento pomér je znamy jako klesajici
faktoridl a znadl se jako (n)g. Smysl této notace klesajictho faktoridlu je, ze je
to soucin k ¢lenu (n — k), k jdouci od 0 k (k — 1). Kdyz uspordddme klesajici
faktoridly do tabulky 10.7 klesajici faktoridl ma velmi jednoduchou inverzni
matici.

Klesajici faktorialy se mohou ziskat formélné z binomu

(k! + 1) nahrazujic kV = j!. (10.17)

Zminili jsme problém rozlisitelnosti véci v rozdéleni véci do rozlisitelnych
prihradek. Rozdéleni nerozlisitelnych véci, ziskané jako soucet polynomialnich
koeficientu pro n permutace, vedlo k binomialnimu koeficientu (mtz“). Potom
jsme rozdélili m jednotek do m fadku a ziskali jsme polynomialni koeficient pro
m permutace, protoze tyto jednotky byly ekvivalentni. Soucet sou¢ini obou
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Table 10.7: Klesajici faktorial a jeho inverzni matice

k 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
m=0 1 1

1 1 1 -1 1

2 2 2 1 -2 1

3 6 6 3 1 3001

41 24 24 12 4 1 4 1

51120 120 60 20 5 1 -5 1

koeficienti dal n'™. Nyni pfiddme tieti index k. Muzeme rozlisit, zda v fadce
i ve sloupci j je 1, nebo 1g. Objevuje se tu konstantni ¢islo m! permutaci m
objektu pro vSechny body pocitané souc¢tem polynomialnich koeficientu pro n
permutace. Vysledkem je

> minl/ [[ne! = (m+n— 1!/ (n—1)! (10.18)

k>0

Tato identita je zndmd jako stoupajici faktoridl a pouzivéd se notace (n)™.
Oba stoupajici a klesajici faktoridly jsou ve vztahu jako

(n+m—1), =Mn)". (10.19)

Je mozné definovat stoupajici faktorial jako klesajici faktorial zapornych ¢isel

(n)m = (_1)m(_n)m . (1020)

Napitklad (n)? = (n+2)(n + 1)n = (=1)3(=n)(—n — 1)(=n — 2).

10.9 Matice NNT

Uz jsme spoéitali kvadratické formy NTN. Nynif budeme studovat jinou kvadrat-
ickou formu NNT. V se objevuji bloky JJ E ziskané jako vnéjsi souciny jed-
notkového vektoru sloupce Jy.

Naprtiklad blok matic

OO =
OO~ = =
OO ==
== 0O OO
= =0 OO

se permutuje jako
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[ R S, Y
O = O = O
—_ O = O
O = O = O
[ R S, Y

Tyto bloky nemohou odlisit sekvence (ababa)® a (babab)T. Pouze reg-
istruji, ze na mistech 1,3,5 byl jeden vektor a jiny vektor byl na mistech 2 a
4.

Rozdil mezi obéma kvadratickymi formami lze srovnat se dvéma pozorovateli
vlakii. NTN je pozorovatel sedici na vlaku. Registruje kolikrat jeho vlak se
pohyboval, avSak nemuze Fici, kdy. NN7 je pozorovatel na kolejich registrujici
intervaly, kdy byly koleje vyuzity, avSak nemuze fici, kterym vlakem.

Kvadratické formy® NNT se pocitaji indexem zndmym jako Belliv poly-
nomidl

m!/ T natme!™ (10.21)
k>0

Kdyz jej srovname se souCinem dvou polynomialnich koeficientt, vidime,
7ze ten byl délen ¢lenem n!/ng!l. Tento ¢len se objevil jako operdtor nédsobici
v8echna Stirlingova ¢isla druhého druhu, aby se dostaly rozdily A™0™ (podkapi-
tola 10.3). Tedy Bellovy polynomidly pocitaji Stirlingova ¢isla druhého druhu a
jejich souéty. Pocet kvadratickych forem NNT je identicky s po¢tem naivnich
matic v dolni trojihelnikové formé bez prazdnych mezisloupcu.

Kdyz se Bellovy polynomidly porovnaji s cyklickym indexem (7.15), vidime,
ze se zde misto jednoduchych m c¢lenu objevuji jejich faktoridly. Prvky ve
sloupcich netvoii cykly ale nerozlisitelné podmnoziny. Stirlingova ¢isla generuji
rozdily, pokud se nésobi matici faktoridlu a matici mocnin, pokud se nésobi
klesajicimi faktorialy:

1 1 1 1 11 1 1

2 2 2 1 2 3

6 6 2 6

24 6

1 1 1 1 1 11 1 1
1 1 1 3 3 3 12 3 4
1 3 1 1 7 13 13 1 4 9 16
1 7 6 1 1 15 51 75 1 8 27 64

cvvs

Stirlingova ¢isla druhého druhu, jejichz rekurence je

a;j = ja;—1,; + (7, — 1)@1‘_2,]‘_1 Sap =1. (1022)

3Kvadratické formy NNT dlouhych fad tvofi velmi zajimavé vzory.
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Figure 10.1: Kénus hlasovacich ¢isel. Koordindty a jsou vzdy vétsi nez ko-
ordinaty b

zakazano
&
b
Table 10.8: Fibonacciho a hlasovaci ¢isla
Fibonacciho éisla Hlasovaci ¢isla
k|1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
m=1 | 1 1

2 1 1
311 1 -1 1
4 2 1 -2 1
511 3 1 2 -3 1
6 3 4 1 3 -4 1
711 6 5 1 -2 9 -5 1

10.10 Hlasovaci ¢isla

V podkapitole 9.8 byly zavedeny Fibonacciho ¢isla se singuldrni matici. Pokud
premistime jeji prvky jako v tabulce 9.7, dostaneme matici, kterou 1ze invertovat.
Kladné prvky inverzni matice jsou znamé jako hlasovaci ¢isla.

Ve skutecnosti jsou vSechna hlasovaci ¢isla kladnd. Zapornd znaménka se
objevuji po nasobeni s I+ z obou stran. Poc¢itaji binarni fady, ve kterych jedna
strana mé vzdy vyhodu danou pravidlem sita mg; > ms;. Pocitané fady vedou
pouze v poloviné dvou rozmérného kénusu (obr. 10.1). Inverzni Fibonacciho
matice pocita fady, jejiz prvky jsou b a dvé ndslednd aa = a®. Napiiklad
f75 = 5 pocita fady b®a?, b*a’b, b%a?b?, b2a’b3, ba’b?.

Odpovidajici miizka je zobrazena na obr. 10.2. Fibonacciho éfsla f;; jsou
vytvofeny rekurzi

fiu=1 fi; = fic1j-1+ fij—2. (10.23)

Hlasovaci éisla b;; jsou vytvoreny rekurzi

bin =15 bij =bi—1-1+bi—1541, (10.24)
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Figure 10.2: Fibonacciho miizka. Liché vektory a se netvoii. Fibonacciho ¢isla
pocitaji omezené rady

1

13

1 2 \[3 (4
11N

Muzeme formulovat také tabulku, jejiz prvky pocitaji fady, ve kterych mzmg.
Jeji prvky jsou b;; = bj—1,j—1 + bi—2; a je to opét zfedénd matice binomialnich
koeficientu.

Inverzni matice s kladnymi znaménky je

1 2 3 4 5 6 7 8 9
n=0 | 1
1 1
2 1
311 1
4 2 1
) 3 1
6|3 4 1
7 7 5 1
8 12 6 1

Maticové prvky, ¢isla b;;, jsou vytvorena rekurzi

b1 =1; bi]‘ = bifl’jfl + bifl)j+2 . (10.25)

Pocitaji fady s prvky a® a b.

10.11  Diference jiného druhu

U vsech bodu (prvka) prostoru muzeme méfit vzdalenosti (rozdily) od jinych
bodu. Tyto vzdalenosti jsou vyvolany jejich specialnimi funkcemi. Jako piiklad
zavedeme diference [2 +1] — (T), zobrazené v tabulkové formé v tabulce refD-
iference binomidlnich koeficientu

Inverzni matice ma prvky v tabulce 10.10
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Table 10.9: Diference binomidlnich koeficientu

j 0 1 2 3 4 5
m=0 1

1 2 1

21 4 3 1

3|1 8 7 4 1

4116 15 11 5 1

513 31 26 16 6 1

Table 10.10: Diference m?2

il 0 1 2 3 4 5
m=0 | 1

11-2 1

21 2 -3 1

31-2 5 A4 1

41 2 -7 9 5 1

51-2 9 -16 14 -6 1

KdyZ neuvazujeme znaménka (—1)™+7, ¢tverce (m—1) jsou v tfetim sloupci,
v druhém sloupci jsou prvé diference (m + 1)2 — m? a v prvém sloupci druhé
diference, které jsou od druhé fadky konstantni. Prvky vyssich sloupcu jsou
rozdily prvku pfedchozich sloupcu

Mij = Mi—1,j—1 = Mi—1,j (10.26)

podobné jako vSechny soucty v matici binomiédlnich koeficient.

Jiné moznou dekompozici tabulky 10.10 je na soucet dvou tabulek binomialnich
koeficientd By, j + By—1,j-1.

Takové diferencni tabulky lze konstruovat pro jakékoliv mocniny po sobé
nasledujicich ¢isel. Jejich inverzni matice nemaji zddnou tak jednoduchou in-
terpretaci jako rozdily ¢tverci.

10.12 Lahova cisla

Je nesnadné ukédzat vSechny vztahy mezi vSemi prostorovymi funkcemi. Lahova
¢isla L jsou jednoduse zavedena jejich tabulkou 10.11

Ve skuteénosti puvodni Lahova ¢isla L maji v lichych fadcich zdpornd znaménka
a potom

L? =1; nebo L™ = (1)L . (10.27)
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Table 10.11: Lahova ¢isla L

n 1 2 3 4 5 b
m=1 1 1
2 2 1 3
3 6 6 1 13
41 24 36 12 1 73
51120 240 120 20 1 | 501

Table 10.12: Diference jako soucin SoS;

n 1 2 3 4 5 b))
m=1 1 1
2 2 1 3
3 6 6 1 13
4 26 36 12 1 75
51150 250 120 20 1 | 541

Prvky tabulky 10.11 jsou piimymi souc¢iny klesajicich faktoridli s binomidlnimi
koeficienty

aoaft—1
Rekurence Lahovych ¢isel je

livi; = (i + )l +1lij (10.29)

Jind moznost vyvolat Lahova ¢isla je sou¢in matic Stirlingovych ¢isel obou
druhtu. Matice Stirlingovych &isel druhého druhu se ndsobi matici Stirlingovych
¢isel prvého druhu zprava:

L=S5;S,. (10.30)

V dusledku vztahu obou druhu Stirlingovych ¢isel je inverze Lahovy matice
identickd s touto matici.

Transponovany potradek nasobeni Stirlingovych ¢isel dava jinou tabulku 10.12,
tentokrat diferenci A(n)n™

Pfi nasobeni matice Stirlingovych ¢isel prvého druhu matici Stirlingovych
¢isel druhého druhu déava stejny vysledek jako permutace sloupcii naivnich matic
v dolni trojihelnikové formé s j sloupci s nenulovymi prvky permutacni matice
P s i fddky a sloupci a j cykly. Uspoiddéani zajistuje, Ze prazdné sloupce se
nepermutuji z jejich polohy. Tabulka 10.12 pocita fady podle pocétu sloupcu
v dolni trojuhelnikové formé, které nebyly permutované ze své polohy. Prvky
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jejtho prvého sloupce jsou, vyjma prvni prvek, 2A7~10" 1. Pocitaji se matice v
dolni trojuhelnikové formé s vedoucim prvym prvkem a a druhym prvkem bud
a nebo b.



Chapter 11

Mnohorozmeérné krychle

11.1 Uvod

uvodem této kapitoly zopakujeme néktera fakta o krychlich, ktera byl uz byla
diive vysvétlena. Pouzivali jsme jako vytvorujici funkci mocniny vektorovych
mnozin (Xe;)™. Ziskali jsme vektorové fady N vedoucim k bodum na rovindch
ortogonalnich k jednotkovému diagonalnimu vektoru I. Nalezli jsme matem-
atické operace, které uspotradaly tyto maticové vektory N na sférické orbity
a zminili jsme nékteré moznosti, jak vytvorit z rovinnych simplexu jejich kom-
plexy, to je kladné kénusy ve vektorovém prostoru. Také jsme ukazali, ze krychle
nebo obecné jakékoliv rovnobézniky se tvoii z rovinnych komplexu vynechanim
prilis dlouhych vektoru. Tradiéni piistup, kartézsky soucin n jedno rozmérnych
komplexu dévéa pouze body a zadné vektorové rady

(1+a+a®) x (1+b+b*) =14+a+a®+b+ab+b* +a’b+ab® +ab?. (11.1)

Tyto n rozmérné krychle se tvori obvykle kartézskymi souciny n jedno rozmérnych
komplext, napiiklad:

(1+a+a*) x (14+b+b*) =14 (a+b) +a® +ab+b* +a?b+ab® + a*b*. (11.2)

Prvé tii simplexy jsou tuplné, avsSsak posledni dva jsou useknuty. Mimo
to nevznikaji vSechny fady. Nyni se budeme zabyvat krychlemi systematicky.
Zejména ukazeme, jak se vektorové fady transformuji a krychle body rovinnych
simplexu do orbit. Tato transformace je mozné interpretaci transponovanych
naivnich matic NT jako tvaif (obr. 1.4), vektorii urcujicich koordinity bodu
v m rozmérném prostoru. Kazdéd vektorova fada odpovidd jednomu bodu a
vSechny Tfady rovinného simplexu se mapuji na body m rozmérné krychle, jejiz
strana je (n — 1). Tato transformace neni jednoduchou tlohou. To lze ukédzat
na mapovani 3 rozmérné roviny na 4 rozmérnou krychli se stranami 0-2.

137
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Figure 11.1: Diference tiirozmérné krychle se stranami 0 — 2. Rozdil tvoii body
dotykajici se povrchu krychle nejblizsiho ke stfedu koordinat. Body diference
majf koordindty (permutované): (0,0,0); (0,0,1); (0,1,1); (0,1,2)

a® 3a%b 3ab®? 6abc

Momenty: o1 2 3 4 5 6 7 8|X
fady roviny: b=0 | 1 4 6 4 1116
1 4 12 12 4 32
2 6 12 6 24
3 4 4 8
4 1 1
Body krychle: |1 4 10 16 19 16 10 4 1|81

Rady z rozdilnych orbit se poéitaji dohromady, ponévadz maji stejné mo-
menty. Nové orbity jdou od 0 k m(n —1). Neékteré ze zndmych funkef dostavaji
novou interpretaci, avsak jesté bude nutné zavést néjaké nové funkce.

Pro rovinné simplexy jsme zavedli rozdily, které maji ponékud podivnou
vlastnost. Zahrnuji jeden vrchol, jednu nedplnou hranu a jednu netplnou stranu.
Avsak kdyz transponujeme naivni matice N a interpretujeme je jako tvéie,
vidime, Ze tyto vlastnosti znamenaji, ze diference krychle je obsazend svymi
body dotykajicimi se svého povrchu nejblize ke stfedu koordinat, majicimi ale-
spon jednu nulovou koordindtu, alespon jednu koordinatu jedna a tak déle ve
vice rozmérnych krychlich (obr. 11.1).

11.2 Jednotkové krychle

Jednotkové krychle jsou pro zacdtek nejpoucnéjsi. Maji n stran a na kazdé
strané existuji pravé dva body, 0 a 1. Generuji se funkci

ﬁ(l +ej)=2". (11.3)
j=1

Napiiklad pro n = 3 dostaneme body: 1,a,b,c,ab,ac,bc,abe (obr. 11.2).
Jednou z nejzajimaveéjsich vlastnosti jednotkovych krychli, ve kterych jsou mozné
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Figure 11.2: T¥i rozmérnd krychle se stranou 0-1

ac abc

Table 11.1: Rady v jednotkové krychli F

k|0 1 2 3 4 5 b
m=0 | 1 1
171 1 2
211 2 2 5
311 3 6 6 16
411 4 12 24 24 65
5|11 5 20 60 120 120 | 326

pouze celé koordinaty, je, ze jsou tvoreny pouze povrchem. Neni tu zadny bod
uvnitf predstavujici jejich stied.

V teorii mnozin n rozmérné krychle jsou znamé jako booledny. Booleiny
obsahuji mnozinu, prazdnou mnozinu a vSechny podmnoziny. V jednotkovych
krychlich existuje (m + 1) orbit rozdéleni, z kazdého rovinného simplexu ex-
istuje pravé jedna orbita. Pocet bodu na kazdé orbité je urcen odpovidajicim
binomialnim koeficientem. Co se m4 urcit je pocet fad v jednotkovych krychlich,
av8ak studovali jsme i tuto funkci a tento pocet je dany klesajicim faktoridlem
(4)(i—j)- Opét si jej prohlédneme. NapiSeme jej v inverznim usporddéani vzhle-
dem k tabulce 10.6

Prvky tabulky 11.1 f;; se ziskaji jako soucin binomidlni matice B a di-
agondlni matice faktoridlu A(j!):

F = BA(j!) . (11.4)

Muzeme vybrat k objektu (vektort) z n objektlt potom je permutovat. To se
provede jako formdlni binomidlu, kdyz se zachézi s naslednymi faktorialy jako
s mocninami

(M) = [(k)i + (n — k)i]™ kde (k)] = (k); - (11.5)

Naptiklad pokud n = 5,m = 3 a vybereme k = 2, vysledek je
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I1x0x143x2x34+3x2x64+1x1x6.

Pocita se 18 permutaci fad s dvéma symboly, feknéme

a,b : 6(abc, abd, abe) ;

36 permutaci bud s a nebo b: 6(acd, ace, ade, bed, bee, bde) a 6 permutact
fady cde. (2)3 = 0; neni mozné vytvorit sekvenci ti{ symbolu z pouze dvou
symbolu. rfadkové soucty jsou dény jednoduse jako

S = m(Spm_1) + 1 (11.6)

Je mozné pridat novy objekt do piedchazejicich fad m zpusoby, vyjma
nulovou fadu. Jinou moznosti dosazeni matice 11.1, je nidsobeni matice poctu
premisténi R (tabulka 7.3) matic{ binomidlnich koeficientt

F = RB. (11.7)

Jinak jsou fady v jednotkové krychli vytvoreny podobné jako faktoridly ze
subfaktoriali Appleovym polynomidlem D. Zde to je polynomial druhého fadu,
(D + 2)2, napifklad

444+5x9I%x2410x2x4+10x1x8+5x0x164+1x1x32=326.

Je dobie znamo, ze v Piirodé mnoho jevi se popisuje binomickém rozdélenim.
Kdyz hodite n minci souc¢asné, potom vysledky zaplni vrcholy jednotkové krychle
rovnomeérné, zejména pokud se experiment opakuje vicekrat. Alespon to predpoklada
teorie pravdépodobnosti. Méné znam4 je derivace jiné statistiky vytvorené jed-
notkovou krychli. Predpokladejme, ze registrujeme nehody. Méjme S, osob
s nejvyse m nehodami a prumérnou nehodovosti 1 na osobu. Za takovych
podminek vybereme jako nastroj registrace fadu k jednotek z m symbolu pokud
jinych m — k mist se vyuziva pro indexovani osob. Takovy rejstiik bude mit
néasledujici kapacitu: Bude v ném m! osob s zddnou nehodou, m! osob s jednou
nehodou, m osob s (m — 1) nehodami nakonec pouze jedna osoba s m nehodami.
Takové rozdéleni nehod je zndmé jako Poissonovo rozdéleni. Pouziva se obvykle
pfi nizké nehodovosti a potom se nutné méni podimnky. Nicméné pokud Ein-
stein fekl, ze Buh nehraje kostky, muéme fici, ze on sam je Kostka. Hazeni
minci nebo kostek pouze modeluje idedlni prostor.
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Table 11.2: Orbity rozdéleni v krychli 0-2

kio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12| X
m=0 | 1 1
111 1 1 3
2111 2 1 1 6
3111 2 2 2 1 1 10
411 1 2 2 3 2 2 1 1 15
511 1 2 2 3 3 3 2 2 1 1 21
61 1 2 2 3 3 4 3 3 2 1 1|28

Figure 11.3: Vznik tiirozmérné krychle se stranou 0-2 ze ¢tverce se stranou 0-
2 (prazdné krouzky). Pfid4 se jednotkovd tfirozmérna krychle se stranou 0-1
(zaplnéné krouzky) a strany se dopln{

)

11.3 Orbity rozdéleni v krychlich

Orbity rozdéleni v krychli odpovidaji bodim rovinnych simplextu. Tedy zndme
jejich celkovy pocet. Také jsme shora ukdazali, jak rozdilné se mapuji tyto
body na rovinné simplexy a krychle. Uz jsme zjistili, ze indexovani orbit v
jednotkovych krychlich je velmi jednoduché.

Orbity rozdéleni v m rozmérnych krychlich jejichz strany jsou 0-2 se snadno
naleznou. Vysledky jsou uvedeny v tabulce 11.2. Ukéazali jsme v podkapitole
11.1, jak jeji fadka m=4 se ziskd z bodu rovinného simplexu.

Nékteré vlastnosti rozdéleni orbit jsou jasné. Jsou symetrické podle parametru
k. To plyne ze symetrie krychle. Pocet orbit na rovinach blizko nulového bodu
neni zavisly na rozmérnosti krychle a ztustava konstantni. Je urcen poctem k
a nemuze byt vétsi nez pocet neomezenych rozdéleni p(k). Pokud pouzijeme
konstantu c¢ jako délku stran krychli, diagonala k jde od 0 k cm.

Kdyz pozorujeme fadkové rozdily v tabulce 11.3, vidime, ze jsou vzdy 1
na poslednich (m + 1) obsazenych mistech. Tato ¢isla jsou préavé pocty orbit
rozdéleni v m rozmérné jednotkové krychli. Ve 3 rozmérném prostoru ji lze
nakreslit (obr. 11.3). Ke ¢tverci se stranou 0-2 se pfidd jednotkova tfirozmeérna
krychle se stranou 0-1 (zaplnéné krouzky) a strany se doplni. Orbita 111 je
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Table 11.3: Body v krychli s ¢c=2

kifio 1 2 3 4 5 6 7 8| X
n=0 | 1 1
111 1 1 3
211 2 3 2 1 9
3|13 6 7 6 3 1 27
411 4 10 16 19 16 10 4 1|81

vytvorena z orbity 11, kterd nebyla v ¢tverci, 211 nebo 221 se ziska z 21, 22
vytvari 221 a 222. To naznacCuje rekurenci orbit rozdéleni. Tu lze zobrazit
graficky:

0 < MOMENTY > me < > m(c+1)
Orbity m rozmérné krychle s mensi velikosti (c-1)

Orbity (m-1) rozmérné krychle stejné velikosti
PIY Orbity m rozmérné krychle s velikosti ¢

Ponévadz krychle jsou symetrickd podél svych diagonal, lze obratit potadi
poloh s¢itancu. Napiiklad

1 1 1 1 1 1 1 1
11 2 1 1|=|1 1 2 1 1
11 2 2 2 1 1 11 2 2 2 1 1

Definujice pocet orbit p(m,n,c) na roviné m n rozmérné krychle se stranou
¢, mame

p(m,n,c) =p(m,[n—1],¢) + p(m —nl,n,[c—1]) . (11.8)

11.4 Body v krychlich

Zname celkovy pocet bodu s piirozenymi koordindtami (jinak objem m™) v
krychli, nyni chceme urcit jejich rozdéleni podle jejich momentu v rovinnych
simplexech. Pokud vychozi simplexy nejsou useknuty, tato ¢isla musi byt bi-
nomialni koeficienty (m+,f 71). Podobna ¢isla se objevi na ohonech rozdéleni. Z
prvych krychli s ¢ = 2, Ize snadno dedukovat rekurenci

Zde je rekurence jednoduchd. Ke kazdému bodu (n — 1) rozmérné krychle
priddme novou stranu s ¢ body. Pfi¢tenim 0, 1 jednoduse sec¢itdme (c+ 1) orbit
rozdéleni méné rozmérné krychle. Napfiiklad ¢len 19 v posledni fadce se ziskéd

jako 6 4+ 7+ 6. Vzorec je

c

Cij = Zci—l,j—k . (11.9)

k=0
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Table 11.4: Vektorové fady v krychli s ¢=2

m|0 1 2 3 4 ) 6 7 8 X
n=0 |1 1
111 1 1 3
211 2 4 6 6 19
311 3 9 24 54 9 90 271
411 4 16 60 204 600 1440 2520 2520 | 7365

Novy vektor se v§emi svymi moznymi hodnotami se piida ke kazdému rozdéleni
na vhodném misteé.

Jind moznost, jak vyrobit krychle, je zvySovat rozmér c krychle. Krychle
rozdilnych rozméru m se ndsobi transponovanou matici binomialnich koeficientu
jak nasleduje. Pocet bodu vétsi krychle se objevuje na diagonéle

1 1 1 1

1 2 3

1 3

1

1 1 1 1 1
3 1 3 4 5 6
9 3 1 9 12 16 21
279 3 1 27 36 48 64

T# rozmérnd krychle s ¢ = 2 mé 27 bodu. Transformuje se na ti{ rozmérnou
krychli s ¢ = 3 pfictenim 3 X 2 rozmérnych krychl{ (¢tverct), 3 x 1 rozmérnych
krychli (hran) 1 x 0 rozmérnych krychli, bodu s koordindtami (3,3,3). Nové
diagondlni prvky v inverznim uspofadéni, 64, 16,4, 1, tvoii novou zakladnu dalsi
krychle. Aby se zvysila velikost krychle, je nutné znovu uspotradat diagonalni
prvky a opakovat nésobeni.

11.5 Vektorové rady v krychlich

V podkapitole 11.2 jsme ukazali, ze v jednotkovych krychlich se fady pocitaji
klesajicimi faktorialy. Pro jiné krychle se pocty fad neurc¢i tak snadno, avsak
neni to zas az tak nesnadné, pokud to provedeme postupné. Napiiklad pro c = 2
dostaneme tabulku 11.4.

Abychom ukézali, jak jsou vytvoreny prvky tabulky 11.4, ukdzeme vysledek
pro s45: 600 = 90+5x54+10x24. Ziskali jsme body v krychlich se¢itdnim (c+1)
prvkd méné rozmeérné krychle (11.9). V tomto piipadé je nutné permutovat
pridané symboly se symboly odpovidajici fady s (n — 1) symboly. To se provede
nasobenim odpovidajicich ¢isel s binomidlnimi koeficienty. Rekurence je tedy
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Table 11.5: Rady v 2 rozmérnych krychlich

kfio 1 2 3 4 5 6 7 8 by
c=0 |1 1
111 2 2 )
211 2 4 6 6 19
311 2 4 8 14 20 20 69
411 2 4 8 16 30 50 70 70 | 201

“/m
Sij = Z <k>5i—1,j—1 . (11.10)

k=0
Jind moznost jak dostat vétsi krychli zvétsovanim stran n rozmérné krychle
davé také moznost, jak nalézt rekurentni vzorce poctu fad. Pro n = 2 (¢tverce),
dostaneme tabulku 11.5.
Rekurence je

S0 = 17 Sij = Si—1,5—1 + Si,j—15 Sij = O7 mimo kI‘yChh . (1111)

Vzdy jsou dvé moznosti, jak prodlouzit fady, vyjma fady vedouci k zadnim
stranam. Prva odpovida ¢lenu s; ;j_;, na druhou moznost uvniti Ctverce se
pamatuje pocitdnim fad z mensiho ¢tverce s;_; ;1.
momentem nesouhlasi s poc¢atkem soustavy koordinat. Pocet orbit a bodu se
nezménil touto operace, avSak pocet fad ano.

11.6 Prirozené krychle - e konstanta

Ukézali jsme, ze jednotkové krychle jsou vytvofeny vzorcem 1.3. Clen 1 v
(14 e;) se interpretoval jako e]Q. Objem krychle zavisi na jeji zakladné m a
na jeji rozmérnosti n. Nyni budeme studovat, jaky mé krychle objem e, pokud
se jeji strana blizi k jedné a jeji rozmérnost k nekonecnu. Pokusime se nalézt,

jakou hodnotu ma limita

e= lim (1+1/2)* (11.12)

Z— 00

Argument v 11.6 muze byt bud kladny nebo zaporny.

Zékladna e krychle lezi mezi krychlemi s celymi ¢isly 1 < (1+1/2) < 2.
Kdyz z = 1, vysledkem je 1.5 misto 2'. Kdyz z = 2, vysledkem je 1.5%2 = 2.25
misto 22. Vyhodnocenim binomialntho rozvoje (11.7), dostaneme nerovnosti

o0 oo

Zl/k!<62(z>1/k!<l+il/2k3. (11.13)

k=0 k=0 k=0
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S pouzitim sofistikovanych matematickych argumentu lze dokézat, ze ¢islo e
musi byt vétsi nez soucet inverznich faktoridli. Ponévadz by mél byt soucasné
mensi, nejlepsi feSeni je to, kde obé limity jsou totozné. Konstanta e je ira-
clondlni &islo a jeji prvé ¢islice jsou e = 2.71828. ... Soucet inverznich faktoridla
se bliz{ rychle k pfesné hodnoté. Tedy prvych sedm ¢lenu déva

e=1+1+1/2+41/6+1/24+1/120+ 1/720 = 2, 71805 .

Pristi ¢len je 1/5040 = 0.000198. Opravuje étvrté decimalni misto.
Pokud z je zdporné, substituce z = —(t + 1) se vlozi do vzorce (11.7), a pak
néjaké upravy ukazuji, ze se ziska opét cislo e:

Jim [1—1/(t+ D]~ = lim[t/(t + 1)] "¢+ = (11.14)
lim(1+1/2)" xlim(1+1/2)=ex1=c¢.

Vytvotujici funkce e krychle ma nékteré dulezité vlastnostmi, které z ni délaji
uziteény nastroj. Kdyz se pouzije substituce x = az, limitou vyrazu

xlln;o(l +a/x)* = e"exp(a) (11.15)

je a-t4 mocnina ¢isla e. Tato vlastnost ¢isla e se vyuziva pii pouziti e jako
zdkladny pfirozenych logaritmu.

Kdyz se vratime k funkci rostouctho faktoridlu (10.8), ktery pocitd fady v
jednotkovych krychlich, potom pocet vsech fad v nekoneéné jednotkové krychli
se muze vyjadrit s pouzitim konstanty e:

n—oo

lim !y " 1/k! =en! . (11.16)
k=0

Poznamka: Aby se natiela polovina vnéjsich stran krychlového kanistru v
nekonecné rozmérném prostoru, je potieba vice barvy, ze je objem kanistru.
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Chapter 12

Matice s celymi cisly

12.1 Na tvod varovani

Tato kapitola zistane pouze nacrtem. Duvodem je, Ze je prakticky nemozné
pojednat jeji obsah systematicky, jak se to provedlo s naivnimi maticemi. Zbytek
kapitoly se vyuzije pro zavedeni néjakého materialu, ktery patii do nasledujicich
kapitol.

12.2 Matice s jednotkovymi symboly

Zah3jili jsme naSe studia permuta¢nimi maticemi majicimi v kazdé fadce a
sloupci pouze jeden jednotkovy symbol. Potom jsme pfidali naivni matice,
majicimi toto omezeni pouze pro fadky a transponované naivni matice, kde se
pouzilo pro sloupce. Piistim krokem je dovolit, aby jednotky byly vlozeny na
jakékoliv dosazitelné misto matice. Uz vime, ze pocet téchto matic bude urcen
binomidlnim koeficientem. Pro matice s m sloupci a n fadky, s k jednotkové
prvky v matici pocet moznych konfiguraci bude uréen binomidlnim koeficientem
(”}C") Tyto konfigurace se mohou spocitat s pouzitim tabulek majicich dvé
orbity rozdéleni do tadku a také do sloupcu. Napiiklad pro m =n =k = 4
dostaneme tabulku 12.1.

Tabulka 12.1 dava predstavu. V prostoru se objevily nové vektorové rady.
Ty vedou ke stejnym bodum jako naivni matice, avSak jejich orbity nejsou
jednoduchymi orbitami rozdéleni avsak wvzorovymi orbitami, které jsou souciny
dvou rozdéleni, jednoho pro fadky a druhého pro sloupce.

Napiiklad vzor vytvofeny souc¢inem rozdéleni (211 x 310) je
1 1 1
1 00
0 0 0

To je Ferrersuv graf. Existuje 6 moznych permutaci radku tohoto vzoru
(vsechny tadky jsou rozdilné), které se kombinuji s permutacemi ¢tvrté nulové

147
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Table 12.1: Rozdéleni jednotkovych maticm =n=k =4

Rozdéleni | 4 31 22 211 1111 b
N
4 0 O 0 0 4 4
31 0 O 0 144 48 192
22 0 O 36 144 36 216
211 0 144 144 720 144 | 1152
I*NT 4 48 36 144 24 256
by 4 192 216 1152 256 | 1820

fadky. Dva sloupce jsou stejné. Tedy existuji 3 mozné permutace, které se
kombinuji s permutacemi ¢tvrtého nulového sloupce.
Soucin rozdélenf (211 x 211) mé dva vzory:

1 10
100
0 0 1

se vSemi moznymi 36 = 3! x 3! permutacemi Ffaddku a sloupcu a druhy

— = %

11
0 0
0 0

s 9 permutacemi nulového prvku oznaceného *. Jednotkové prvky zapliuji
pouze oznaceny fadek a sloupec. Tyto permutace vzoru se nasobi 16 permu-
tacemi ctvrté fadky a sloupce s nulovymi prvky. Je snadné spocitat vSechny
permutace daného vzoru, avSak je nesnadnéjsi nalézt vSechny vzory vytvorené
danym souc¢inem rozdéleni.

Celkovy pocet jednotkovych vektort s konstantnimi soucty je dany radkovymi
nebo sloupcovymi soucty prvku tabulek podobnych tabulce 12.1. Pro potize s
notaci uvedeme vzorec pouze pro sloupcové soucty, kde muzeme pouzit symbol
n; pro pocet identickych binomidlnich koeficientu

Z(m/Hm)(Z)m - (”;”) i:kj —k. (12.1)

Soucet se provede pies vSechna mozné rozdéleni. Soucin binomidla neni
omezeny jakymikoliv podminkami na sloupcové soucty a tedy jednotky v kazdé
Fddce mohou byt rozdéleny nezavisle, potom se fadky ziskané takovym zpusobem
permutuji (n = m), avsak n! nadhodnocuje permutace fadku se stejnymi soucty,
tedy vysledek se musi podélit ¢astecnymi faktorialy.
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Table 12.2: Matice s prvky > 1

—
—
—
™

Rozdéleni 4 31 22 211 1

41 16 48 24 48 0 136
31| 48 288 144 288 0 768
22| 24 144 72 144 0 384

211 | 48 288 144 288 0 768

Y | 136 768 384 768 0 2056

1111 | 4 192 216 1152 256 | 1820
> | 140 960 600 1920 256 | 3876

12.3 Matice s prirozenymi cisly

Nyni se pristi krok zda byt snadny. Matice je mn rozmérny vektor a pokud
lze do ni umistit k jednotkovych prvku bez jakéhokoliv omezeni, poc¢et vSech
moznych vektoru je dany binomidln{ koeficientem (10.2) (mr;jk). Tabulka 12.1
by méla byt doplnéna 2056 novymi vstupy, aby se dostalo (f) rozdilnych matic
misto (146) matic s jednotkovymi prvky. Nové vzory zaplnuji tabulku odlisné,
viz tabulku 12.2

Je prakticky nemozné sledovat vSech mozné vzory maticovych vektoru, jak
jsme to provedli difve. Jedna jejich zvlastni t¥ida byla studovana systematicky,
matice majici v kazdé tadce presné dva jednotkové symboly. Tyto vzory se
rozvinuly do specidlni vétve matematiky, teorii grafu (viz piisti kapitolu).

V predchézejicich kapitolach jsme secitali vektory rozdéleni, to je pocet Fer-
rersovych grafu. To je soucasné pocet diagonélnich vzoru odpovidajici kvadrat-
ickym formdm naivnich matic. Tyto vzory lze srovndvat se symetrickymi jed-
notkovymi vzory JJJT matic s m; prvky, coz je vzor ¢isla Zm?.

12.4 Interpretace matic s prirozenymi cisly

Pokud diagondlni matice se promita na jednotkovy vektor fadku JT, vysledkem
je vektor fadka odpovidajici vektoru fadce zobecnénych matic s prirozenymi
¢isly. Je tedy mozné psat takovou matici jako fadu projekci kvadratickych
forem naivnich fad na nasledné jednotkové vektory radky.

(JTNTN;, JING Ny, JINZN;)T . (12.2)

Jiné moznosti budou ukazané pozdéji. Muzeme interpretovat matici M
spolecné s jejf transponovanou matici MT, vzatou v blokové formé

0 MT
M o0 ’
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jako matici sousedstvi A dvojdilného grafu s ndsobnymi hranami (viz pristi
kapitolu).

12.5 Matice koordinat

Interpretovali jsme fadky v matici jako fady néslednych vektoru. Existuje jesté
jiny vyklad. fddky jsou také simultdnni vektory urcujici polohy rozdilnych bodu
nebo objektu. Matice

10

10

dédvé pro dva rozdilné body (nebo objekty) stejnou adresu. To je mozné,
pokud adresa (1, 0) je napiiklad dium nebo box. Tedy je nutné studovat moznost,
ze matice definuji polohy m bodu v prostoru, Ze jsou to seznamy koordinat v
ortogonalnich osdch. Takovy seznam tvoii matici koordindt C, jejiz prvky c;;
jsou koordindty m bodu (vrcholi, objektu) ¢ na n oséch.

Matice sloupec

A=(0,1,2,3,4)T

urcuje koordindty péti bodu lezicich na piirozené ¢iselné ose. Mezi viemi body
jsou jednotkové vzdélenosti.

Matice
g (01 23 4\
- 01 2 3 4
urcuje koordindty pét bodu otocenych do dvou rozmérné roviny. Jinou
piimkovou konfiguraci péti bodu je rovinny simplex

o (01 23 4 B
o 4 3 2 10
To jsou piiklady nejjednodussich pravidelnych struktur péti bodu, rovnomeérné
rozmisténym primym fetézcem.
Pokud se najdou kvadratické formy CCT matic koordindt, maji na svych

diagonélach ¢tverce Euklidovskych vzdélenosti kazdého bodu od stiedu soustavy
koordinat

Piiklad A Piiklad B
000 0 O 00 0 0 O
01 2 3 4 02 4 6 8
0 2 4 6 8 0 4 8 12 16
0 3 6 9 12 0 6 12 18 24
0 4 8 12 16 0 8 16 24 32
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PiikladC
16 12 8 4 0
12 10 6 3 O
8 6 4 2 0
4 3 2 10 O
0 0 0 0 16

Mimodiagonalni prvky jsou kvadratické souc¢iny obou vzdélenosti i a j.
Koordinaty bodu tvoii v prostoru struktury. Pokud fetézec je ohebny, muze
se navinout na hrany jednotkové krychle

D

—= == O
-0 O
_= O O O

Zde jsou umistény ¢tyfi body na vrcholy ti{rozmérné krychle. Jinou konfig-
uraci je

E
0 0 0O
01 00
0 010
0 0 01

Zde v8echny ¢tyfi koordinaty v prvém sloupci jsou nuly. Ty lze tedy zaned-
bat. Prvni bod lezi ve stiedu soustavy koordinat, druhy na konci druhého
jednotkového vektoru, tfeti na konci trettho jednotkového vektoru. Body jsou
ve vztahu jako v tfirozmérném rovinném komplexu. Vzdalenosti mezi nimi ne-
jsou stejné. Prvy bod je v jednotkové vzdélenosti k ostatnim tiem bodum,
vzdélenosti mezi témito tfemi body jsou zdvojeny.

Konfigurace ¢tyf bodu uréend matici koordinét

F
10 00
01 00
0 01O
0 0 01

odpovidé pravidelnému ¢tyfsténu. fetézec je navinut na jeho vrcholy.
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Figure 12.1: Dvé diagondlni fady v tfirozmérné krychli 0-2. Najdi zbyvajici
Ctyfti

12.6 Orientované a neorientované grafy jako vek-
torové rady

Pokud nakreslime diference dvou vektoru (e, — e,), jako na obr. 3.2, odpovidd
to prijatym konvencim pro kreslen{ orientovanych hran orientovanych grafu (viz
pristi kapitolu). Incidenéni matice S grafu je jen diferenci dvou naivnich matic

S=N_N,,

jak byl ukazano v ¢asti 3.3. Je to operator, ktery prevadi vektorovou radu
v jinou. Vektorova fada je kontinudlni cesta ve vektorovém prostoru, operator
prevadéjici jednu vektorovou fadu v jinou je také kontinualni. Zda se, zZe je to
plocha mezi dvéma fadami vektoru radek, a mohli bychom si ji predstavit jako
plochu. Avsak, kdyz provedeme nésledné rozdily u vSech paru jednotkovych
vektoru, dostaneme opét linedrni vektor. Smycka prevadi jednotkovy vektor
v sam sebe. Vsechny tyto vektory lezi v roviné ortogonalni k jednotkovému
diagonélnimu vektoru I.

Jind moznost, jak interpretovat orientované grafy je diference uvniti samotnych
fad. Napiiklad fada abcda obsahuje prechody a na b,b na ¢, c nad a d na a.
Rozdil je tedy:

— b
b — ¢
c — d
d — a.

a

Podobné se mohou porovnavat rozdily pii vétsich vzdalenostech.

Orientované tplné grafy K, tvoi{ 2 rozmérné hrany (zndmé jako oriento-
vané hrany) rovinnych simplext. NeOrientované grafy jsou rady vektoru orto-
gonalnich k plocham odpovidajicich orientovanych grafi. Neorientované iplné
grafy K, jsou vektorové fady jdouci od stiedu koordinat k nejvzdélenéjsimu
konci jednotkové krychle, jejiz strany jsou diagondly n rozmérné jednotkové
krychle, nebo jinak, k nejvzdédlenéjsimu konci krychle se stranou 0-2, jak je
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ukazané na obr. 12.1. Jiné grafy odpovidaji multimnozindm z téchto zdkladen,
definovanych jako rozdily nebo sou¢ty naivnich matic. Hrany a orientované
matic.

Rekurzivni definice kanonické formy incidenéni matice S uplného oriento-
vaného grafu K, je

Snfl Onfl
( S ) (12.3)
kde 0,,_1 je nulovy vektor-sloupec. Podobné je kanonickd forma tuplného
neorientovaného grafu K,
Gn—l On—l
< L, 3., ) (12.4)

12.7 Kvadratické formy incidenc¢ni matice.

Jednoduché cviceni v ndsobeni matic ukazuje, ze kvadratické formy incidenénich
matic neorientovanych a orientovanych grafi maji formu

(NIN)T(N, + N) = (N + NINy) + (NINy, + NIN,) (12.5)

(NTN)y (N_Np) = (N{a + Ny N;) — (NI N, + Ny N,) (12.6)

Kvadratické formy jsou slozené ze dvou ¢asti: Diagonalni matice V tvotrené
souctem kvadratickych forem dvou naivnich matic N, a N;,. Diagonalni prvky
v; jsou znamé jakostupné odpovidajicich vrchold.

Soucet skaldrnich sou¢ini

(NI'N, + NIN,)

tvori mimodiagonalni prvky. Je zndmy jako matice sousedstvi A grafu. Jeji
prvky a;; ukazuji, které vrcholy sousedi a v multigrafech, tolik linek spojuje
oba vrcholy. Pro to je nutné mit v incidenéni matici identické jednotkové radky
nebo jednu fadku s odmocninou nasobnosti fadky.

Diagondalni matice V a matice sousedstvi A se mohou ziskat jako soucet
nebo rozdil kvadratickych forem neorientovaného a orientovaného grafu

V =1/2(GTG +8™'S) (12.7)

A =1/2(GTG - 8TS) (12.8)

Vztah obou kvadratickych forem je ukdzany schématicky na obrazku 12.2.
Hilbertova délka diagonalniho vektoru V je 2m, dvojndsobek poctu fadku v in-
cidenéni matici. Maticovy vektor sousedstvi A ma stejnou délku a je opaéné ori-
entovany v obou kvadratickych forméch, tedy STS a GTG konéf na rozdilnych
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Figure 12.2: Dekompozice kvadratickych forem STS a GTG na diagonalni vek-
tor V a maticovy vektor sousedstvi A. STS a GTG jsou ortogondlni

SsTs -A VvV A GTG

~1

0

rovindch. Pokud graf je pravidelny, v; = const, potom diagondlni matice V
je kolinedrni s jednotkovym diagonalnim vektorem I a matice sousedstvi A mé
také stejny smér.

Diagonalni prvky matice sousedstvi A jsou nuly. Je tedy mozné pouzit je
nedtsledné pro zaznam smycek u grafu se smyckami. U orientovanych grafu
radky odpovidajici smyckam jsou nulové. Avsak u neorientovanych grafu radka
odpovidajici smycce mé hodnotu 2, coz dava jako ¢tverec 4 a s pouzitim vzorcu
12.7 a 12.8 hodnota smycky 2 se objevuje automaticky.

Jiné kvadratické formy GGT a SST maji na diagonéle 2 a pocet jednotkovych
vektoru v fadcich inciden¢ni matice. To je v souladu s faktem, Ze kazda spojnice
se registruje dvakrat v matici V stejné jako v matici A. Mimodiagondlni prvky
jsou +1, pokud dva tadky sousedi a maji spoletny vrchol. Mimodiagondlni
prvky tvoii takovym zpusobem matice sousedstvi liniovych grafu. AvSak u
orientovanych grafu tento vyklad je znesnadnén znaménky, kterd mohou byt
kladna i zaporna. Tento vzor znamének zavisi na vzdjemné orientaci oriento-
vanych hran. Nelze jej predvidat a musi se urcit oddélené.

12.8 Incidenéni matice uplnych grafu K, jako
operatory

Jednotkové matice J (JT) jsou operdtory, které secitaji fadku (nebo sloupec)
prvku matice, na kterou pusobi, nebo prendaseji je do vysledného vektoru-radky
(nebo vektoru-sloupce). V kanonické formé incidenénich matic uplnych grafu
K, se jednotkové matice J kombinuji s jednotkovymi maticemi I se zapornymi
znaménky. Incidenéni matice tiplnych grafii K, jsou rdmcové operatory'. Oper-
ace ramovani se pouzije na kvadratické formy matic koordinat dvakrat. Nejprve
se ordmuje CC7 je ordmované

S(x)ST (12.9)

nebo

G(+x)GT . (12.10)

1Je podivné, Ze takové elementarni véci Ize objevit na konci dvacétého stoleti. Mozn4 byly
jen zapomenuty.
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Vysledkem této operace je vétsi matice s (g) tfadky a sloupci. Prvky v

soucinu jsou rozdily (souty) vSech pdru prvku ordmované matice. Soucin se
Stépi na diagonalni a Casti. Diagondlni ¢ast se opét oramuje, nyni v ramecku
shrnujicim diagonalni prvky zpét do n rozmérné symetrické matice

ST(x)s (12.11)

nebo

GT(»)G (12.12)

Tato operace tvoif druhou diferenci (soucet) (5) prvnich diferenci (soucti).

Jednotkové diagonélni matice T dava S(I)ST. To je matice SST tipIného
grafu K4. Ctyii diagonalni prvky I se rozvinuly do Sesti diagonalnich prvki
sou¢inu. Diagondlni prvky (2) jsou rozdily koordindt (nebo ¢tverce vzdalenosti,
ponévadz I = I?) étyt vrcholi pravidelného étyfsténu. Diagonélni prvky jsou
uspoiddany zpét do ¢tyf rozmeéru jako v 12.11 nebo 12.12.

12.9 Blokova schémata

Jak jsme fekli, je mozné studovat systematicky matice s libovolnym poctem
jednotkovych prvku v fddce. Z praktickych divodu tento pocet musi byt kon-
stantni jinak by byly pouze specidlni konfigurace dostupné pro vypocty. Z matic
majicich k jednotkovych prvku v kazdé fadce byly studovany pouze matice
majici zvlastni vlastnosti odpovidajici vlastnostem uplnych grafi. Takové mat-
ice jsou zvané blokovd schémata B a davaji kvadratické formy

B™B=(—-r)I+rJJ7* (12.13)

kde r je konektivita bloku. Nékdy se klade na blokova schémata piisnéjsi
podminka, jejich matice musi byt ¢tverce jednotky a jejich obé kvadratické formy
ekvivalentni

B"B =BB". (12.14)

Neorientovany uplny graf K3 je blok s [ = 3, r = 1. Jiné K,, nejsou bloky,
ponévadz v jejich GGT se objevuji nulové prvky.

Rovnice 12.9 ukazuje, ze kazdy jednotkovy vektor e; se musi objevit v
schématu l-krat, kazdé par prvki r-krat. Cisla m, n, k, Lr jsou omezena
nasledujicimi podminkami

mk = nl (12.15)

(k—1)=r(n-1) (12.16)
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(12.15) pocitd pocet jednotek v Fadcich a sloupcich, (12.16) péary v fadcich,
mk(k —1)/2 a v kvadratické formé rn(n — 1)/2. Kdyz se podéli obé strany 1/2,
vysledek se zjednodusi na koneény tvar. Nejjednodussim piikladem blokového
schématu je matice s m=n=4k=101=3,r =2

1110
1 1 01
1 011
01 1 1

Blokova schémata s k = 3 jsou znama jako Steinerovy trojky. Je jasné, ze
konstrukce blokovych schémat a nalezeni jejich poctu neni jednoducha tloha.
Pokud maéte zdjem, doporucuje se kniha [8].

12.10 Hadamardovy matice

Jinou zvl4stni tiidou matic jsou Hadamardovy matice H s prvky h;; = +1 a
kvadratickymi formami

H™H =HH" =l . (12.17)

To znamend, ze vSechny fadky a sloupce Hadamardovy matice jsou orto-

cvvs

1 1 1 1
11 1 1 -1 -1
<1—1> 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

Hadamardovy matice mohou byt symetrické stejné jako asymetrické. Ex-
istuji néktera pravidla, jak je mozné konstruovat Hadamardovy matice vyssich
rfadu. Konstrukce je snadné pii 2n rozmérné matici, kde bloky niz$i matice se
mohou pouzit jako stavebni kameny

H, H,
H, -H, |-



Chapter 13

Grafy

13.1 Historické poznamky

Teorii grafu formuloval, podobné jako tolik jinych pojmu v této knize, Euler.
Pfed druhou svétovou valkou celd teorie grafit mohla byt shrnuta do pouze jediné
knihy. Dnes existuje fada specializovanych ¢asopisu zabyvajicich se teorii grafu
a jejimi aplikacemi.

Euler formuloval zdkladni ideu teorie grafu, kdyz vyftesil hlavolam o sedmi
mostech v Konigsbergu (obr. 13.1). Je mozné projit pres véechny mosty a vratit
se zpét do vychoziho mista, kdyz se prejde kazdy most pouze jednou? FEuler
ukazal, ze zddana cesta existuje pouze tehdy, kdyz ve vsech kiizovatkach se
styka sudy pocet cest. TTi cesty se stykaly v nékterych krizovatkach v Eulerové
grafu. Tedy v Konigsbergu jednoduché cesta byla nemozna.

Clovek se divi, pokud by takové konfigurace mostti byl v Athénach, zajimali
by se tamni filosofové na svych promenadéch o takové trividlni problémy a
pokud by je vytesili podobné jako Euler, udélali by to pro vSechny podobné
konfigurace cest? Nebo nebyl hlavolam o 7 mostech jen détskou hiickou? Je
potfeba urcitd zralost, abychom se zajimali o vztahy, které nelze vidét a jen si

Fig@re 13.1: Sedm mostu v Koénigsbergu a Fulerovo grafové feseni hlavolamu

5o A3JNB83313.33
A\ 67483

.8316.00
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je predstavit?

Doposud vsech problémy v této knize byly vyfeseny nasobenim rozdilnych
moznosti a jejich se¢itdanim. Podstatné by staif Rekové byli schopni je roziesit,
avSak zajimali se o geometrické problémy, kde problém a jeho feseni lze vidét.
Moznou odpovédi na shora danou otazku je, ze multidimensionalni prostory jsou
prilis abstraktni, aby se s nimi zacinalo.

Vyhodou teorie grafu je, ze grafy spojuji abstraktni pojmy s konkrétnosti.
Mohou se nakreslit na papir a postupné prohlizet jako soustava bodu a ¢arek.
Avsak tato jednoduchost je klamava.

Grafy se obvykle povazuji za bindrni vztah dvou mnozin, vrcholi a hran
nebo orientovangch hran, viz obr. 3.2. Je mozné definovat teorii ¢ehokoliv a
zde se objevily velmi zajimavé problémy vhodné pro to, aby byly studovany
mladymi adepty akademickych stupiit, jako napiiklad je teorie her. Avsak
nékteré grafové problémy nalezly velmi brzo praktické aplikace nebo analo-
gie ve fyzikalnich véddch. Zejména chemie dala mnoho podnétu pro vyuziti
teorie grafu, ponévadz v grafech byl nalezen pfiléhavy model konektivit atomu
v molekulach. Zda se byt nepodstatné studovat prochazky mezi vrcholy grafi
avsak, kdyz jsou tyto prochézky spojené piimo se slozitymi métitelnymi fyzikalnimi
vlastnostmi chemickych sloucenin, jako je bod varu, potom takové teoretické
studie se savaji pragmatickymi, davaji ndm hluboko jdouci nahled, jak je néas
svet konstruovan.

Grafy byly spojené s mnoha rozdilnymi maticemi: incidenénimi maticemi
S a G, maticemi sousedstvi A, maticemi vzddlenosti D a jinymi druhy matice.
Vsechny tyto matice se vyuzily pro vypocty vlastnich hodnot a vlastnich vek-
tort, avSak rozdilné matice nebyly spojené do sjednocené soustavy. Matematici
byli uspokojeni s faktem, ze vSechny grafy mohou byt stlacené do tfirozmérného
prostoru a zobrazené na dvou rozmérné ploSe papiru. Ignorovali problém rozmérnosti
grafi. Ruzni autofi je povazovali za bezrozmérné objekty, jednorozmérné ob-
jekty ¢i dvourozmeérné objekty. Podle Occamovy bfitvy se nemé zavadét vice
faktort, nez je nutné pro vysvétleni pozorovanych faktu. Avsak pii pojeti grafa
jako multidimensionalnich vektoru se specidlni konfiguraci sjednocuje teorii,
grafy jsou jen zvlastni t¥idou vektori, sou ¢ty nebo rozdily dvou vektorovych
fad. Tyto vektory pati do vektorového prostoru. Vlastnosti souc¢tu nebo rozdila
dvou vektorovych fad se mohou studovat vyhodné, pokud se pfedstavi jako
grafy, srovnaji s exéistujicimi objekty nebo alespoii s malymi vzorky vtsich
struktur.

13.2 Neékteré zakladni pojmy teorie grafa

Teorie grafi ma dvé zakladni pojmy. Prvym je wvrchol, ktery je obvykle zo-
brazen jako bod, avSak vrcholy mohou byt ztotoznény s ¢imkoliv, také s plo-
chou zahrnujici mnoho vrcholu, pokud se teorie grafu pouzije k praktickym
problémum. Druhym pojmem jsou hrany predstavujici vztah mezi dvéma vr-
choly. Hrany mohou byt orientované, jako jsou vektory, jdouci od vrcholu v
jinému, potom jsou zvané orientované hrany, anebo meorientované, jen spo-
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Figure 13.2: Priklady neorientovanych grafu. A — strom, B — cyklicky graf, C —
multigraf

A

171

jujict dva vrcholy bez jakékoliv preference sméru. Potom jsou zvané hrany (obr.
3.2).

Orientovana hrana piedstavuji fddku inciden¢ni matice S tvotenou difer-
enci dvou jednotkovych vektoru (e; — e;). Podle nasi konvence pusobi oba
vektory soucasné a pocatek vektoru muze byt umistén na vrchol j. Vysledny
orientovany hranovy vektor jde piimo z vrcholu j do vrcholu i. Hrany se zo-
brazuji jako jednoduché hrany spojujici dva vrcholy. Ve skutec¢nosti soucet dvou
jednotkovych vektoru je ortogondlni k hrané spojujici oba vrcholy. Je instruk-
tivnéjsi kreslit neorientovany graf se spojujicimi hranami. Nicméné z formalnich
duvodu muzeme uvazovat neorientovany graf jako fadu vektortu, kde kazdy ¢len
je ortogondlni ke svému orientovanému odpovidajicimu prvku. Kdyz je oriento-
vany graf vektor, potom neorientovany graf také musi byt vektor.

Specidlni hranou v grafu je smycka, kterd spojuje vrchol sém se sebou. Ob-
jevuji se formélni potize, jak spojit orientované smycky s maticemi, protoze
odpovidajici fadky jsou nulové (e; — e;) = 0. Tyto komplikace jsou vysledkem
symetrii vyssich fadu. Neorientovand smycka ma dvojitou intenzitu

(ej + ej) = 2e; , (13.1)

a uvidime pozdéji, jak se tento fakt muze vyuzit.

Vztahy mezi vécmi mohou byt véci. Naptiklad v chemii, pokud ztotoznime
atomy v molekule s vrcholy, potom vazby mezi atomy, drzici molekulu pohro-
madé a urcujici strukturu molekuly, jsou vazebné elektrony. Sily mezi jadry a
elektrony se modeluji grafy pokud do kazdé spojujici hrany se vlozi novy vrchol
a tak vznikne podrozdéleny graf. Kazdd hrana v graf se §tépi do paru hran.
Vytvoreny podrozdéleny graf ma (n + m) vrchola a 2m fadek.

Muzeme konstruovat hranovyj graf13.3, zdménou fadek za vrcholy a zavddénim
novych sousedstvi nyni definovanych spole¢nymi vrcholy dvou puvodnich radek.
Pokud puvodni graf mél m hran, soucet stupii jeho vrcholi v; byl 2m. Jeho
hranovy graf ma m vrcholt a soucet stupnu jeho vrcholu v; je

(v —vj). (13.2)
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Figure 13.3: Graf a jeho hranovy graf
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Figure 13.4: Restrikce grafu. Vrcholy v kruznici A jsou spojené do jednoho
vrcholu a
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Par vrcholi muze byt spojeny vice soucasné hranami. Potom mluvime o
multigrafech (13.2, C). Pristim krokem je povazovat paralelni hrany jako jednu
hranu s vahou k. Je zfejmé, ze hrana nemusi byt vazena celymi ¢isly, avSak
lze pouzit jakéhokoliv vahy w;;. Z vypoctl se objevi i grafy s imagindrnimi
hranami.

Je také mozné zmensit grafy seskupenim mnoziny vrchol do nového vrcholu
a ponechdnim pouze hran spojujicich novou mnozinu vrcholu (obr. 13.4). Tato
operace zjednodusuje graf.

Oba prvky grafi mohou byt indexované (oznacené) a neindexované (neoznacené).
Obvykle se uvazuji pouze vrcholové oznacené grafy. Oznacené grafy jsou nékdy
pouze ¢astecné indexovany grafy, kdyz pouze nékteré jejich vrcholy jsou in-
dexovany, nebo rovnocenné, nékolik vrcholi ma stejné indexy. Kdyz jeden vr-
chol je specidlné oznaceny, mluvime o korenu.

Zvl4stni oznaceni grafu je jejich barveni. Lze formulovat tlohu obarvit vr-
choly takovym zpusobem, aby zaddné incidentni vrcholy nemély stejnou barvu.
Pocet barev ukazuje ¢asti grafu, kde vSechny vrcholy jsou nespojité. Neexistuje
mezi nimi zadna hrana. Nejmensi pocet barev, které jsou nutné k obarveni spo-
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Figure 13.5: Rozhodovaci strom. Levd vétev znamend 1, prava vétev znamend
0. Kofen se bere jako decimdlni ¢arka a néslednd rozhodnuti modeluji vice
hodnotovou logiku

0.1 0.0
1.0

jitého grafu je 2. Potom mluvime o dvojdilném grafu. Pro obarveni rovinnych
grafi (map), jejichz hrany se neprotinaji, potfebujeme alespon ¢tyii barvy.

Dvojdilné grafy maji dulezitou vlastnost, jejich incidenéni matice se mohou
rozdélit do dvou bloku a jejich kvadratické formy se stépi do dvou oddélenych
bloku.

Grafy jsou spojené, pokud existuje alespon jeda cesta nebo prochazka mezi
vSemi péary vrcholu. Je nepfetrzitd fada hran spojujicich dany pér vrcholu.
Vzdjemné nespojené ¢asti grafu jsou znamé jako jeho slozky. Alespon (n — 1)
radek je potieba ke spojeni vSech n vrcholu grafu a n hran ke vzniku cyklu.
Spojité grafy s (n—1) hranami jsou zndmé jako stromy (77, A) a jsou acyklické.
Graf tvoreny vice stromy je les.

Muzeme nalézt stied grafu, uréeny jako jeho nejvnitinéjsi vrchol, nebo prumeér
grafu, jako kdyby grafy byly néjakymi pevnymi objekty. Avsak zde se objevuji
nékteré potize. Kdyz definujeme stied grafu jako vrchol, ktery méa stejnou
vzdalenost od nejvzdélenéjsich vrcholi, potom v linedrnich fetézcich se sudym
poc¢tem vrcholu, napiiklad v linedrnim Fetézci Lg

G © © O

mame dva kandiddty pro nominaci. Je leps§i mluvit o centroidu nebo o
centrdlni hrané. Nékteré grafy nemaji viubec zadny stied.

Zavadét vsechny pojmy teorie grafu postupné v kratkém prehledu je vycerpavajici.
Avsak je nutné znat nékteré pojmy.

Linedrni tetézce L, jsou zvlastni tiidou stromi, jejichz vSechny vrcholy
vyjma dvou koncovych maji stupeni v; = 2. Stupeni vrcholu pocitd hrany inci-
dentni k vrcholu. Linearni fetézce maji nejdelsi vzdalenost mezi svymi krajnimi
vrcholy a nejvétsi pruméry ze vSech grafi. Jiné krajni stromy jsou hvézdy S,.
Vsech (n — 1) jejich vrcholu je spojeno piimo s centralnim vrcholem. Pramér
hvézdy je vzdy 2. Rozhodovaci stromy jsou stromy s jednim vrcholem stupné
2 a vSemi jinymi vrcholy se stupni 3 nebo 1. Pokud se vrchol stupné 2 vybere
jako kofen (obr. ??), potom na prochézce je nutné proviadét na kazdém kroku
bindrni rozhodnuti, na kterou stranu jit. Vrcholy se stupni 1 jsou znamé jako
listy. Jsou spojené vétvemi ke kmeni stromu. Uz zndme rozhodovaci stromy jako
fady v jednotkovych krychlich. Ve stromu jsou spoujené do rozéévétvujiiciiich
se vétvi. Indexovaani listl je zndamé jako bidnarni kdaovani.
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Uplny graf K, méa n(n-1)/2 hran, které spojuji vzdjemné vSechny jeho vr-
choly. Jeho primér je 1 a nem4 zadny stied. Dopliikovy G graf G je definovan
jako mmnozina hran grafu G chybéjici v aplném grafu K, na stejnych vrcholech,
nebo souctem

K,=G+G. (13.3)

Z toho plyne, ze doplinkovy graf doplikového grafu G je vychozi graf G a,
ze doplikovy graf K, uplného grafu K, je prazdny graf G,, se zddnou hranou.

13.3 Petrieovy matice

Orientované hran orientovanych grafy byly definovany jako rozdily dvou jed-
notkovych vektortu (e; — e;). Jinou moznosti je mapovéni orientovanych a ne-
orientovanych hran na matice s jednotkovymi prvky.

Orientovand hrana se ztotozni pifmo s jednotkovym vektorem (e; nebo s
kontinualni fadou jednotkovych vektori e;. Takové matice jsou zndmé jako
Petrieovy matice' Pe.

Petrieovy matice jsou ekvivalentni k incidené¢nim maticim. fadka obsahujici
kontinualni fadu jednotkovych symbolu odpovida kazdé orientované hrané inci-
den¢ni matice bez pieruseni. fada jednotkovych symbolu v Petrieové matici Pe
jdouci od i k (p-1) odpovida orientované hrané mezi vrcholy i a p. Orientovand
hrana 1-2 je predstavena v Petrieové matici jednim jednotkovym symbolem,
orientovand hrana 1-6 vyzaduje 5 jednotkovych symbolu.

Kanonické tvary Pe a S pro K, jsou

Pe S
1 00 -1 1 0 0
1 1 0 -1 0 1 0
0 1 0 0O -1 1 0
1 1 1 -1 0 0 1
0 1 1 0O -1 0 1
0 01 0o 0 -1 1

Petrieovy matice maji dvé dulezité vlastnosti:
1. Petrieova matice Pe grafu G nédsobena incidenéni matici S linedrniho
fetézce L davé incidenéni matici daného grafu:

S(G) = Pe(G)S(L) . (13.4)

Z naslednych jednotek v fadce Petrieovy matice pouze prva a posledni se
mapuji v soucinu, vSechny mezilehlé pary jsou zniceny néaslednymi pary jed-
notkovych symbola s opacnymi znaménky z incidenéni matice linearniho retézce,
jehoz vrcholy jsou indexovany postupné: 1 —2 — 3 — ... — n. Napiiklad

INeméme dost jednoduchych symboli pro viechny rozdilné matice.
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-1 1 0 0 -1 1 0 0
0 -1 1 0 0 -1 1 0
0 0 -1 1 0 0 -1 1
1 0 0] -1 1 0 0 10 0-1 1 0 0
010, 0 -1 1 0 11 0]-1 0 1 0
00 1,0 0 -1 1 11 1,-1 0 0 1

2. Pouze Petrieovy matice stromu jsou nesinguldrni. Stromy maji (n —
1) orientovanych hran. Tedy jejich Petrieovy matice jsou ¢tvercové matice a
ponévadz stromy jsou spojené grafy, jejich Petrieovy matice jsou bez prazdnych
sloupci. Dulezitost této vlastnosti bude jasna v kapitole 15.

13.4 Matice kédujici stromy

Petrieovy matice definuji stromy v prostoru orientovanych hran. Jind moznost
kédovani stromu je v prostoru jejich vrcholu. Existuje matice sestupného kédu a
jejich inverze, ukazujici vztah vrcholu jako vztah déti k rodi¢um. V sestupném
kédu se pouziji oba konce orientovanych hran, avsak vrcholy na cesté pouze jed-
nou. Mimo to samotny kofen je zaveden jako prvek e;; v prvé ifddce. Konvence
je, ze orientované hrany vzdy vychdzeji z kofene. Vysledny kéd? mé matici C
v dolni trojuhelnikové formé a na diagonéle je jednotkova matice I. U stromu
prvni sloupec je jednotkova matice J, avsak kéd dovoluje také lesy.

Inverze kédovych matic C~! jsou v dolni trojihelnikové formé a na diagonéle
jsou jednotkové matice I. Mimodiagondalni prvky jsou —1, kdyz vrchol j je po-
tomkem vrcholu i, 0 jinak. Ponévadz kazdy potomek méa pouze jednoho rodice,
v kazdé tadce jsou dva nenulové prvky, vyjma prvého. Tato ¢dst matice je
inciden¢ni matici S daného stromu. Tedy

(S+e)=C1. (13.5)

Prvek eq; je vektorem jdoucim od pocatku soustavy koordinat k vrcholu
1, nebo s pouzitim grafové konvence, orientovand hrana jdouci od vrcholu 0
k vrcholu 1. V tomto pfipadé nulovy sloupec obsahujici jeden —1 prvek je
vypustén.

Pro naSe 1ucely je nutné dovolit, aby jakykolive vrcholu se stal kofenem bez
zameény indexu. Z tohoto duvodu definujeme matici cest jako vrcholy na cesté
mezi vrcholem i ke kotfenu j. To je pouze permutace dolni trojihelnikové formy.
Napiiklad

2Kédova matice C je souc¢asné matici koordinst.
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C c!
0 1 00O 0 -1 1 0
01 01 1 0 0 0
11 0 1 0 0 -1 1
11 11 -1 1 0 0

—~

Permutace sloupcu je (3,1,4,2). fddka s jednotkovym prvkem je vloZena do
incidenéni matice jako druhda a vSechny orientované hrany jdou od vrcholu 2.

Uz jsme pouzili kédovou matici linedrniho fetézce L, a jeji inverzi jako
operatory TT a C~! v podkapitole 4.3. Piipomeiite si, ze

10 0 O
110 O
1 11 0
1 11 1
10 0 0,1 00 O
-1 1 0 0,01 0 O
0 -1 1 0j0O0 10
0 0 -1 10 0 0 1

Kdyz si to prohlédneme, vidime, zeC~! je incidenéni matice linedrniho
fetézce L4, jehoz singularita byla odstranéna prictenim fadky s jednim jed-
notkovym prvkem 17;. Pro takové zakotenéné inciden¢ni matice budeme pouzivat
symbol hvézdicky Sx. Podobné lze upravit incidenéni matice vSech stromu.
Kédové matice C jsou jen jejich inverze (S)~!.

7da se, ze odlisnost mezi Petrieovymi maticemi Pe a kédovymi maticemi C
je zpusobena jednotkovym sloupcem J, ktery transformuje (n — 1) étvercovou
matici na n rozmérnou étvercovou matici. Avsak obé mnoziny jsou rozdilné.

Incidenéni matice stromu G zakofenéné jednotkovym sloupcem J jsou nesin-
guldrni a majf inverze G—!, které jsou opét kédovymi maticemi C neoriento-
vanych stromu. Tyto kédové matice C musi obsahovat zdporné prvky.

Napiiklad pro hvézdu dostaneme s pouzitim principu inkluse a exkluse

1 0 0 O
-1 1 0 O
-1 01 0
-1 0 0 1
100 0} 1 0 O0 O
110 0} 0 1 0 O
1010 0 01 O
100 1 0 0 01

Incidenéni matice neorientovanych hvézd Sx a orientovanych hvézd G jsou
vzajemnymi inverzemi.
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Enumerace graftu

14.1 Uvod

Zabyvali jsme se podrobné enumeracemi naivnich matic N. Spocitat jejich
soucty a rozdily, znamé jako neorientované a Orientované grafy, je slozitéjsi
problém. Tedy pouze nékteré problémy enumerace grafit budou diskutovany.

14.2 Enumerace stromu

Acyklické spojené grafy, znamé jako stromy, tvori zdkladnu prostoru grafu.
Vysvétlime pozdéji pro¢, nyni pouze ukazeme, jak slozitd je enumerace grafu ve
srovnani s naivnimi maticemi.

Kazdy strom, jehoz vrcholy jsou oznacené, s fadou symbolu s pouzitim
Priiferova algoritmu: Vybereme koncovy vrchol s nejnizs§im indexem, oznac¢ime
jeho souseda a odfezeme jej od stromu (jeho vétev se odsekne a vyhodi). Toto
ofezdvani se opakuje, az z puvodniho stromu zustane pouze Ko = Ly. Takovym
zpusobem dostaneme fadu (n — 2) symboli. Pokud vsech n vrchola puvodniho
stromu meélo zvlastni oznaceni, potom ziejmé existuje n" 2 fad odpovidajicich
vSem moznym oznacenim stromu. Napiiklad: Ly 1-5-4-3-2 dava 5,3,4, L5 2-1-
4-3-5 dévéa 1,4,3. Sekvence 4,4,4 se ziskd ofezdvanim hvézdy Sy zakofenéné v
4.

Tyto fady se mohou spoéitat modifikovanou rovnici 10.2. Strom mé (n — 1)
hran a soucet stupnu vrcholu v; je > v; = 2(n — 1). Nejmensi mozny stupen
koncovych vrcholu je 1. n vrcholovych stupiu je vdzanych, tedy ve stromech
pouze (n — 2) jednotek lze rozdélit. Proto dostaneme

Pocet stromii =n""? = Z(n'/an')([n — 2]!/H(vk — 1), (14.1)
k

k

Soucet se provede pies vSechna rozdéleni (n — 2) do n ¢4sti a v, nahrazuje
mg.

165
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Figure 14.1: Nejmensi par grafu na stejné orbité rozdéleni (A a B) a graf s
centralni hranou (C)

oT o A

Rovnice 14.1 pocitd stromy uspésné, avsak objevuje se jedna nevyhoda:
Riuzné typy stromu se pocitaji dohromady, kdyz maji stejnou strukturu rozdéleni.
Orbity rozdéleni se §tépi v grafech do podorbit. Nejmen§i par stromu takovym
zpusobem rozstépeny na dva rozdilné stromy na orbité 322111 je na obrazku
14.1.

Orbity rozdéleni se stépi do grafovych orbit s rozdilnou strukturou. Podobné
vrcholy grafi jsou znamé jako orbity grafu. Toto pouziti jednoho pojmu na
rozdilnych trovnich je ponékud zavadsjicit.

Strom A na obr. 14.1 mé 5 rozdilnych orbit a B pouze 4. Pocet rozdilnych
hran spojujicich vrcholy na rozdilnych orbitach je mensi, nez pocet vrcholovych
orbit, vyjma symetrickych hran spojujicich vrcholy na stejnych orbitach, jako
je centralni hrana v C na obr. 14.1.

Musime vysvétlit, pro¢ orbity rozdéleni jsou dulezité, a nalézt techniky jak
spocitat pocet neoznaCenych stromu. Diive vSak zminime jiné dva problémy
spojené s oznacovanim stromdu.

Stromy, podobné jako jiné grafy, lze vztycit ze stromu nizsich rozmeéru.
Pokud pouzijeme techniku Youngovych tabulek, coz je vepisovani indexu do
Ferrersovych grafi, dostaneme Youngem oznacené stromy. Kdyz se vychdzi z
Ko, existuje vzdy (n — 1) prilezitosti jak pFipojit n-ty vrchol k (n — 1) vrcholum
stromt nizs{ hladiny a pocet Youngem oznaenych stromu musi byt (n — 1)!.
Tyto stromy lze srovnavat s konvolucemi.

Vsechny stromy jsou vytvoreny polynomialem

z(z+m)™ ! (14.2)

kde m je pocet hran ve stromu s (m+1) vrcholy. Mocniny « lze interpretovat
jako pocet hran spojenych s pfidanym vrcholem tvoiicim kofen a ¢leny poly-
nomialu pii z¥ 1ze interpretovat jako pocet stromi zakofenénych v n-tém vrcholu
majicim odpovidajici stupen vrcholu k. Napiiklad pro m = 4 dostaneme:

ISlunce mé své planety a planety opét maji své trabanty vsechny se svymi vlastnimi
orbitami.
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Table 14.1: Stromy vytvorené polynomialem ?7olynomi alu a inverzni matice

1 2 3 4 51 > 1 2 3 4 5
m=1 1 1 1
2 2 1 3 -2 1
3 9 6 1 16 3 -6 1
4 64 48 12 1 125 -4 24 -12 1
) 625 500 150 20 1 | 1296 5 -80 90 -20 1

64z + 482% + 122% + 12* = 125 .

16 stromu se 4 vrcholy jsou pfipojené k patému vrcholu na 4 rozdilnych
mistech. To ddva prvy koeficient. Druhy koeficient se ziskd zakorenénim (Ls +
K1) =3x12a2K5 = 3 x4. Posledni ¢len odpovidd hvézdé zakofenéné v patém
vrcholu.

Tak jsme dostali novou kombinatorickou identitu, kterou lze zobrazit v tab-
ulkové formé v tabulce 14.1 dohromady s jeji inverzni matici

Prvky inverzni matice se mohou rozlozit do binomidlnich koeficientu (Z") a
prvki —j0=7) . Pifsti fadka inverzni matice je —6 x 1415 x 16 — 20 x 27 + 15 x
16—-6x5+1x1.

Pro indexovani neoznacenych stromu je nutné nalézt pocet orbit zakofenénych
stromu a pocet zakofenénych stromu se symetrickymi hranami.

14.3 Grupa symetrie neorientovanych grafa

Incidenéni matice G tiplného neorientovaného grafu K, mé n sloupcu a n(n —
1)/2 hran. V kazdém sloupci existuje (n — 1) jednotkovych prvki a v kazdé
radce existuji dva jednotkové prvky. Ruzné kombinace paru jednotkovych vek-
tort odpovidaji rozdilnym hranam grafu a lze indexované postupné indexem i,
jdoucim od 1 az k n(n —1)/2.

Incidencni matici G lze permutovat zleva permuta¢nimi maticemi Py, —1)/2
tvoticimi grupu cyklickych permutaci S, (,—1)/2 a zprava permutacnimi mat-
icemi P,,. Tyto permutace n sloupcu tvoif grupu S, cyklickych permutaci, kterd
méni permutace vétsi levostranné grupy Sy (,—1)/2- Tato grupa grafovych hran
nemuze byt uplné, protoze je indukovand mensi cyklickou grupou S,,. Pouzijeme
pro grafovou grupu indukovanou permutacemi sloupcu incidenéni matice G,
jednoduchou notaci G,. V matematické literatute se pouzivaji rozdilnad jména,
jako ”véncovy sou¢in” nebo "krokova grupa”.

V tabulce 14.2 jsou ukazané tucinky cyklickych permutaci na incidenéni
matici uplného grafu K,.

Indexovani hran grafu se provadi rekurzivné. Ke grafu s n hranami se
pridava novy vrchol a k inciden¢ni matici G,, novy blok majici blokovy tvar
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Table 14.2: Vztahy mezi S, a G, grupami

Sy, grupa st s7s) sisi 53 3
P 1000[{0100{0100(0100(0100
010010000010 |1000|0010
0010(0010|1000|0001]|0001
0001(0001|0001|0010|1000
Pocatecni radka | Gg, Permutované hrany (index puvodni radky)
1 1100 1 1 2 1 2
2 1010 2 3 3 5 4
3 0110 3 2 1 4 3
4 1001 4 4 6 3 6
5 0101 5 6 4 2 5
6 0011 6 5 5 6 1
G, grupy 57 5153 53 5185 | s3si -

dvou jednotkovych matic (I,]J,). Podgrupa siS, grupy S, i, kterd nechava
posledni sloupec na svém misté, permutuje pouze prvky matice G, avsak jeji
ucinek transformuje jednotkovy cyklus s; s jednim prvkem do n prvku pusobici
permutaéni matice a transformuje jeji cyklickou strukturu, coz ptridava nové
cykly k existujici struktufe grafové grupy.

Ovsem grupa S, 11 obsahuje také jiného podgrupy nez siS,. Jednou z nich
je podgrupa jednoduchych cykli s,41. Kazdy cyklus s lichou délkou k trans-
formuje (n + 1)-ty jednotkovy cyklus do nového cyklu stejné délky. V nasem
pifkladé (s + s3) se transformuje do

(57 +57) = 57 a (s1+ 53) do (53 + 53) = 55 . (14.3)

Cykly sudé délky transformuji pfidany jednotkovy cyklus do dvou cyklu, jed-
noho majictho stejnou délku jako ptuvodni cyklus a druhého s poloviéni délkou.
Pro tento piipad mame v nasem piikladé cykly délky 2:

[s1 + (s182)] = (51 + s183) = sis3 .

Ve skutecénosti kazdy prvek cyklu délky n pusobi na (n —1)/2 indukovanych
prvku grupy G,. Pokud n je liché, (n — 1)/2 je celé éislo, pokud n je sudé,
zbyva n/2 hran, které se permutuji a tvoii novy cyklus. V nasem piikladé s4
generovalo novy cyklus sq, protoze iplny graf K4 mé 6 hran. V Kg s 15 hranami
se vytvaif cyklickou strukturu sjsg.

Kdyz existuji dva cykly rozdilnych délek, které nemaji spole¢ny délitel,
vytvari tolik cykla, jakou mé jejich spoleény délitel délku, délky rovnajici se
jejich nejmensimu nasobku. Napiiklad pfin = 5 : 2 x 3 = 6 a zbyvaji 4
prvky, aby se permutovaly s mensfmi cykly. To je mozné jako sisi. Cyklus
s1 je indukovan cyklem so, ktery permutuje dva vektory pouze s jednou hra-
nou a zanechava identitu. Cyklus s3 permutuje jen sloupce ti{ hran a jen se
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Figure 14.2: Grafy se 4 vrcholy a k hranami
0 0o6—o
o oo oI oI I M
o—o I z I z
I o

reprodukuje. Nékteré priklady podgup S(n) a odpovidajici indukované grafové
cykly

1. 1.1. 1.1 .
Se S6 3 S7  s1s5; Sz 8385 ;

2. 3. 11,4
Ge s3sg; Gr sssg; G s1838 -

Je mozné vytvoiit jakoukoliv grafovou grupu bud poéitanim vysledki ndsobeni
inciden¢nich matic rozdilnymi permutaénimi maticemi, nebo dedukei u¢inku
rozdilnych cyklickych struktur. Oba zpusoby jsou zdlouhavé prace vyzadujici
trpélivost anebo pocitac. Pokud si uvédomime, Ze se jedna jen o soucty pouze
dvou naivnich matic, kde se vSechny operace zdaly snadné, musime se divit, jak
slozité musi byt grupy matic majicich v kazdé fadce tii nebo vice jednotkovych
symbolti, nebo grupy matic rozdilnych druhu.

Grafové grupy G, se mohou pouzit pro urc¢eni poctu vsech jednoduchych
grafu s n vrcholy, podobné jako se pouzily cyklické indexy. Hrana muze byt
piitomnd v grafu nebo ne. V jednoduchém grafu nejsou dovolené ndsobné hrany
a muzeme si piedstavit, ze grafy jsou umistény na vrcholy n(n — 1)/2 rozmérné
jednotkové krychle, jejiz strany jsou tvoreny diagonalami jako na obrazku 12.1,
kde jsou ukazané dvé diagondalni fady v 3 rozmérné krychli.

Abychom piredstavili obé moznosti, vlozime do cyklickych indext polynomidlu
(14 z*) cykly si a vypoéteme pro viechny podgrupy. G4 grafovy index je

Gy =1/24 (5§ + 95353 + 853 + 6s35]) - (14.4)

To dévé
Z(Gyy, 1+ ) =1+ 2" + 22 + 32° + 22 + 2° + 2° (14.5)

kde koeficienty pii 2* uréuji pocet rozdilnych grafii se 4 vrcholy a k hranami.

Jsou ukdzané na obr. 14.2.

14.4 Symetrie neorientovanych grafa

Vysvétlili jsme grafové grupy permutacemi sloupcu incidenéni matice G tplného
grafu. Nyni pouzijeme tuto techniku a vysvétlime symetrii jinych neoriento-
vanych grafi, které jsou podstatné podmnozinou k prvku tplného grafu.
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Jsou pouze dvé moznosti, co permutace sloupct incidenéni matice mohou
provést s hranami. fadku lze permutovat samu se sebou nebo se muze zménit v
fadku odpovidajici jiné hrané. Grupa jediné hrany mé dva prvky: (1)(2) a (12).
Pokud je hrana definovdna na mnoZziné 4 vrchola, potom existuji 4 permutace,
které ji nechavaji nezménénou: (1)(2)(3)(4), (1)(2)(34), (12)(3)(4), a (12)(34).
Muzeme vybrat 6 rozdilnych hran, avsak nékteré budou mit stejné grupy, jako
hrana 3-4 s hranou 1-2.

S k fddky mame vzdy tfi moznosti: Permutace pusobici na vrcholy méni
pouze pofad{ hran, to znamend jejich indexovdni. Nebo mén{ je iplné (nebo
alesponi ¢édstecné) do fddku odpovidajicich jinym hrandm. Vysledkem je, Ze
jeden oznaceny graf je zmeénil v jiny oznaceny graf, ktery musi mit stejny pocet
hran a musi nélezet ke stejnému typu grafu.

Pocet b permutaci, které pouze permutuji hrany incidenéni matice G grafu
urcuje symetrii grafu. Kdyz podélime pocet vSech permutaci n! éislem syme-
trie b, dostaneme pocet rozdilné oznacenych grafi daného typu. b jednoduchych
hran na 4 vrcholech je 4 a existuje opravdu 24/4 = 6 rozdilnych hran na mnoziné
4 vrcholi. Cislo symetrie tohoto grafu Ky je 24, tedy existuje pouze jedno ro-
zlisitelné oznaceni tohoto grafu. Vztah poctu b rozlisitelnych oznaceni je znamé
jako Burnsidova lemma.

Nyni{ prozkoumédme vypocty podle (14.3). Vzorec

(1+2)°+9(1 +2)*(1 +2%)* +8(1 + 2°)* + 6(1 + 2?)(1 + z*) (14.6)

se rozdéli podle svych ¢lenu do kone¢ného vysledku jako:

Mocninyx | 0 1 2 3 4 5 6
s 1 6 15 20 15 6 1

9s7s3 | 9 18 27 36 27 18 9

8s3 | 8 16 8

6sisi | 6 6 6 6
|24 24 48 T2 48 24 24

Pocet grafu | 1 1 2 3 2 1 1

Vsechny permutaéni matice grupy S4 transformuji prazdny nebo tplny graf
na sebe. Tedy jejich b = 24. Kdyz podélime sloupcové soucty 24, dostaneme
pocet rozdilnych grafi s k vrcholy. Pocet rozlisitelnych oznaéenych grafi je
dany v prvé fadce, kde se pocitaji identitni permutace. Pro jedinou hranu to
davé sest rozdilnych grafii. Cislo b je vytvofené tiemi permutacemi hran typu
5252 a jedou permutaci s9.

U grafi s dvéma hranami, 15, 27 a 6 permutaci ndlezi dvéma rozdilnym
grafim, bud Ls a jeden izolovany vrchol nebo dvé Lo. Kdyz se pokousime délit
permutace do orbit grafu, muzeme pouzit fakt, ze jak b tak pocet rozdilnych
oznaceni grafu musi byt déliteli n!. 15 se muze potom §tépit pouze jako 12 +
3. Potom 27 se muze rozdélit jako 12 4+ 12 + 3. Muzeme pouzit také jiné
kriterium a rozhodnout, kterd z obou moznosti je spravnd. VyuZzijeme moznd
rozdéleni vrcholovych stupnu. Grafy s dvéma hranami maji soucet vrcholovych
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stupnu 4 a pro 4 vrcholy dvé rozdéleni: 2110 a 1111. Existuje 12 rozlisitelnych
permutaci prvého rozdéleni a pouze 1 permutace druhého. Toto rozdéleni je
stalé u viech permutaci, véetné cyklu délky 4, tedy struktura grupy je si. Obé
kritéria nechédvaji jako jediné mozné stépeni 12+12+3. Existuje 12fu linedrnich
etézcll Ly s b = 2 a struktiurou grupy (s} + s3) a 3 grafy 2K, s b = 8. Jejichdd
struktura grupy je si + 2s%s3 + 35225 + 2s). Grafy s péti a SSesti hranami jsou
komplementarni grafy s zddnou a jedou hranou.

14.5 Orientované grafy

V jednoduchém orientovaném grafu mohou existovat dvé orientované hrany mezi
kazdym parem vrcholt. Symetrie orientovanych grafu tento fakt komplikuje. To
lze dokumentovat na vztahu mezi po¢tem samo se dopliujicich neorientovanych
grafi s 4k vrcholy a poétem samo se dopliujicich turnajiu s 2k vrcholy. A
turnaj je spojeny orientovany graf, ktery muze mit pouze jednu z obou orientaci
orientovanych hran.

Upln}'f turnaj s 2k vrcholy mé (4k% — 2k) orientovanych hran, tplny oriento-
vany graf s 4k vrcholy mé (8k2 — 2k) orientovanych hran. Je nutné k doplnén{
grafu odpovidajiciho samo se dopliujicimu turnaji s 2k vrcholy vytvorit z kazdé
orientované hrany dvé orientované hrany. To lze provést nésledovné: Vytvorime
2k novych vrcholt indexovanych ¢arkovanymi indexy turnaj a spojime vSechny
liché ¢arkované a nec¢arkované vrcholy majici stejny index k orientovanymi hranami.
Pokud v turnaji existuje orientovand hrana i-j, vytvofime orientované hrany i-j
a i-j’ v doplikovém grafu, pokud existuje orientovana hrana j-i, zavedeme ori-
entované hrany i’-j a i’-j’. Orientované hrany chybéjici v indukovaném grafu
jsou pritomné v samo se doplnujicim grafu odpovidaji orientovanym hrandm v
Dopliitkovém turnaji nebo spojuji sudé ¢arkované a necarkované vrcholy. Rozdilf
je tvoen 4k? orientovanymi hranami a 2k vrcholy.

Rozdil mezi orientovanymi a neorientovanymi grafy lze vysvétlit také jinym
zpusobem. Muzeme pouzit dvé zvlastni hrany pro obé orientace orientovanych
hran i-j a j-i. V jednoduchém orientovaném grafu muze byt n(n-1) orientovanych
hran, to je dvojndsobek poc¢tu hran. Incidenéni matice S ma dvojnasobek poctu
taci sloupcu zédménou znaménka. Permutace (12)(3)(4) vytvaii grafové permu-
tace (12)(23)(45)(6)(89)(10,11)(12), coz nechdvé nezménéné pouze dvé hrany.

Uz jsme se zminili, ze pocet oznacenych neorientovanych grafi je 2(»=1)/2,
To lze napsat jako polynomiél

Gt)=(1+t)3) st=1. (14.7)

Tento fakt je vyvozen z moznosti, jak zaplnit matici sousedstvi A jed-
notkovymi symboly. Existuje (Z) moznosti, které jsou nezavislé. Matice soused-
stvi je symetricka. Zaplnuji se soucasné dolni a horni mimodiagonalni polohy.
Polynomidl G(2) dava pocet oznacenych orientovanych grafi s pouze jednou
orientovanou hranou mezi parem vrcholi. Toto odpovidd matici sousedstvi,

kterd méa pouze jeden prvek v kazdém paru poloh i-j a j-i ukazujici orientaci
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orientované hrany. Polynomidl G(3) ddva pocet orientovanych grafu s obéma
orientacemi orientovanych hran, nebo poc¢tu asymetrickych matic sousedstvi,
které mohou mit par jednotkovych symbola v kazdém paru odpovidajicich mist.

14.6 Spojité neorientované grafy

Graf je spojity, pokud mé pouze jednu slozku. Pocet neorientovanych spojitych
grafu lze urcit, pokud poc¢itame vSechny grafy zakorenéné v jedné slozce Cy s k
vrcholy. Jejich pocet je rovny poctu vech zakofenénych oznacenych grafu

n2n(n=0/2 2 3 (Z) CrGni (14.8)

k=1

kde G,,— je poCet vsech zakofenénych grafu s (n — k) vrcholy, coz znamend
n2(n=k)(n=k=1)/2 g Gy = 1. Vyznam levé strany identity je jasny: Kazdy graf
ma n moznych korenu. Prava strana pocita kazdy graf podle poctu jeho slozek.
Pokud mé dvé slozky, potom se pocita dvakrat, jednou s k kofeny, potom s
(n—k) koteny. Prazdny graf se pocitd n krét v dusledku binomidlniho koeficientu
na pravé strané.

Kdyz oddélime pocet spojitych grafu C,,, muzeme urcit pocet viech zakotenénych
oznacenych grafti rekurzivné.. Zde se pouzije obecny vztah mezi dvéma vytvorujicimi
funkcemi, normalni a exponencialni. Pocty spojitych oznacenych grafu G, jsou
koeficienty exponencidlni vytvorujici funkce oznaéenych grafu

G(z) =) C"(z)/nl =exp(D_a"z"). (14.9)

n=1 n=1
Ponévadz existuje také normalni vytvorujici funkce oznacenych grafi

o0

G(z) =) A"a"), (14.10)

n=1

obé funkce lze srovnavat. Vlozenim ag = 1, muzeme logaritmovat obé strany
s vysledkem

an =4, —1/n i kagAn—k) (27) (14.11)

n=1

(14.8) je jen specidlnim pifpadem této identity.
Pocet spojitych grafu C,, je rychle rostouci funkce

na |1 2 3 4 5 6
C, |1 1 4 38 728 26704




Chapter 15

Vlastni hodnoty a vlastni
vektory

15.1 Interpretace vlastnich hodnot

Kvadratickd forma naivnich matic NTN je diagondlni matice. Také ¢tverce
Hadamardovych matic jsou diagonalni matice. Avsak druha kvadratickd forma
naivnich matic NN a kvadratické formy incidenénich matic grafi G a S maji
mimodiagonalni prvky. Interpretovali jsme diagonélni a mimodiagondlni prvky
jako dva ortogondlni maticové vektory udavajici jednotkové projekce jakéhokoliv
maticového vektoru M do prostoru hran a sloupcu (viz obr. ). V této kapi-
tole ukazeme podminky, kdy maticovy vektor lze reprezentovat ekvivalentni
diagondlni matici vlastnich hodnot zavedenych v podkapitole 3.5 a vlastnosti,
které takové nahrazeni ma.

Ve srovnani s naivnimi maticemi je jasnd jedna vlastnost: diagonalni mat-
ice musi mit stejnou délku jako samotny maticovy vektor M. Z této vlast-
nosti vyplyva, ze pii diagonalizaci se maticovy vektor M otéaci, aby se snizila
dulezitost mimodiagondlnich prvka. Alternativné poloha vektoru je stald a
ménime soustavu koordinat, pfesné jako kdybychom obchézeli okolo matice az
bychom nalezli misto, odkud je mozné vidét skrze matici. Takovy vyhled ma
svou vlastni mnozinu koordinat.

Obchézeni matice se podoba funkci polarizujicich filtra otécejicich svétlo
(mnozina vlastnich hodnot je zndméd jako spektrum matice). Polarizujici funkci
m& par matic zndmych jako matice vlastnich vektoru. Matice M se vlozi mezi
péar matic vlastnich vektori ZT a Z a vysledny soucin je ekvivalentni diagondlni
matici A(M):

ZTMZ = A(M) (15.1)

V podkapitole 3.5 se pouzily symboly L a R pro obé diagonalizujici matice.
Rozdil mezi témito maticemi vlastnich vektoru je zptsoben dalsim pozadavkem
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na vlastni vektory. Vlastni vektory jsou diagonalizujici vektory, které jsou nor-
malizovany jako v nésledujicich piikladech

1/v2  1/v2
1/vV2 —1/V2
0 1 1/vV2 —1/V2
1 0 V2 1/V2
V2 1/V2 1 0
1/V2 —1/V2 0 —1

/v2  1/v2
1/vV2 —1/V2
2 1 3/V2  1/V2

1 2 3/V2 —1/V2
V2 1/V2 3 0
1/V2 —1/V2 0 1

Situace se komplikuje, kdyz je vice vlastnich hodnot stejnych a odpovidajici
hodnoty jsou nasobky.

Vsimnéte si dvou dulezitych vlastnosti vlastnich vektortu matic:

e 1. Jejich sloupcové vektory by mély byt ortogonalni a normalizované

Z'7 =1 (15.2)
Napiiklad
2—1/2 2—1/2
2—1/2 _2—1/2
271/2 9—1/2 1 0
2-1/2 271/2 0 1

Nekdy se nesnadné nalézt ortogondlni vlastni vektory, pokud je stejnych
vice vlastnich hodnot (nebo jedna vlastn{ hodnota je ndsobnd).

e 2. Kdyz vlastni vektory nasobi matici M, vSechny jeji prvky se ndsobi
faktorem odpovidajicim vlastni hodnoté );. Jinymi slovy, matice M se
chové k maticim svych vlastnich vektord ZT a Z jako diagonalni matice
vlastnich hodnot

MZ = \,Z (15.3)
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15.2 Vlastni hodnoty a singularni hodnoty

Vsechny shora uvedené rovnice byly napsany pro ¢tvercové matice M ptedstavujici
kvadratické formy. U obdélnikovych matic mtizeme zaplnit jejich chybéjici radky
nebo sloupce nulovymi prvky a pro jakykoliv vektor vzaty jako vlastni vek-
tor dostaneme nulovou vlastni hodnotu. Nebudeme se zajimat o vlastni hod-
noty pravoihlych matic, avSak o vlastni hodnoty jsoujich kvadratickych forem,
které jsou znamé jako singuldrni hodnoty pravoihlych matic a asymetrickych
¢tvercovych matic.

Incidenén{ matice S stromu je (n — 1) X n-rozmérnd. S'S je n-rozmérnd
matice, SST je (n — 1)-rozmérns matice. Obé souciny maji stejné mnoziny
singuldrnich hodnot. V tomto pifpadé STS musi mit jednu nulovou Aj. To
plati pro viechny spojité grafy. Ctverec jednotkové matice JJT mé pouze jednu
nenulovou vlastni hodnotu, kterd je identicka s vlastni hodnotou JTJ. To je
soucet n jednotek.

Jesté jednou opakujeme dulezity fakt, ze na diagondle obou kvadratickych
forem stejné jako na diagonale Ctvercu symetrickych matic se objevuji ¢tverce
prvkii m;;. Pokud je matice symetrickd, obé kvadratické formy jsou totozné se
¢tvercem matice MTM = M2, tedy singularni hodnoty symetrické matice jsou
totozné se ¢tvercem jejich vlastnich hodnot.

15.3 Charakteristické polynomialy
Nyni pfistoupime k problému vlastnich hodnot z jiného hlediska. Matice a
matice jejich vlastnich vektoru tvorf soustavu linearni rovnic, jejiz FeSeni se

nalezne, kdyz se odecte postupné diagondln{ matice vlastnich hodnot A(\) od
matice M a vyslednd matice se nasobi vlastnim vektorem z:

(M — M)z =0 (15.4)

Naprtiklad matice

7N
= N
N
N————

odpovida rovnicim

2=-Nz+y=0
r+(2-XNy=0.

Pokud vlozime vlastni vektor x = 1, y = 1, dostaneme jako feSeni A = 3,
prox =1, y = —1, je vlastni hodnota A = 1. Uz zndme vlastni vektory jinak se
feSeni musi nalézt s pouzitim rozdilnych metod. Soucin rozdilu vlastnich hodnot
s nezndmymi x je charakteristicky polynomidl P(x) matice M. V daném piipadé
je to P(x) = 22 — 4z + 3. V obecném pifpadé charakteristicky polynomial je
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P(z) = H(aﬁ —Aj)=a" —a2"  Haa" % tanr £aa” . (15.5)
j=1

¢len a; je jen soucet vSech vlastnich hodnot a je identicky se stopou matice,
posledni ¢len je soucinem vsech vlastnich hodnot a urcuje zda soustava vlastnich
hodnot mé feseni. Tedy se nazyva determinant. Pokud matice ma alespon jednu
nulovou vlastni hodnotu, potom feSeni maticovych rovnic je neurcité a matice
je singuldrnd.

15.4 Permanenty a determinanty
Doposud permanenty nebyly definovany a bez nich bychom méli potize s popisem,

jak se ziskaji polynomidly z prvku matice. Predpokladejme, ze mame Ctvercovou
matici, jejiz prvky jsou bud symboly nebo ¢&isla, naptiklad

A B

b ¢ 1 1 2
d e f 01 3
g h i 1 10

permanent p(M) je soucet vSech soucint vsech kombinaci viech prvka m;;
v fadce i nebo sloupci j s prvky s jinymi indexy ve vsSech jinych sloupcich a
fadcich

p(A) = aei +afh+bdi+ bfg + cdh + ceg
p(B) =110+ 131 + 100 + 131 + 201 + 211 = 8.

Pouzijeme celou mnozinu permutacéni matice P jako vzoru a napiSeme z
matice vybrané prvky jako souciny.

Je jasné, ze pocet prvka v n-rozmérném permanentu je n!. n prvkua v kazdé
fadce se ndsobi s (n — 1)! ¢leny predchézejicich permanenti. Ve skutecnosti
pocet Fadku a sloupcu v matici nemusi byt stejny, avsak odpovidajici souciny
potom obsahuji nuly. To je dulezité pro definici determinanti.

Dfive nez s nimi za¢neme, ukazeme alespon jeden vysledek z bohaté teorie
permanentt, totiz permanent matice (JJ? + kT,,):

e Pokud k£ = 0, mame ¢tvercovou jednotkovou matici. Vsech n! fad perma-
nentu jsou rovné 1 a jejich soucet dava faktoridl n!.

e Pokud £ = —1, potom na hlavni diagonale jsou nuly a vSechny fady
obsahujici alespon jeden diagonalni prvek jsou nulové. Pocitdme prvky
permanentu jako permutacni matice P bez prvku na hlavni diagondle.
Mohli byste si vzpomenout (pokud ne, viz kapitolu 7), zZe se pocitaji podle
subfaktoriali z;, tabulka 7.3. To dava pro matice (JIJ* — I) vysledek
JIT—1,)=(r, — D™
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e Pokud k=1, médme na hlavni diagonale 2 a prvky permanentu obsahujici
diagonalni prvky jsou mocniny 2. Vlozenim této hodnoty do zobecnéného
polynomiédlu dostaneme (JJ,,+1,,) = (r,—1)". To je Appleuv polynomial.

e Podobné se naleznou permanenty pro jakékoliv k.

Determinant Det(M) je v uréitém smyslu inverzni funkei permanentu, protoze
je zalozen na principu inkluse a exkluse. M4 identické prvky jako permanent,
pouze jejich znaménka jsou bud kladné nebo zdporna v zévislosti na znaménku
vytvorujici permutace, to je na poctu inverzi. Pro naSe priklady to je

Det(A) = aei —afh —bdi + bfg + cdh — ceg
Det(B)=0-3-04+3+0—-2=—-2.

Pro n = 2 je determinant Det(M) = ad — bc. Pro n = 3, determinant se
snadno nalezne, pokud opakujeme prvni 2 fadky matice jako jeji 4-tou a 5-tou
tfadku a napiSeme diagondlni souciny vlevo a vpravo

b ¢
(=) |d e f| (+)
ceg |g h | aei
fah b c| dhc
tbd |d e f| gbf

Nalezeni determinantu matic vyssich radu byvalo pracnou tlohou. Byla for-
malizovana definici minori A;; prvka matice m;;. Minor A;; je determinant
matice 0;;M, ziskané z matice M vynechdnim j-tého sloupce a i-té fadky. De-
terminant se pak definoval jako soucet soucinu vsech prvku fadky nebo sloupce
s jejich minory

Det(M) = Zmiinj = Zmiinj (156)
i=1 j=1

Determinanty se snadno naleznou pouze u nékterych typua matic.

Je ziejmé, ze determinant diagondlni matice je souc¢inem jejich prvku, zatim
co stopa je jejich souc¢tem. Ponévadz prvky diagonalni matice jsou soucasné
jejimi vlastnimi hodnotami, determinant je sou¢inem vlastnich hodnot matice

Det(M) = f[ A (15.7)

To plati pro jakoukoliv matici a tento fakt dava jinou definici determinantu
jako objemu rovnobézniku tvofeného vlastnimi hodnotami. Pokud jedna vlastni
hodnota je nulové, obdélnik netvoii téleso v n-rozmérném prostoru a jeho objem
je nulovy.

Polynomial je souc¢inem rozdili diagonalni matice nezndmych x se samotnou
matici M. Pocitd se podobné jako determinant, pouze rozdily se nechavaji
neoteviené. Determinant je poslednim élenem a,, polynomidlu, kdyz je .
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Jinak: Pokud matice obsahuje neznama = na diagondle, nemuzeme vypocitat
jeji determinant v uzaviené formé jako ¢islo. Vysledkem je polynomial. Naptiklad
matice

a8
8 o o

déva determinant

DetM = 23 + 02 — (a + b+ ¢)z' + 2abca®

Determinanty symetrickych matic s nulami na diagonéle se déli podle moc-
niny z podle poctu premisténi a ziskané pocty jsou identické s prvky charakter-
istického polynomidlu.

Také u triangularnich matic v dolnim nebo hornim trojihelnikovém tvaru
je determinant souc¢inem jejich diagonalnich prvku. RozloZime determinant po-
dle prvku prvé fddky. Zde bude pouze jeden nenulovy prvek mi;Ai;. Potom
podobné rozlozime minor Ai;. Pro vypocet determinantu jsou dulezité dvé
pravidla:

e 1. Zdmeéna poradi hran nebo sloupctu neméni hodnotu determinantu, avsak
muze zménit jeho znaménko. Permanent neni zavisly na poradi sloupcu
a hran a znaménko lze zménit, pokud nova permutace hran nebo sloupct
zméni znaménko ¢lent determinantu.

e 2. Determinant se nezméni, kdyz pfiddme nebo odec¢teme k néjaké radce
(nebo sloupci) matice ndsobek fadky (nebo sloupce) matice. Pokud pfiddme
v pitkladé shora k druhé fadce prvou fadku a zkontrolujeme vsechny ¢leny,
vidime, Ze co se objevi na jedné strané determinantu, to se objevi také
na druhé strané v souc¢inech se zapornymi znaménky a vSechny zmény se
samy eliminuji a hodnota determinantu zustane nezmeénén4.

Obé pravidla se vyuzivaji pro vypocet determinantu. Napiiklad ukazeme,
jak se nalezne determinant matice (JJ3 — I3):

0
011
0 1
1 10
1 2 3
2 2 2 2 2 0 2 0 0
1 01 1 0 0 1 -1 0
1 10 1 1 -1 1 0 -1

e 1. Soucet druhé a treti radky 2,1,1 se pridal k prvé Fadce.
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Figure 15.1: Interpretace determinantu
A(5,2)

0.30
B(2,5)

O(0,0l)

e 2. Prvni sloupec byl ode¢ten od posledniho.

e 3. Prvni sloupec byl ode¢ten od druhého.

n rozmérna matice (JJ3 — I) transformovand témito tfemi kroky do dolni
trojuhelnikové formy m4 na diagondle jednu hodnotu (n — 1) a (n — 1) hodnot
-1. Vétsi matice vyzaduji vice krok.

Nyni determinanty naleznou obvykle pocitace. AvSak k ziskdni nahledu je
dobré znat principy, které tvori zakladnu pouzitych algoritmu.

Determinant lze interpretovat jako 1/n! ¢dst objemu n-rozmeérného télesa
opsaného matici spole¢né s poc¢ate¢nim bodem koordinat. Naptiklad dva body
A(5,2) a B(2,5) tvoii s O(0,0) trojihelnik, viz obr. 15.1

Plocha trojihelniku je 25 — 10 — 4.5 = 10, 5. Determinant matice

(33)

je 25 — 4 = 21. Polovina je 10.5.

15.5 Polynomidly graft

Matice sousedstvi A jednoduchych grafi bez smycek maji vSechny mimodi-
agonalni prvky bud 1 nebo 0, viechny diagonalni prvky jsou nulové a matice
jsou symetrické a;; = aj;. Pokud se pokousime nalézt jejich polynomidly shora
popsanou metodou, najdeme pro 3 vrcholy

Jeden mimodiagonalni prvek P(A) = 2% — 2! = H(x —A\) (15.8)
j=1

Dva mimodiagonélni prvky P(A) = 2% — 22! . (15.9)
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Table 15.1: Polynomialni koeficienty linedrnich fetézcu L,

k{1 2 3 4 5 6 7
m=0 1

1710 1

21-1 0 1

310 -2 0 1

411 0 -3 0 1

510 3 0 -4 0 1

6|-1 0 6 0 -5 0 1

Figure 15.2: Sest dvojic (A) a jedna trojice (B) fetézce Lg

Koeficient a; pii 22 v polynomidlu odpovidajici soué¢tu vlastnich hodnot je 0,
ponévadz stopa A je nula. Koeficient as pti #! odpovidajici souétu ¢lentt A\,
je umérny poctu hran v grafu. To plati také pro grafy s vice vrcholy, protoze
tyto ¢leny se objevuji v polynomialu, kdyz se diagonéala ¢lent x ndsobi mimodi-
agondlnimi prvky. V dusledku symetrie matice sousedstvi vSechny ¢leny pii
a"kriené jsou nulové a cleny u 2 Fsude se tvoif poctem k-ndsobki izolovanych
hran. Tyto k-tic jsou znamé jako obrdzky hran.

Napiiklad fetézce Lg

G © © O

¢leny polynomialu jsou 5, 6 1.

Polynomial matice sousedstvi A stromu je znamy jako acyklicky polynomidl,
protoze neni piizpusoben pro cykly. Je soucasné polynomidlem shodnosti acyk-
lickych grafu.

Polynomialni koeficienty linedrnich fetézcu lze zobrazit v tabulkové formé
dosti snadno (tabulka 15.1).
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Figure 15.3: Par nejmensich isospektralnich stromu

Mo

Figure 15.4: Uplny graf K3 a soucasné cyklus C

U Lg mame 5 hran. Sest dvojic a jedna trojice jsou ukdzané na obr. 15.2.

Prvky tabulky 15.1 (srovnej s tabulkou 10.7) jsou binomidlni koeficienty a
radkové soucty absolutnich hodnot koeficientu jsou Fibonacciho ¢isla. Koefi-
cienty polynomialu linedrnich fetézcu jsou nejvétsi, které lze ziskat pro stromy.
Je jasné, ze neexistuje piilis§ mnoho kombinaci téchto koeficienti. Ponévadz
pocet stromu je rychle rostouci funkce, a koeficienty jsou omezené, jejich kombi-
nace ve srovnani stromu jsou ridsi a vysledkem je, ze stromy musi byt isospektrdlni.
To znamend, ze rozdilné typy stromi musi mit identickd spektra. Na obr. 15.3
je par nejmensich isospektralnich stromi, jehoz polynomial je 28 — 726 4 9x%.

Acyklické polynomidly se kombinuji s polynomidlem cykli, pokud se objevuji
v grafu cykly. dc¢inek cyklu lze ukdzat na prikladé matice sousedstvi K3 (obr.
15.4):

z -1 -1
-1z -1 = PA)=2%—3z" +2
-1 -1 =z

objevuje koeficient 2 u ¢lenu z°. Ten je vytvoieny cyklem C3. Tento cyklus
se pocita dvakrat. Tato ndsobnost se objevuje u vSech cykla, které se musi
secitat oddélené od acyklickych ¢lenu. Cykly sudé délky se odectou od poctu
k/2-tic izolovanych hran. Je dosti snadné zkonstruovat polynomiél izolovanych
cyklua. Pokud odstranime z cyklu hranu, zméni se na linearni fetézec, jehoz
acyklicky polynomidl uz zndme, a pFemostujici hrana se kombinuje s k-ticemi s
(n — 3) hranami cyklu, jako kdyby tvorily rozdily linedrniho fetézce s (n — 2)
vrcholy. Tyto k-tice jsou odecteny od ¢lenu L,,. Naptiklad

P(Cs) = P(Lg)+P(L4) = (2® —52* +62% —1) — (2* =322 +1) = 25 —62* +-922 .
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Aby se dostal cyklicky polynomidl, musime odecist koeficient 2 pro cyklus
délky n = 6. Vysledkem je

2% — 62t + 922 — 2.

Pokud matice sousedstvi je vazend nebo graf obsahuje ndsobné hrany, poly-
nomidl lze patficné modifikovat. Ukazali jsme, ze koeficient as polynomidlu
pii 2”72 je tvofen ¢tverci prvkd matice. Daldi éleny ve vétsich maticich jsou
slozitéjsi. Nalezeni vSech k-tic izolovanych hran a cykla v grafech s mnoha
vrcholy a hranami je pracné a vypocet polynomialu touto technikou uz neni

prakticky.

15.6 Clujsky vazené matice sousedstvi linearnich
retézcu

Diadudea zavedl asymetricky vdzené matice vzdélenosti, Clujské matice (po-
jmenované podle jeho domovského meésta Cluj v Rumunsku), Wienerovymi
vahami Nj (; jy a Nj  j)( pocet vrcholi na konci j cesty p;; od diagondlniho
vrcholu (i = j) k mimodiagondlnimu vrcholu j (¢ # 7).

Nejprve je nutné vysvétlit vztahy Clujskych matic k jinym maticim charak-
terizujicim grafy, jako jsou inciden¢ni matice S (orientované grafy) G (neori-
entované grafy), matice prochdzek a cest definovanych W na orientovanych
hrandch (neorientovanych hrandch), matice prochdzek a cest definovanych P na
vrcholech, viz pfisti kapitolu.

Prvky inciden¢éni matice orientovaného grafu S jsou definované jako s;; =
—1, pokud orientovand hrana i jde od vrcholu j, s;; = 1 pokud orientovana
hrana i jde k vrcholu j, s;; = 0 jinak. Kvadratickd forma inciden¢ni matice se
svou transponovanou matici ST je zndm4 jako Laplace-Kirchhoffova matice. Je
rozlozena do diagonalni matice stupitt vrcholi V a matici mimodiagonélnich
prvki zndmé jako matice sousedstvi A(a;; = 1, pokud vrchol i sousedi s vre-
holem j, a;; = 0 jinak)

s”s. (15.10)

Druhé kvadratickd forma incidenéni matice se svou transponovanou matici
S ST m4 mimodiagonalni prvky odpovidajici maticim sousedstvi A hranového
grafu. U stromu tato matice mé rozmér (n — 1) a mé pravou inverzi, coz je
kvadraticka forma matice prochazek a cest W definovanych W na orientovanych
hrandch (neorientovanych hrandch).

Matice prochézek a cest P jsou definovdny pro stromy také na vrcholech.
Prvky P, (cesta) jsou pro orientované stromy p;; = 1, pokud vrchol j je inci-
dentnf s cestou i, p;; = 0 jinak. Prvky Py, (prochédzka) jsou pro neorientované
stromy p;; = 1, pokud vrchol j je na konci cesty i, p;; = —1, pokud vrchol j je
vnitinim vrcholem cesty i, p;; = 0 jinak.

Soucet
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P, + P, (15.11)

je dvakrat incidenéni matice G i iplného neorientovaného grafu K,,, ponévadz
v souCtu zbyvaji pouze piimé prochazky mezi vSemi pary vrcholu.

Clujské matice stromu jsou skaldrni sou¢iny transponované matice prochézek
PpT s incidenén{ matici Gk (tyto konvence lze transponovat)

Cp, =PIGgk (15.12)

Napiiklad pro linearni fetézec Ly

1100
01 10
1 01 0
00 11
01 01
1 0 0 1
1 01 001 31 11
111011 3 3 2 2
01 1 1 11 2 2 3 3
000111 1 1 1 3

Diagondlni prvky skaldrniho soucinu poécitaji (n — 1) prochdzky jdouci od
vrcholu j = 4 k jinym vrcholim. Mimodiagonélni prvky skaldrniho souéinu
pocitaji prochazky incidentni s obéma vrcholy ¢ a j. Mimodiagonalni matice je
Clujskd matice C,

Ponévadz Diadudea se zajimal hlavné o chemické aspekty novych matic
C,, zustaly nepovsimnuté nékteré vlastnosti pfimych (Hadamardovych) sou¢inu
Clujské matice s odpovidajici matici sousedstvi A:

C.=C,eA (15.13)

coz ponechdvé pouze sousedici prvky Clujské matice C, (nebo rovnocenné
Clujsky vézené matice sousedstvi Ac, napiiklad pro linedrni fetézec Ly (n-
butan) shora

O O W o
o O
= o N O
O w oo

Zékladni vlastnosti téchto matic sousedstvi vazenych poctem vrcholi na
konci orientovanych hran (neorientovanych hran) A¢ jsou:

1) Soucet jejich prvku je n(n - 1). Kazdd z (n - 1) hran mé n vrchola na
svych koncich.

2) Stopa je nulové.

3) Soucet ¢tvercu vlastnich hodnot je 2W:
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TrAZ =2W (15.14)

ponévadz na stopé A% se objevujf dvakrét souciny poctu vrcholt N; ¢; 5y Nj (5.5
na obou stranach vSech hran.

Spektrum je symetrické, vlastni hodnoty se objevuji v parech £;. Liché
vlastni hodnoty stromu s lichym poc¢tem vrcholu jsou nulové. Nejvétsi vlastni
hodnota je (n — 1), coz je totozné s nejvétdimi prvky matice N;; koncovych
vrcholu.

¢len charakteristického polynomidlu ™! je nulovy, ¢len 2”2 je Wienerovo
cislo.

Parem nejvétsich vlastnich hodnot +(n—1) hvézd jsou jejich jediné nenulové
vlastni hodnoty. To je konsistentni s jejich Wienerovym ¢islem S,: Wg =
(n—1)2.

Vlastni hodnoty linedrnich retézctu L, s lichym n (z prohlidky prvnich fetézcu)
maji hodnoty (0,+£[2,4,...,(n —1)]), vlastni hodnoty linedrnich fetézcti L,, se
sudym n maji hodnoty (£[1, 3, ..., (n—1)]).

Tyto hodnoty se shoduji s kombinatorickymi identitami pro sekvence bi-
nomidlnich koeficientu:

pro liché n:

(n—1)/2 n—1

(” ;: 1) = 3 k=Y kn—k) (15.15)

=0 k=1

pro sudé n:

n/2 n—1
(” ; 1) =S @k -1 = kn-k) (15.16)

k=1 k=1

Charakteristicky polynomial lze vypocitat analogicky se zndmou metodou
urcujici charakteristicky polynomial nevazené matice sousedstvi stromu pocitanim
v8ech k-tic izolovanych hran. Zde kazda k-tice dostane svou vahou urc¢enou
vSemi souciny orientovanych hran (neorientovanych hran) N; (; jyVj, i 5)-

Naptiklad pro Ls:

Vahy vazeb1 -4 =4;2-3=6;3-2=6;4—-1=4;:

23 ¢len (1-tice, Wienertiv ¢len): 4 4+ 6 + 6 + 4 = 20;

x! élen (2-tice): (4 x 6) + (4 x 6) + (4 x 4) = 64.

Charakteristicky polynomidl: P = % — 2023 + 64x.

¢len ™! charakteristického polynomislu je nula. To odpovid4 souétu vlastnich
hodnot. Clen 2”2 charakteristického polynomiélu je uréen souétem 1-tic. Tedy
je to Wieneruv ¢len. Odpovida souctu soucinu dvou vlastnich hodnot. Obé
rekurence se shoduji s kombinatorickymi identitami shora.
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Figure 15.5: Ofezavani grafu. Grafy 1A a 2A se zvétsi prictenim jedné hrany a
jednoho vrcholu (1B a 2B). Grafy B se ofezou vynechéanim novych hran dohro-
mady se sousedicimi vrcholy (prézdné krouzky) a sousedicich hran (1C a 2C).

15.7 Techniky orezavani

Charakteristicky polynomidl acyklického grafu je determinant diference jeho
matice a diagondlni matice zI. Kdyz graf se zvétsi pfictenim nového vrcholu a
hrany, charakteristicky polynomial se zméni podle mista, kde je pripojeny novy
vrchol. Jinak, pokud se zmensi velikost grafu ode¢tenim jednoho vrcholu a jeho
hran, polynomial indukovaného grafu je diferenci podle grafu, ktery zustavé,
kdyz spojujici vrchol, ke kterému je pripojeny novy vrchol, se odstrani se vSemi
svymi hranami. Kone¢ny charakteristicky polynomiél 1ze potom napsat jako
determinant 2 x 2 matice. Napiiklad (obr. 15.5).

((m3—2m) x2> g

1 T

( (.’E3—2.’E) (QC2—].) > _ I4—3I2—|—1

1 z

V prvém pifpadé dva volné vrcholy K; odpovidaji ¢lenu 22, v druhém
pifpadé graf Ky odpovida élenu (22 — 1),

Grafu lze ofezat vice vétvi soucasné a vétvemi nemusi byt izolované vrcholy,
ale také grafy. Na diagonale se zde objevuji vzdy polynomidly ofezanych a
orezdvanych grafi a mimodiagonalni prvky jsou jejich odpovidajicimi rozdily.
Jedinou nutnou podminkou je, ze vSechny subgrafy musi byt spojené mosty,
hranami nebo orientovanymi hranami spojujicimi dva vrcholy bez cykla. Po-
tom se objevuji v matici polynomidly odpovidajicich subgrafu a jejich rozdilu,
polynomiély odpovidajicich subgrafii bez spojujiciho vrcholu

polynomidl A  diference AB
diference BA  polynomial B

Naptiklad hvézda S3 ofezand jako 2K7 a Ko

z2 =2 2
1 r—1

Orezavani snizuje rozmérnost polynomiélu.
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15.8 Polynomialy grafii se smyckami

Diagonalni matice stupnu vrcholu V lze povazovat za matice sousedstvi grafu,
ktery se sklada pouze ze smycek. Jeji polynomidl se ziska jednoduse jako sou¢in

n

H(vaj):n(xij). (15.17)

j=1
Koeficienty polynomiélu lze vypocitat také jako soucty vsech k-tic izolo-
vanych smy¢ek na rozdilnych vrcholech napiiklad pro v; = 2,1, 1:

Smycka 1-tice 2-tice 3-tice
* * * x| ok %
* * x| ox x

) 4 5 2

Smy¢kovy polynomiél je P(V) = 23 — 422 + 52! — 2. To umoziiuje najit
polynomidly kvadratickych forem GTG nebo STS (V 4+ A).

Obréazky smycek se kombinuji s obrazky hran nebo orientovanych hran.
Vsechny pary smycek se pocitaji spoletné s jednim obrazkem hran. Obrézky
smycek tvorené smyckou a hranou se pocitaji dohromady se smyckami 3-tic.
Tedy polynomialy kvadratické formy incidenéni matice orientovanych a neori-
entovanych grafii obsahuji vSechny ¢Cleny polynomiélu, nejen kazdy druhy ¢len
jako acyklické polynomidlu. Kone¢ny smyckovy polynomidl Ly mé 3 slozky

Smyckovy polynomidl x> —42? 452t =2
Hranovy polynomial —2x!
Cyklicky polynomial 0
Hranovy-smyckovy polynomial + 2
Vysledny polynomial ‘ x> —42? 432!

ucinek diagondlnich prvku je jednoduchy, kdyz vSechny diagondlni prvky
jsou stejné r, jako u pravidelnych grafu. Neznamé x lze nahradit substituci
y = (z + r) a matice pojednat, jako by byly bez diagondlnich prvku. To lze
vyuzit v nékterych piipadech pro vypocet determinantt, jak uvidime pozdéji.

15.9 Grafy s vymazanymi vrcholy a hranami

Mnozina n subgrafu grafu G, ziskana z puvodniho grafu vynechanim kazdého vr-
cholu se vSemi jeho incidentnimi orientovanymi hranami nebo neorientovanymi
hranami, je zndma jako Ulamovy subgrafy. Ulam vyslovil domnénku, ze ptivodn{
graf 1ze rekonstruovat z této mnoziné. To se zd& trividlni, avSsak je nesnadné
to dokazat pro neoznacené grafy, kde neexistuje zadny jednoduchy zpusob,
jako sparovat neoznacené vrcholy dvou grafu. Existuje jiny vztah, polynomialy
Ulamovych subgrafi jsou rozdily polynomidlu ptivodniho grafu. To znamen4,
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Figure 15.6: Graf A a jeho vrcholové vymazané subgrafy A; — As

1 2 3

o 8 o p—o ¢ o O
E—d A @4)/11 e—o Ay
4 5

ze vrchol vymazany v subgrafu ;G je ¢astetnou diferenci piivodniho grafu
podle vymazaného vrcholu 6;P(G) nebo diferenci odpovidajici matice ziskané
odstranénim odpovidajici fadky a sloupce. Pravidla diferencovéani a integrovani
jsou stejna jako v diferencidlnim a integralnim kalkulu

dx™ = na" ! (15.18)

/nx"—l =" (15.19)
Rekonstrukce puvodniho polynomidlu matice ze sou¢tu rozdilu
P(M) = /Z(S]P(M) (15.20)
j=1

je presna az integra¢ni konstantu, kterd mizi v diferencich.
Naptiklad u grafu na obr. 15.6 odpov polynomialy jeho Ulamovych subgraf
jsou

A x? —4x? -2z  +1
A, xt —212

Aj xt —5z2 —4zx

Ay xt —322

Ajy xt —4g? —2x +1
> | bzt 1822 -8z +2
A Z° —62° —42 2z

V grafech s vymazanymi hranami (nebo orientovanymi hranami) se eliminuji
pouze samotné hrany (orientované hrany) bez vymazani incidentnich vrchold,
coz odpovida eliminaci odpovidajicich fadkt a sloupcu v kvadratické formé
GGT nebo SST. Mnozina hran vymazanych subgrafi ma m subgrafi, kde
m je pocet hran grafu. Ve stromech kazdy subgraf ma vzdy dvé slozky. Zde se
také soucet polynomialu hranové vymazanych subgrafu stromu je diference poly-
nomialu puvodniho stromu, avSak pravidla diferencovani jsou rozdilna. Koefi-
cient pii (n —2k) mocnin z se nendsobi mocninami x a mocnost x se nesnizuje,
avSak délf se (m — k) a mocnina x je zanechdna nezménén4.
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Figure 15.7: Strom B a jeho hranové vymazané subgrafy B, — Bs
5 ¢ oy o
el——eio ¢} G ©
34 B o By o By
o o} o
e o I I e o o0
o Bj & By o Bs

Hranové vymazany strom je les s n vrcholy a prvy ¢len jeho polynomialu je
™. Existuje m subgrafi a tedy soucet polynomidla vsech subgrafu je délitelny
m. Vsechny subgrafy obsahuji (m — 1) hran a tedy koeficient druhého ¢lenu
souctu, kdyz se déli timto ¢islem dava m. Nésledujici koeficienty se mohou
odvodit s pouzitim tiplné indukce. Pokud vztah polynomidlu plati pro puvodni
strom, tak musi platit také pro jeho subgrafy (lesy), obsahujici o jednu hranu
méné, a jejich polynomidly. Odpovidajici koeficienty vSech subgrafi musi byt
0 mod (m — k). To plati také pro ¢len a,,— pokud n = (2k +1). Mezi subgrafy
linedrniho fetézce existuje k subgrafi obsahujicich ¢len odpovidajici (k + 1)-

tici. Naptiklad u grafu na obr.

vymazanych subgrafu jsou

15.7 odpovidajici polynomidly jeho hranoveé

By | 20 —4z* 4222
B a8 —dzt 4222
Bs 0 —dz* 4222
B4 x0 —4z* 4322
B5 1‘6 —41‘4

o[ 52%  —2027 4927
B z0 —5zt =322

Pro odpovidajici polynomidly vymazand hrana snizuje poCet obrézku s k

izolovanymi hranami.

Existuje vzdy (m — k) takovych subgrafu se stejnym
polynomisdlem. KdyZz se podéli tento parametr koeficienty u ¢lenu pii z

n—2k
)

dostaneme také acyklické polynomidly pro cyklické grafy. Napiiklad

Ky :a* — 622 +3%,6(P) = 6(z* — 522 +2) = (6/6)x* — (30/5)x? + (12/4) .

Rozdily matic budou uzite¢né pro nalezeni jejich inverzi.
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15.10 Seidlovy matice regularnich grafi

Seidel definoval modifikovanou matici sousedstvi Ag pro tak zvané schlicht!
grafy (s jednoduchymi orientovanymi hranami) nésledujicim zpusobem: a;; =
—1 pokud i a j vrcholy sousedi, a;; = 1 pokud i a j vrcholy nesousedi a a;; = 0.
To znamend, ze

As=A—-A. (15.21)

Tuto matici Ize interpretovat jako diferenci matic sousedstvi grafu G a jeho
dopliikového grafu G. Seidlovy matice pravidelnych grafii se mohou formulo-
vat jako diference Laplace-Kirchhoffovy matic K = S™S obou grafii opravenych
pravidelnymi diagondlnimi éleny (n—1—2r), kde r jsou stupné vrcholu pravidelného
grafu.

As=K-K+ (n—1-2r)L (15.22)

Tedy Seidlova matice pravidelného grafu mé spektrum, které se ziskd z difer-
ence spekter jeho Laplace-Kirchhoffovy matice K a Laplace-Kirchhoffovy matice
jeho doplitkového grafu K opravenych diagondlnimi ¢leny. Napiiklad pro cykl
04:

Spektrum Cjy 4, 2, 2, 0
Spektrum Cy 0, -2, -2 0
Aln—1-2r) | -1, -1, -1, -1
Spektrum A ‘ 3, -1, -1, -—-1.

Vysledek je identicky se spektrem matice sousedstvi uplného grafu Ky, ptes
to, ze Seidlova matice obsahuje jednotkové prvky obou znamének. Avsak obé
matice, A(Ky) a Ag(Ky) jsou matice sousedstvi hranového grafu dvojhvézdy
S5 s rozdilnymi orientacemi. Ponévadz obé orientace

maji identické Laplace-Kirchhoffovy matice K a tedy také identickd spektra.
Vysledek je spravny.

S pouzitim stejné argumentace kvadratickd forma SST dvojdilngch cykli (n
sudé), jejichz Spektra jsou ekvivalentni Laplace-Kirchhoffovym maticim STS,
maji vSechny mimodiagondlni prvky bud zdporné nebo jeden mimodiagonalni
prvek v kazdé fadce muze byt zdporny a druhy kladny. Pokud kombinujeme
K(Cy1) s K(Ca), vysledek je identicky s diferenci K(kKs) — K(kK3). Tedy
Seidlovy matice sousedstvi k& dplnych grafu K> a cyklu Cyy jsou isospektrélni.
Naptiklad:

17 néméiny.
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Spektrum K(3K>) | 2 2, 2 0, 0, O
Spektrum K(3K3) | -4, -4, -4, -6, -6, 0
Aln—1—2r) 3, 3 3, 3 3 3
Spektrum A (3K ) ‘ 1, 1, 1, -3, -3, 3
Spektrum K(Cq) | 4, 3, 3, 1, 1, 0
Spektrum K(Cg) | -2, -3, -3, -5, -5, 0
A(n—1-2r) 1, 1, 1, 1, 1, 1
Spektrum A (Cjg) ‘ 3, 1, 1, -3, -3, 1

15.11 Spektra neorientovanych podrozdélenych
grafi

Podrozdéleny graf S(G) se ziskd z grafu G vlozenim nového vrcholu do kazdé z
jeho m hran. Matice sousedstvi neorientovaného podrozdéleného grafu A[S(G)]
se ziskd primo z inciden¢ni matice G puvodniho grafu jeho zapsanim v blokové
forme

as@l = (g §)

kde 0 je nulova matice.
Spektra matic sousedstvi podrozdélenych grafi s n vrcholy a m hranami
jsou ve vztahu se spektry kvadratickych forem GTG ptivodniho grafu jako

Psicy(Aj) = (A = 0)Im ="l £ Porg(2))'/? (15.23)

kde GTG); jsou vlastni hodnoty kvadratické forma incidenéni matice G
puvodniho grafu. Stejny vztah plati také pro podrozdélené orientované grafy
S(G) s incidenénimi maticemi S.

Matice sousedstvi A2[S(G)] m4 dva bloky GTG a GGT. Oba bloky maji
identické spektra. Jejich odmocniny s obéma znaménky tvoii spektrum mat-
ice sousedstvi podrozdéleného grafu. Diferenci mezi poctem vrcholu a hranach
zaplnuji nulové vlastni hodnoty.

To Ize vyuzit pro vypocty. Napiiklad cyklus C'3 ma matici sousedstvi A
ekvivalentni se svou incidenéni matici G. Podrozdéleny graf cyklu C5 je cyklus
Cs. Jeho matice sousedstvi A je

000110
0 00 1 01
0 00 011
110 0 00
101 0 00
011000

Kvadratické bloky jsou identické
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2 11
1 21
1 1 2
a maji vlastni hodnoty: 4, 1, 1, tedy matice sousedstvi A pro Cg mé vlastni

hodnoty: 2,1,1,—1,—1,—2.
Podrozdéleny graf hvézdy Sy ma matici sousedstvi A

0001100
000 1010
000 1 001
1110 0 00
1000 0 00
0100000
001 00 00
Kvadratické bloky jsou
2 1 1 3 1 1 1
1 100
1 21
1 1 2 1 010
10 0 1

Uz vime, ze prvni blok ma vlastni hodnoty: 4, 1, 1, tedy matice sousedstvi
A u S(S4) m4 vlastn{ hodnoty: 2,1,1,0,—1,—1, —2.

Vsechny podrozdélené grafy hvézd S,, maji spektrum odvozené ze spekter
svych hranovych grafi GGT = I+ JJT. Odpovidajici spektra jsou n, 17! a
snadno se naleznou jejich odmocniny. Znaménka jsou urcena nulovou stopou
matice sousedstvi A.

15.12 Matice sousedstvi linkovych graft

Kvadraticks forma GG incidenéni matice G definuje hranovy graf L(G) puvodniho
grafu G. Hranovy graf se ziskd ze svého puvodniho grafu, kdyz se jeho hrany
transformuji ve vrcholy, které jsou incidentni, pokud maji v puvodnim grafu
spoleény vrchol. Vztah mezi kvadratickou formou GGT matice sousedstvi
A[L(@)] hranového grafu pro puvodni grafy s jednoduchymi hranami je

GGT =21+ A[L(G)], (15.24)

kde I je jednotkova diagondlni matice. Tedy existuje vztah mezi vlastnimi
hodnotami matice sousedstvi A[L(G)] hranového grafu

Pria)(Aj) = Paar (N —2) . (15.25)

Hranovy graf linearniho fetézce L, je linearni fetézec L, 1. Podrozdéleny
graf linedrniho tetézce L, je linearni fetézec Lo, 1.
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Dvé podminky podrozdélenych grafi (equation 15.11) a hranovych grafa
(equation 15.12) urc¢uje vztahy mezi vlastnimi hodnotami matic linedrnich fetézcu
jako

Lin ) (GGT) Aj(A)
n=2 2,0 1,-1
3 3,1 V2,0, =2
4 242, 2, 22| 1.618, 0.618, —0.618, —1.618
5| 3.618, 2.618, 2, 1.382, 0.382 V3,1, -1, —V/3

Tyto vztahy vedou ke vzorci pro vlastni hodnoty matice sousedstvi A linedrnich
fetézcl

A,)(Nj) =2cos jrn/(n—1). (15.26)

Linearni retézec L,, se chové jako ty¢ upevnéna ve svém stiedu. To je opak k
radé, ktera je upevnéna na svych koncich. Jeji vibrace popisuje sinusova funkce.

15.13 Orientované podrozdélené grafy

Matice sousedstvi podrozdélenych grafu odvozené z incidenéni matice S oriento-
tvofeny orientovanymi hranami jdoucimi od vrcholu j k vrcholu i. Jejich inci-
denéni matice S mé v kazdé fédce diferenci dvou jednotkovych vektoru (e; —e;).
Kvadraticka forma STS, z které matice sousedstvi A je odvozend, mé viechny
své mimodiagonélni prvky zéporné: STS = (V—A), kde V je diagonélni matice
stupiit vrcholi v;. Tedy vSechny prvky matice sousedstvi orientovaného grafu
jsou obvykle kladné?.

Nejprve je nutné vyfesit otazku, v jakém vztahu jsou vlastni hodnoty matice
sousedstvi majici prvky obou znamének k vlastnim hodnotdm matice soused-
stvi s jednotnymi znaménky. Jednoduché cviceni v ndsobeni matic ukazuje, ze
prvek a;; matice sousedstvi hranového grafu je zdporny, pokud obé oriento-
vané hrany maji stejnou orientaci (stykaji se hlavou k ocasu). Abychom udrzeli
takovou orientaci, véechny stupné vrcholii grafu v; musi byt 1 nebo 2, coz je
mozné v linedrnich fetézcich a jednoduchych cyklech. Pokud se styka ve vr-
cholu t¥i nebo vice orientovanych hran, potom alespon dvé musi mit opacnou
orientaci, a v matici sousedstvi hranového grafu se objevuje kladné znaménko.
Pokud je graf dvojdilny, potom je mozné vybrat orientaci orientovanych hran
takovym zpusobem, ze vSechny prvky matice sousedstvi jsou kladné. Ponévadz
kvadratickd forma STS je nez avisld na orientaci orientovanych hran, véechny
kvadratické formy SST dvojdilnych grafi musi mit identické spektrum jako
kvadraticks forma SST s jednotnymi znaménky.

2Prvky s obéma znaménky se objevuji v Laplace-Kirchhoffovych maticich komple-
mentarnich grafu grafi s ndsobnymi hranami vznikajicich z Eichingerovych matic E, které
jsou pseudoinverzemi Laplace-Kirchhoffovych matic STS (viz piisti kapitolu).
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To lze shrnout tak, ze kvadratické formy

SST =21+ A[L(G)]

orientovanych linedrnich fetézcu L,, a dvojdilné (n sudé) jednoduché cykly
C,, maji identicka spektra, a matice sousedstvi jejich hranovych grafu musi
maji vlastni hodnoty majici tvar +(A; + 2)1/2. Jednoduché cykly, které jsou
podrozdélenymi grafy cykla s lichym poctem vrcholi, maji vlastni hodnoty ve
tvaru i(/\? — 2)/2, Vlastni hodnoty podrozdélenych grafi dvojdilnych grafi
maji vlastni hodnoty :i:()\? +21/2), kde A;j jsou vlastni hodnoty odpovidajicich
hranovych grafu.

Pro pravidelné orientované grafy plati vztah (15.11) pro v8echny orientace
podrozdélenych grafi. Pro jiné grafy je nutné vyfesit ucinky rozdilnych ori-
entaci orientovanych hran v orientovaném grafu na spektra odpovidajicich po-
drozdélenych grafy individualné.

15.14 La Verrier-Frame-Faddéjevova technika

Tato technika spoc¢iva na vlastnostech souc¢inu matic a jejich vztahu se souciny
vlastnich hodnot

Sp(MF) = Sp(AF) (15.27)

Pokud odec¢teme od matice M diagonélni matici hodnot stopy T'r(I), ode¢teme
soucet vlastnich hodnot od kazdé diagonalni hodnoty matice M. Nazveme to
diferenci matice B;. Jeji sou¢in matici M m4é vlastni hodnoty tvofené soucty
paru rozdilnych vlastnich hodnot matice M

Spl(M — TrI)M] = Sp(B1M) = Sp(SA7 — £A? — 25)\;;) (15.28)

cleny E)\? se vzajemné eliminuji. Tedy stopa soucinu je dvojnasobek souctu
sou¢inti dvou vlastnich hodnot matice M, coz je koeficient ay pii 2" 2. Kdyz
odecteme tento koeficient od diagondly soucinu BM;, dostaneme matici Bo,
jejiz soucin s matici M nam dava na diagondle trojnasobek souc¢tu soucinu tii
rozdilnych vlastnich hodnot matice M:

Sp[(M —Tr(M)M — aI)M] = Z(/\? = AP =202 2007 = 3AiA ) (15.29)

Timto zpusobem pokracujeme n krat nebo dokud nedostaneme v néjakém
kroku jako vysledek matici By = 0. Uz jsme pouzili tuto techniku pro matice
v trojihelnikovém tvaru, kde bylo nutné pouze prvé odecitani. Napiiklad
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Figure 15.8: Spréavné (a) a nesprdvné (b) indexovani cyklu Cy

A B C D E
12121212 11

—q
a
4 3 2 3 2 11 2 11
1 ¢—9 2
b
3
M

3 1 1 1

1 2 10

1 1 2 0

1 0 0 1

B, B,
-5 1 1 1 7T -2 -2 —4
1 -6 1 0 -2 9 =3 1
1 1 -6 0 -2 -3 9 1
1 0o -7 -4 1 1 13
B; B;M

-3 1 1 3 -4 0 0 0
1 -3 1 -1 0O -4 0 O
1 1 -3 -1 0O 0 -4 0
3 -1 -1 -7 O 0 0 -4

Polynomiél je x4 — 823 + 1922 — 162 — 1.

Problém nalezeni polynomialt je tedy transformovany na zakladni operace s
maticemi, ode¢itani a nasobeni. Nad kazdou matici se klene duha indukovanych
matic, ktera na svém konci ndm ukazuje polynomial a v ném spektrum matice.
Nalezeni vlastnich hodnot muze byt nékdy, kdyz se vyfesi technicky problém,
hrncem zlata na konci duhy.

Vsimnéte si, ze BsM je diagondlni matice se stejnymi hodnotami. To zna-
mend, ze B3 je ndsobek inverzni matice M 1.



15.15. KOLAPSOVANE MATICE SOUSEDSTVI VYSOCE REGULARNICH GRAFU195

15.15 Kolapsované matice sousedstvi vysoce regularnich
grafi

Vysoce pravidelné n rozmérné grafy jsou grafy charakterizované ctvercovou
matici xA’ s rozmérem mensim nez n, majici vlastnost, ze kazdy vrchol j
sousedi s a’ vrcholy i. Matice A’ jsou zndmé jako kolapsované matice sousedstvr.
Priklady vysoce pravidelnych graft jsou uplné grafy K,, a cykly C,,. Nékteré in-
dexovani vrchola vysoce pravidelnych graft je sprdvné, pokud muze byt popsano
kolapsovanou matici sousedstvi. Napiiklad cykl C4 lze spravné indexovat jako
na obr.15.8. Indexovani B je nespravné, ponévadz vrcholy 2 nejsou ekvivalentni.

Kolapsovani matice sousedstvi se dosahne slozenim jejich hran a vynechanim
odpovidajiciho sloupce:

AA AB AC AD
0 1 0 1 01 0 0 2 1 1
1 01 0 2 0 2 2 0 1 1
01 0 0 01 0
1010 Ag

(2)

Kolapsované matice sousedstvi se zdaji mit zajimavou vlastnost: Polynomialy
kolapsovanych matic sousedstvi A’ jsou délitelé polynomisdlu matic sousedstvi
A. Domnénkou je, ze spravné kolapsované matice sousedstvi maji stejnou
mnozinu vlastnich hodnot. Spektra kolapsovanych matic sousedstvi jsou useknutéd
k nejvétsim vlastnim hodnotam.

Polynomisly kolapsovanych matic sousedstvi A’ jsou:

P(Ay) = zt — 422
P(Ap) = 23 — 4x;
P(Ag) = 2* — 4;

P(Ap) = 2% — 2x;
PAg)=xz—-2.

15.16 Faktorova analyza

Definovali jsme ekvivalenci grafovych vektoru jako tiidy matic, které se mohou

ziskat permutacemi Fddek a nebo sloupcu jednotkovou permuta¢éni matici P.

Ekvivalentni matice maji stejné kvadratické formy, promitaji se na jeden bod

ve vektorovém prostoru. Nyni definujeme jiné tiidy ekvivalence vzhledem ke

spole¢né kvadratické formé nebo obecnéji vzhledem ke spoletnému soucinu.
fekneme, ze matice B a C jsou ekvivalentni pokud
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B'B=C"C, (15.30)

nebo matice B je ekvivalentni matici U a matice B je ekvivalentni matici
V pokud

BB =UV

Napriklad nésledujici matice jsou ekvivalentni podle této definice

V2 0

0
172 /372 0

Il

—_
o
—

VIZ V16 /i3 11
1100

V3 0 0 0 1 010
V1/3 /8/3 0 0 _ o110
1/3 /1/6 /52 0 - 1 00 1
1/3 /1/6 /1/10 /12/5 0101
0011

Existence takovych part nebo ndsobkt méa ponékud nepifjemny dusledek:
Pokud zname pouze skaldrni soucin, nemuzeme si byt jisti, zda kofeny, které
jsme nalezli, jsou spravné nebo jsou pouze ekvivalentni k puvodnim prvkum
soucinu.

Avsak existuji také dobré zpravy o existenci ekvivalence: Muzeme nahradit
neznamy maticovy vektor kanonickou triangularni dekompozici jeho kvadratické
formy. To vyuziva faktorovd analyza, kdyz matice experimentalnich vysledku
obsahujici stochastické chyby se nahradi soucty matic majicich velké vdhy a
diference se ponechd jako matice chyb.

Ukazali jsme v podkapitole 3.4, ze inverzni matice matice v dolni trojuhelnikové
formeé s jednotkovou diagonalou se muze predstavit jako souéet mocnin samotné
matice. Nyni ukdzeme, ze kvadratickd forma se muze rozlozit do souctu faktoru,
nebo svych transponovanych vlastnich vektoru Z:

ZMTMZT = AN (15.31)
YN ZTZ = MMmT (15.32)
Existuje vztah, ktery je doplitkem k rovnici 15.2

»Z'zZ" =1 (15.33)
Napiiklad matice Q
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mé tif vlastn{ vektory, (1,1, 1)T, (1/v/6,—2/v/6,1/v/6)T a (1/v/2,0,-1/v/2)7,

které davaji tii vnejsi kvadratické formy s nasobnostmi

A \i—o B \_s
1/3 1/3 1/3 1/6 —2/6 1/6
1/3 1/3 1/3 —-2/6  4/6 —2/6
1/3 1/3 1/3 1/6 —2/6 1/6
C)\jzl

1/2 0 —1/2

0 0 0

-1/2 0 1/2

Odpovidajici soucty jsou Q=3B+ 1Cal=A+B+C.

Vnéjsi kvadratické formy vlastnich vektoru jsou faktory korela¢ni matice.
Tyto korela¢ni matice jsou rozlozeny do svych faktoru majicich nejvétsi vliastni
hodnoty, které jsou normalizované na 1. V nasem piikladé muze byt feceno, ze
faktor B vysvétluje 75% matice Q a faktor C zbyvajicich 25%.

Faktorovda dekompozice je cenny néstroj pro vysvétlovani rozsahlych ko-
rela¢nich matic, kdyz nékolik faktoru kryje uspokojivé nejvétsi ¢ast prvku ko-
rela¢ni matice, ze zbytek lze povazovat za stochastickou chybu pozorovani.
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Chapter 16

Inversni matice

16.1 Uvod

Inverzni matice byly zminéné vicekrat, avSsak nyni by mély byt vysvétleny sys-

Je dosti snadny definovat inverzni prvek izolovaného prvku, jako je ¢islo
nebo vektor. Avsak tato tloha se stava koncepéné nesnadnou pro celé systémy
reprezentované maticovymi vektory. A je trochu tajemné, jak definovat inverzni
prvky k objektim. Miuzete Fici, co je vasi inverzi? Odpovéd bude zavisld na
situaci: zda hleddte svou vnitini inverzi pouze jako osoba, nebo svij inverzn{
prvek jako ¢asti néjaké soustavy?

Nejprve si vzpomeiite na sekci 3.4. Tam se popisuji dva typy inverznich
prvki, aditivni a multiplikativni. Aditivn{ inverze je definovana identit a+b = 0,
z toho b = —a. Zaporny prvek ma stejnou hodnotu a opa¢né znaménko ke
svému puvodnimu prvku. Multiplikativni inverzni prvek je definovan jako sou¢in
ab=1. Z toho b = 1/a a a = 1/a. Odlisnost mezi prvkem a jeho inverzi je
urcena konvenci. Uz jsme ukdzali, ze multiplikativn{ inverze jsou aditivni na
logaritmické stupnici (obr. 3.5).

Pro matice také mohou byt definované aditivni a multiplikativni inverzni
matice s nulovymi maticemi 0 a jednotkovymi diagondlnimi maticemi I jako
jednotkovymi prvky. Aditivni inverze pro M se zdaji byt trividlni, maji pouze
inverzni znaménka —M, ponévadz M — M = 0. Multiplikativni inverze jsou
mnohem vice zajimavé.

Nicméné uz jsme definovali komplementdrni grafy G, k grafy G,, rovnici

G,+G, =Gk, . (16.1)

Doplitkovy graf dohromady s puvodnim grafem déva uplny graf K,,. Matice
STS a STS Ize povazovat za zobecnénou aditivni inverzi, jak vidime pozdéji.

Nyni budeme uvazujeme multiplikativni inverze. Za¢neme jednotkovymi per-
mutacnimi maticemi P, které predstavuji symetrické grupy. Jejich inverze jsou
jednoduse jejich transponované matice

199
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P'P=1. (16.2)

Pro diagondlni matice AM inverzni prvky d;; jsou prvky 1/d;;. Avsak,
kdyz kombinujeme diagonalni matici s permutacni matici, jeji inverze neni
jednoduchym sou¢tem obou ¢asteénych inverzi.

Problém inverznich matic je slozity pro nékteré asymetrické matice, které
maji dvé rozdilné inverzni matice, jednu zleva a druhou zprava, protoze nasobeni
zleva ma jiny ucinek nez ndsobeni zprava. A mnoho matic nemaji zadnou in-
verzni matici, ponévadz jsou singuldrni. Jejich spektrum obsahuje néjaké nulové
vlastni hodnoty a jejich duha se neuzavira.

Muzeme v této souvislosti upozornit na definici vlastnich vektoru, Z, které
dévajf, kdyz se ndsobi s ZT jednotkovou diagondlni matici. Transponované
matice vlastni vektorii matice ZT je levostranng inverzni matice pro Z.

Pracovali jsme s kvadratickymi formami a bude vyhodné definovat pro tyto
kvadratické formy tieti druh inverznich matic, vnitini inverzni matici kvadrat-
ické formy jako matici R, kterd dava, pokud to se ndsobi z jedné strany matici
M a z druhé strany jeji transponovanou formou MT jednotkovou diagonalni
matici:

MRM"' =1 (16.3)

Ty lze vyjadiit také konvenéné, MR je levostrannou inverzni matici proM T
a RMT je pravostrannou inverzni matici pro M.

Pokud opravime souc¢in vlastnich vektoru s jejich matici uvnitf jejich in-
verznimi vlastnimi hodnotami, dostaneme jednotkovou diagonélni matici. Tedy
matice M véazena inverzemi svych vlastnich hodnot je vnitini inverzni matici
matice svych vlastnich vektoru. Naptiklad

(FE98) (2 7) (JE98) - G
16.2 Invertovani matic

Ukazali jsme v kapitole 8, kdyz jsme pracovali s maticemi kombinatorickych
¢isel v trojuhelnikovém tvaru, ze jejich inverzni matice se naleznou technikou
inkluse a exkluse. Jind technika vhodné pro nalezeni inverznich matic byla uz
ukdzand v podkapitole 15.13 jako La Verrier-Frame-Faddéjevova technika. Obé
techniky jsou ekvivalentni v piipadé matic v dolni trojihelnikové formé majicich
jednotkovou diagonédlu. n-t4 mocnina jeji diference s jednotkovou diagondlni
matici ddva nulovou matici 0. Kdyz napiSseme vSechny c¢leny této mocniny a
preskupime je vhodné, dostaneme

I=M""!—nM"?+ (n(n—1)/2M" 3. .. £nM' £ I]M . (16.4)
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Prava strana matice v zavorkach je levostrannou inverzni matici M matice
v dolni trojihelnikové formeé M.

Verrier-Fadéjev-Frame technikou, kde koeficienty polynomidlu se pouzivaji pro
odecitani nasobki jednotkové diagonalni matice v rozdilnych krocich nasobeni
matici M.

Inverzni matice se definuje s pouzitim determinantu Det(M) a determinanti
vSech jeho submatic §;;M, znadmych jako minory A;;. 6;; M je matici M s
vymazanou i-tou fadkou a j-tym sloupcem.

Inverzn{ matice M~! matice M je transponovand matice jejich minora A;;
délenych determinantem. Pokud je determinant nulovy potom inverzni matice
neni definovédna ze ziejmého duvodu: Pokud délime malymi ¢isly blizkymi k
nule, dostaneme neurcita nekonecna ¢isla. To dava také odpovéa na otazku, co
je V&s inverzni prvek. Je to VA4S minor. Tem z&dvisi na vlastnostech svéta, ve
kterém zijete.

Napfiklad magicka ¢tvercova matice a jeji inverzni matice

-1

3 5 7 —-52 53 23
8§ 1 6 = 1/360 8§ =22 38
4 9 2 68 -7 =37

A praktické technika pro invertovani matic ma dva kroky:
e Nejprve se pravidelna matice rozlozi do 3 matic

M =LUP (16.5)

kde L je matici v dolni trojihelnikové formé, U je matici v horni trojihelnikové
formé a P je permutacni matice.

e Je snadné nalézt odpovidajici inverzni matice a inverzni matice je potom

M '=P'U L. (16.6)

Nésobeni matice jeji inverzni matici lze transformovat na tlohu dekompoz-
ice jejiho determinantu podle jeji hrany nebo sloupce. Pokud fadka minoru se
nasobi transponovanou fadkou odpovidajicich prvka matice, dostaneme deter-
minant, ponévadz minory v inverzni matici se jim déli, je pomér 1. Pokud se
nasobi nesouhlasici hrany, ma to stejny ucinek, jako kdyby matice méla dvé
identické hrany a determinant dany timto souc¢inem je nulovy.

16.3 Matice prochazek a cest

Uk&zali jsme, v jakém vztahu jsou prvky inverzni matice k minoriim prvka mat-
ice. Avsak v nékterych piripadech se muze odvodit tato inverzni matice pfimo
ze struktury grafi bez zadnych zrejmych vztaht k minorum determinantu.
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To je piipad matic SST nebo GGT stromi. Maji (n — 1) hran a sloupct
a jsou nesinguldrni, protoze odpovidajici kvadratické formy S*™S a GTG maji
pravé jednu nulovou vlastni hodnotu. Ve stromu neexistuje zadny cykl, tedy
existuje pouze jedna prochdzka mezi kazdym pdrem vrcholu (v piipadé neori-
entovanych grafi mluvime o cestach). Mize se definovat matice! W s hranami
odpovidajicimi véem prochdzkam nebo cestam ve stromu, se sloupci predstavujicimi
orientované hrany nebo neorientované hrany. Prvky w;; téchto matic jsou
+1 pokud orientovand hrana nebo neorientovand hrana j je ¢asti cesty nebo
prochazky, ¢ 0 jinak. Definice se komplikuje, zejména pro neorientované stromy,
znaménky nutnymi k eliminaci nezadoucich prvki, kdyz matice prochézek se
nasobi matici GG?, jejiz viechny prvky jsou kladné. Orientované stromy mo-
hou mit konfiguraci vsSech orientovanych hran hlava k ocasu, ponvadz stromy
jsou dvojdilné grafy. Potom viechny mimodiagonaln{ prvky GGT jsou zdporné
a vSechny prvky W kladné. Jinak w;; mé kladné znaménko, pokud hrana j
je v sudé vzddlenosti od posledni hrany v prochézce (cesté) nebo orientovana
hrana j ma stejnou orientaci jako posledni orientovand hrana, a ma zaporné
znaménko, pokud odpovidajici hrana je v liché vzdalenosti od posledni hrany,
nebo odpovidajici orientovand hrana ma opac¢nou orientaci jako posledni hrana.

Matice cest orientovanych linedarnich fetézcu vypadaji jako Petrieovy matice
uplnych grafu (viz podkapitolu 13.3), pouze prvky obou matic maji rozdilnou
interpretaci.

Pravé inverzni matice kvadratickych forem GGT a SST jsou 1 /1 ndsobky
odpovidajicich kvadratickych forem WTW, matice GTWTW a SWTW jsou
pravymi inverznimi maticemi G nebo S, podobné jako WTWG a WTWS
jsou levymi inverznimi maticemi G nebo S. Diagonalni prvky obou kvadrat-
ickych forem pocitaji kolikrat odpovidajici orientovand hrana nebo neoriento-
vand hrana byla pouzivana ve vSe prochazkach nebo cestdch, mimodiagonalni
prvky pocitaji spole¢né vyuziti daného paru hran. Takto jednoduse ziskané ¢isla
jsou soucasné minory odpovidajici kvadratické formy inciden¢ni matice. Stopa
WTW je soucet vzdalenosti mezi vrcholy ve stromu. Je zndmé jako Wienerovo
c¢islo, viz prisiti kapitolu.

Matice prochézek a cest stromy zahrnuji vSechny prochdzky nebo cesty
daného stromu, zatim co kédové matice stromu zahrnuji pouze prochazky (nebo
cesty) z kofenu. U orientovanych stromu oba druhy matic jsou ve vztahu jako

CSy =-WTh. (16.7)

Napriiklad

IPouze jeden symbol se pouziva pro obé matice pro dsporu.
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-1 -1 0 -1 0 O
1 0 -1 0 -1 O
o 1 1 0 0 -1
0o o0 o0 1 1 1
1 -1 -1 0 -1 0 O
1 1 0 -1 -1 -1 -1 O
1 1 1 o 0 o0 -1 -1 -1
1 1 1 1 0o 0 0 0 0 O

16.4 Inversni matice lichych neorientovanych cyklii.

Incidenéni matice G jednoduché neorientovanych cyklu Cp;epe mé ve své kanon-
ické formeé v kazdé radce dvé nasledné 1,

gii =1, giit1 =1 [pokudi = (n+1) potom i =1, g;; =0 jinak.  (16.8)
Obé kvadratické formy je identické, jejich prvky jsou

9%gii =2, 9%giie1 =1 [pokud i = (n + 1)potom i =1 . (16.9)

Zacneme hleddnim inverzni matice kvadratické formy matice cykli CTC. Je
snadné ji nalézt pro malé cykly, naptiklad pro 7 ¢lenny cyklus tato symetricka
matice (GTG) za¢ind jako

— DN
o =
= O
o O
o o
o o
S =

GT'G

Jejf inverzni matici (GTG)~! = CTC zac¢ind jako

-5 7T =5 3 -1 -1 3
(CTC) 3 =5 7 -5 3 -1 -1

Tato matice je kvadratickou formou zdkladni matice C lichych cykla, jejiz
prvky jsou ¢;; = (—1)%¥). Horn{ d(ij) indexy jsou vzdalenosti vrcholi j od
diagonélniho vrcholu i. Je tu k kladnych prvku a (k + 1) zdpornych prvku v
kazdé tadce a sloupci, naptiklad

+1 -1 +1 -1 -1 +1 -1
c | -1 +1 -1 +1 -1 -1 +1

Ponévadz C je symetricka
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c'c=cct=c?. (16.10)

V kvadratickych formach znaménka sousednich prvkua jsou vzdy opacna a
diference jejich hodnot je vzdy 2. Tedy, kdyz se nasobi CTC s GTG, dostaneme
pro diagonalni prvky

Ix(2-n)+2xna+1x(2—-n)=4.

Pro mimodiagonalni prvky dostaneme

1x[20k—1)—n]+2x (n—2k)+1x[2(k+1)—n] =0.

Podobny vysledek se ziskd také pro prostiedni prvky £(1, 1, —3) nebo £(—3,1,1).
Matice cyklu C mé pozadovanou vlastnost matice cykli, totiz CG = 0 mod 2.
Sousedn{ prvky jsou vétsinou (+1) a pokud majf stejné znaménko, potom jejich
soucet je 2. Soucin je 2P, kde P je jednotkova permutacni matice cyklu. Pfisti
soucin je

CGGT =2(P +PT).

Tento vysledek se bude interpretovat v terminech kolinearity a ortogonality
pozdéji.

Tyto vlastnosti ¢asteénych souciniu nam dovoluji definovat pseudoinversni
matice G a GT z obou stran

G~ ! zprava =1/4GTC? = +1/2CP" (16.11)

G~ ! zleva =1/4C?C" = +1/2P"C. (16.12)

Permutaéni matice PT md jednotkové prvky Pii+(n—1)/2- Pokud ndsobi
matici C zprava, permutuje jeji sloupce, pokud zleva, permutuje jeji hrany.
Ponévadz matice C je symetricka, vysledky obou permutaci jsou identické a in-
ciden¢ni matice neorientovaného lichého cyklu méa pravou inverzni matici. Mimo
to, pokud matice cyklu ptisobi na kvadratickou formu GTG z obou stran, také
ji diagonalizuje:

CGTGC =4I.

16.5 Inversni matice neorientovanych cyklickych
grafa

Existence inverznich matic kvadratické formy inciden¢ni matice jednoduchych
neorientovanych cykla budi zdjem o moznosti nalézt inverzni matice téchto
kvadratickych forem incidenénich matic cyklickych grafi. Z obou kvadratickych
forem GTG a GGT pouze matice menstho rozméru muze mit inverzn{ matici.
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Figure 16.1: Priklady neorientovanych nesingularnich cyklickych grafa

A B C

— 11 ]

To znamend, ze pro grafy s dvéma nebo vice cykly pouze forma GTG mize byt
nesinguldrni, protoze GG je vysstho rozméru.

Nékteré piiklady neorientovanych cyklickych grafi majicich inverzni matice
kvadratickych forem se snadno nalezly (obr. 16.1). Graf A m4 inverzni matici
obou kvadratickych forem

GTG 4GTG™!
2 1 10 3 -1 -1 1
1 2 10 -1 3 -1 1
1 1 3 1 -1 -1 3 -3
0 0 1 1 1 1 -3 7
GGT 2(GGT)!
2 1 10 2 -1 -1 1
1 2 11 -1 2 0 -1
1 1 2 1 -1 0 2 -1
01 1 2 1 -1 -1 1
Graf B
GTG 4(GTG)!
3 1 1 1 2 -1 -1 0
1 2 01 -1 3 1 -1
1 0 2 1 -1 1 3 -1
1 1 1 3 o -1 -1 2
Graf C
GTG 24(GTG)!
2 1 1 0 0 17 -7 -3 1 1
1 2 1 0 0 -7 17 -3 1 1
1 2 4 1 1 -3 -3 9 -3 -3
0 01 2 1 1 1 -3 17 -7
0O 0 1 1 2 1 1 -3 -7 17
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16.6 Zobecnéné Inverze Laplace-Kirchhoffovych
matic

Laplace-Kirchhoffovy matice jsou pojmenované podle dvou proslulych védcu.
Laplace vyfesil s pouzitim téchto matic pohyb nebeskych téles, Kirchhoff vytesil

s pouzitim téchto matic pohyb elektronu v elektrickych obvodu. Laplace-Kirchhoffovy
matice jsou matice STS. Maji kladné diagonalni prvky a zdporné mimodi-
agonalni prvky, které jsou vyvazeny jako

sTsy=o0; JTsTs=o. (16.13)

Laplace-Kirchhoffovy matice maji jednu nulovou vlastni hodnotu. Tu lze
odstranit, pokud pridame nebo odec¢teme od Laplace-Kirchhoffovy matice nasobek
k jednotkové matice kJJT. Potom muzeme nalézt inverzn{ matici. Pokud
piidédme nebo odecteme od nf opét nésobek jednotkové matice kJJT, dostaneme
zobecnénou inverzni matici s vlastnostmi:

STS[(STS + kJIT) ! + kIIT) = nl — JI7T (16.14)
Napriklad
STs (STS +JJT) (STS + 3311
1 -1 0 2 01 2 0 -1
-1 2 -1 0 3 0 0 1 0
0o -1 1 1 0 2 -1 0 2

(STS + 33N -1 + 337
310
1 2 1
01 3

To je mozné ponévadz jednotkovy vektor J je nulovym vlastnim vektorem
matice STS. Vzpomeriite si, ze nI1—JJT je Laplace-Kirchhoffova matice tiplného
grafu K.

Mezi nekoneéné mnoha zobecnénymi inverznimi maticemi kazdé matice STS
existuje specialni zobecnéna inverzni matice, ktera se ziskd Moebiusovou inverzi
matice STS.

Hlavni podmatice 6jSTS, kde je vypusténa j-ta fadka a j-ty sloupec, jsou
nesingularni a maji inverzni matice. Pokud se tyto inverzni matice sec¢tou s
ponechanim prazdné j-té fadky a sloupce, dostaneme FEichingerovy matice E,
které také maji vlastnosti zobecnénych inverznich matic:

E=) 4;S"s (16.15)
j=1
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STSE =nI—JJ7T. (16.16)
Napiiklad jako shora
STs (6;(STS)~! (6,8TS)~! (638TS)~t
1 -1 0 0 0 0 1 00 2 10
-1 2 -1 01 1 0 0 0 110
0o -1 1 01 2 0 0 1 0 0 0
E

310

1 21

01 3

Vlastni hodnoty Eichingerovych matic jsou inverzni vlastni hodnoty ptivodni
Laplace-Kirchhoffovy matice vyjma vlastni hodnotu odpovidajici nulové vlastni
hodnoté. Tato vlastni hodnota je rovnd souétu ostatnich (n — 1) vlastnich
hodnot.

16.7 Technika zakorenéni

V kapitole 13 jsme ukéazali, Ze inciden¢ni matice stromu jsou nesingularni, a ze
majf inverzni matice (S*)~!, kédové matice C.

Zakotenéni odstranuje singularitu nejen matice stromu ale vSech grafu. Dukaz
je induktivni a je formulovany pro pravou inverzn{ matici. Matice JIT je nulové
matice jakékoliv Laplace-Kirchhoffovy matice, ponévadz jednotkovy sloupec je
jejim nulovym vlastnim vektorem. Avsak matice JJT piidéva na misto pertur-
bace 1 v dané fadce a nuly v odpovidajicim sloupci. Kofenova rddka musi byt
vyvazena. V jinych fadcich je jednotkovy sloupec nulovym vlastni vektorem,
1 na diagonale je vyvolana dalsimi prvky ¢astecné inverzni matice. Ponévadz
Laplace-Kirchhoffova matice je symetrickd, soucin ¢astecné inverzni matice se
zapornymi mimodiagonalni prvky kotenové fadky musi davat -1. To nechava
nuly jako mimodiagonalni prvky.

V ptedchozi sekci byla ukdzana Moebiusova inverzni matice Laplace-Kirchhoffovy
matice. To vyzaduje invertovani n submatic. Je dostacujici odstranit singular-
itu Laplace-Kirchhoffovy matice zakorenénim pouze jednoho vrcholu, jednoduse
pri¢tenim 1 (nebo jakéhokoliv ¢éisla) k jednomu jejimu diagonélnimu prvku:

(5;878) 1 + 33T = (8TS +1,,) " . (16.17)

Napriklad
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(STS + 111)c, (STS +111)e,) !
3 -1 0 -1 1 1 1 1
-1 2 -1 0 1 7/4 6/4 5/4
0 -1 2 -1 1 6/4 8/4 6/4
-1 0 -1 2 1 5/4 6/4 7/4

Viéha orientovanych hran se snizila pro cykly C,,. Inverzni matici diference
(6:8TS)~! je vady matice SST linearniho Fetézce Ly, jehoz inverzni matici
je kvadratickd forma WTW matice cest. fetézec tvoii napinaci strom. Jeho
¢tvercovd matice se musi rozlozit do trojihelnikového tvaru a pfidat k matici
JI'. Ponevadz WTW, jak byly definovény, dévaji nI jako soucin s SST, je
nutné délit n. Jako piiklad trojihelnikova dekompozice

WT
1110 00
01 1100
0 01 0 11
T
WwW Trojuhelnikovadekompozice
3/4 0 0
3 21 =
9 4 9 V1/3 2/3 0
1 2 3 V1/12 1/6 1/2

Kdyz prvky matice STS se interpretujf jako vodivosti, potom prvky inverzni
matice jsou odpory (nebo odporové vzdalenosti). Dva sousedici vrcholy jsou
spojené v kruznici C), dvéma zptisoby, bud pifmo spojujici orientovanou hranou,
nebo cestou (n — 1) orientovanych hran. Pokud vSechny orientované hrany maji
odpor 1, potom vodivost obou spojeni je 1 a 1/(n — 1). Vodivost obvodu je
n/(n — 1), v nasem piikladé 4/3. Dvé cesty mezi opatnymi vrcholy v sudych
cyklech maji odpory n/2, jejich spojend vodivost je 4/n, v nasem piikladée 1.

Technika zakofenéni u stromu dava stejny vysledek jako kédové matice.
Nésobnost k orientovanych hran se muze vyjadfit jako opakovani hrany nebo
véazeni orientovanych hran. Tyto vahy v inciden¢ni matici musi byt odmocni-
nami nasobnosti k orientované hrany.

Elementarni vypocty ukazuji, ze ndsobnost k orientovanych hran snizuje kod
vrcholu, do kterého jde orientovand hrana, jako 1/k. Napifklad strom

ma tif kédy odpovidajici kofenum 1, 2, 3:
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Koren 1 Koren 2 Koren 3
1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 1/2 0 11 0 1 1 0
1 4/1/2 1 1 0 1/2 1 1 1/2

16.8 Vztahy Spekter grafii a komplementarnich
grafi

Charakteristické polynomialy Laplace-Kirchhoffovych matic lze nalézt stejnou
technikou jako charakteristické polynomialy matic sousedstvi, to je indexovanim
charakteristickych obrazku, ve kterych stupné vrcholi v; predstavuji smycky
nebo technikou La Verrier-Fadéjev-Frameovou.

Souéet inverzni matice Laplace-Kirchhoffovy submatice (6STS) ™! tvoi{ zobecnénou
inverzni matici E Laplace-Kirchhoffovy matice davajici jako sou¢in Laplace-
Kirchhoffovy matici tiplného grafu STSy:

STSE =SSk . (16.18)

Zobecnénd inverzni matice E Laplace-Kirchhoffovy matice je identické s
matici B,,_o La Verrier-Fadéjev-Frameovy techniky

sTs = (8TS),, —a,(STS)" 1, (16.19)

kde a; je koeficient charakteristického polynomidlu a matice (STS), =
(STS)B,,_;. Frameovy matice B se ziskaji jako B,, = (STS),, — a,,I. Posledni
Frameova matice je B,, = (STS,, — a,I) = 0. To znamena, ze

anl = ]-/anfl(STS)il . (1620)

U Laplace-Kirchhoffovy matice a,, = 0, tedy (STS),, = 0. Tedy B,,_; =
(STS)~!, a a,_1 = n. Z toho plyne, ze

E =B, , a{E(STS)> =nS'S. (16.21)

Mimo to, pokud Laplace-Kirchhoffova matice STSx grafu Gy, se nasobi (E—
I), ziskd se Laplace-Kirchhoffova matice doplitkkového grafu G. Z téchto vysledku
plyne vztah vlastnich hodnot A\; odpovidajici Laplace-Kirchhoffovy matice:

E(\;) =8S"S(n/);) a STS(G)(),) = STS(G)(n — \;) . (16.22)

Vlastni hodnoty Laplace-Kirchhoffovych matic para komplementéarnich grafa
musi byt komplementdrni, aby jejich soucty daly vlastni hodnoty uplného grafu
K,,. Napiiklad hvézda S, je doplikovym grafem tplného grafu K, ;. Jeji
spektrum je [n, 1"2,0], coz je doplitkem ke spektrum [0, (n —1)"~2, 0] Laplace-
Kirchhoffovy matice tplného grafu s (n — 1) vrcholy.
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16.9 Souciny Laplace-Kirchhoffovych matic

Dva grafy se povazuji za ekvivalentni, pokud jejich matice mohou byt vzajemné
transformované symetrickymi permutacemi s jednotkovymi permuta¢nimi mat-
icemi P: Mg, = PMGjPT. Vystava zajimavy problém: V jakém vztahu
jsou vlastni hodnoty odpovidajicich matic pfi takovych operacich. Je obvyklé
uspotfadat vlastni hodnoty v vzestupném nebo snizujicim se usporadani, avsak
pokud se matice permutuje, potom by se také mély jeji vlastni hodnoty per-
mutovat, aby se dostaly rozdilné sou¢iny a tedy nemohou byt ve vSech ekvi-
valentnich grafech usporddany podobné jako v kanonické formé v vzestupném
nebo klesajicim potradku.

To znamend, ze lze definovat orbitu viastnich hodnot, jejiz objem je uréen
néasobnostmi vlastnich hodnot.

Kdyz nasobime Laplace-Kirchhoffovy matice dvanacti rozdilné oznacenych
linearni fetézca Ly, dostaneme 3 rozdilné vysledky v zavislosti na poctu spole¢nych
orientovanych hran a dané permutaci. Z téchto ti{ se zajimame o dva extrémni
piipady:

3 spole¢né orientované hrany

Stopa je souctem Gtvercii vlastnich hodnot (2+2'/2)2 +22 4-(2-21/2)% = 16.

2 -1 -1 0
-1 2 0o -1
-1 0 2 -1
0o -1 -1 2

zadna spolec¢nd orientovana hrana

L4 je samo se doplnujici graf a v souc¢inu dvou samo se dopliujicich grafa
se vlastni hodnoty jsoun nésobi v opa¢ném usporadani jako vlastni hodnoty ve
Ctverci

Spektrum (Lg) | 2+2Y2 2 2-2Y2
Spektrum (L4) | 222 2 24212 0
Spektrum (Cy) 2 4 2 0

Matice sou¢inu je Laplace-Kirchhoffova matice cyklu Cy4 a jeji vlastni hod-
noty nejsou uspordadané, ponévadz samotny cykl je permutovany ze své stan-
dardni formy.

Vysledek 1ze formulovat jako teorému: Pokud se Laplace-Kirchhoffova mat-
ice grafu s jednoduchymi orientovanymi hranami nésobi Laplace-Kirchhoffovou
matici svého doplikového grafu, vlastni hodnoty sou¢inu matic jsou vlastnimi
hodnotami puvodni Laplace-Kirchhoffova matice ndsobené vlastnimi hodnotami
jejiho dopliikového grafu vzatymi v inverznim uspotradani, vyjma nulovou vlastni
hodnotu.
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Dukaz: Z dopliitkovych vlastnosti obou Laplace-Kirchhoffova matic plyne, ze
jejich mimodiagonalni prvky tvofici matice sousedstvi A nemaji zaddny ucinek
na stopu soucinu, Tr[A(G)A(G)] = 0. Tedy diagondlni prvky soucinu jsou
vj[(n — 1) — v;] a soucasné stopa je podle teorému souctem vlastnich hodnot
souéint A;(n — A;j):

n n
TQ/QTq 2 2
Tr(STS(STS) = > [(n—v;) — v} = Y _[(n); — A3) (16.23)
j=1 j=1

Stopa Laplace-Kirchhoffovy matice se sou¢asné rovnd souctu stupiu vrcholt
Yv; a souctu vlastnich hodnot X\ a stopa ¢tverce Laplace-Kirchhoffova matice
s jednoduchymi orientovanymi hranami je

Tr([STS)?) = i(vf +vj) = Zn: A2, (16.24)
tedy
Tr(STSSTS) = nTr(STS) — Tr([STS]?) . (16.25)

Vychazeje z doplitkkového grafu a jeho Laplace-Kirchhoffovy matice a vlozenim
(n — 1 —v;) dostaneme stejny vysledek.

Diukaz vyuzil vlastnosti grafovych matic s jednoduchymi orientovanymi hranami,
avSak vztah mezi vlastnimi hodnotami plati také pro multigrafy a jejich kom-
plementarni grafy, jak se vypocita ze vztahu

STS =STS(E-1). (16.26)
To je diference
STS = (STS)x — S'S. (16.27)
Napriklad
STS
110
1 0 -1
0 -1

STs 3 -2 -1|-5 4 1
-2 2 0] 4 -2 -2
-1 0 1 1 -2 1

Spektrum STS 3+ 31/2 3-3Y2 0
Spektrum STS —31/2 31/2 0

Spektrum STSSTS —(3+ 271/2) o71/2 _3
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Diukaz lze zjednodusit s pouzitim formalni notace:

[STS]? + STS = S'S (16.28)
(STS 4+ STS) = STS(S™S)x = (16.29)
STS(nI — JJT) = (16.30)
nISTS + 0 =nSTS. (16.31)
Nebo
Sp()\? + Aj[n— X)) =nSp(A)) . (16.32)

Jednotkovy vektor-sloupec J nebo jednotkovy vektor-fadka JT jsou nulovymi
vlastnimi vektory Laplace-Kirchhoffovych matic vSech grafu a Laplace-Kirchhoffovy
matice vSech subgrafu dplného grafu K, nejsou ortonormalni vlastni vektory své
Laplace-Kirchhoffovy matice.

Dusledkem vlastnosti sou¢inu vlastnich hodnot je, Ze spektra samo se dopliiujicich
grafu (jejich Laplace-Kirchhoffovych matic) musi byt symetrickd, vyjma jejich
nulovou vlastni hodnotu:

n/2+ (-\jn/2). (16.33)

16.10 Systémy linearnich rovnic

Soustavu n rovnic s n nezndmymi lze zapsat v maticové formé jako

Mx=Dh. (16.34)

Matice koeficientu se ndsobi vektorem sloupcem x a dava vektor sloupec b.
Soustava rovnic ma feseni, pokud matice M neni singuldrni. Potom

x =M 'b. (16.35)

Nalezneme inverzni matici a jejim nésobenim s vektorem b bychom méli
dostat neznamé.

Jinou moznosti, jak vyfesit soustavu v piipadé, ze matice M neni singularni
a jeji determinant neni nulovy, je Cramerova technika. Konstruujeme blokovou

matici ve tvaru
M b
< 3 S ) . (16.36)

Posledni sloupec této matice s m = (n 4 1) fddkami a sloupci je linedrni
kombinace prvnich n sloupcu. Vahy jsou dané prvky vektoru x. To plati také
pro m—tou fadku. Determinant blokové matice je nula a tedy, kdyz jej rozvineme
podle posledni Ffadky dostaneme
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Z!L‘j = ZAmj/det(M) . (1637)

Ay, je minor. Prvky z; jsou jednoduSe odpovidajici podily determinanti.
Nevyhodou této techniky je, ze vyzaduje mnoho vypoctu. Jind nevyhoda nenf
obvykle ziejma.

Pokud kazdé fddka md svuj vlastni vektor vah nebo pokud vektor b se kom-
binuje s vektorem chyb, potom vektor x muze byt daleko od vSech vektoru x;.
Naptiklad matice

12 4 3 2 1
14 5 5 3 2
14 5 5 4 1
16 6 6 6 3
16 6 8 4 3

m4 dobie definovanou inverzn{ matici a davé pro vektor b = (32,46, 45, 64,62)T
jako feseni vektor x = (1,1,2,3,4)". Zavedenim vektoru chybr = (2,0,0,0,0)7,
ktery davé vektor b = (34,46, 45,64, 62)T, vektor b se zméni na (8.5, —24,4,5,6)T.
To znamend, Ze mal4 chyba indukovala chybu vklddaného vektoru (7.5, —25, 2, 2,2)T,
kterd tuplné deformovala spravny vektor, nebo mélo zménény zvldstni vektor
x deformoval vysledek pro cely svazek s identickymi vektory. Tato vlastnost
vektorovych systémii je velmi nestastnd, protoze nemiizeme byt jisti, pokud
nezname piesné hodnoty, pouze s pouzitim pfibliznych hodnot, ze nase rekon-
strukce odpovidd puvodnim hodnotam.
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Chapter 17

Matice vzdalenosti

17.1 Uvod

Vzdélenosti uz byly zminéné, avsak nyni jejich matice budou studovany system-
aticky, s pouzitim vSech nich znalosti.

Muzeme se pohybovat mezi dvéma body i a j po rozdilnych cestach. Délky
cest zavisi na okolnostech, jako na dostupnosti cest, nebo prostiedcich trans-
portu. Délka cesty mezi body i a j je vzddlenost d;;.

Topologické matice vzddlenosti D jsou definovany jako matice, jejichz mi-
modiagondlni prvky jsou vzddlenosti d;;. Tyto prvky pocitaji pocet oriento-
vanych hran (neorientovanych hran) mezi vrcholy i a j v grafu. To je nejmensi
pocet hran nebo orientovanych hran, které se musi projit na prochazce nebo
cesté mezi obéma vrcholy. To je dulezité v grafech s cykly, kde existuje vice
prochézek nebo cest. Vzdalenosti mezi nespojitymi bloky jsou definované jako
nekonecéné.

Takové matice vzdalenosti se pouzivaly k charakterizaci grafu v teorii grafu a
nikdo se nestaral, jaky je vyznam vzdalenosti ziskanych jednoduchym pocitanim
hran. Pak se zavedly matice vzdédlenosti mérici euklidovské geometrické vzdéalenosti
odpovidajicich vrcholu a zavedly se také v chemii matice s reciproé¢nimi hodno-
tami vzdélenosti.

Topologickd matice vzdéalenosti D grafu ma stejné jednotkové prvky jako
jeho matice sousedstvi A. Obé matice se ziskaji stejnou operaci popsanou v
podkapitole 12.8 z matice koordinat.

Problém se demonstruje na piikladé koordinat ¢ty bodu na vrcholech pravidelného
¢tyfsténu, natazeného piimo na osy nebo navinutého cik-cak na jednotkovou
krychli. Existuji tfi odpovidajici kvadratické formy t¥f matic koordindt CCT

215
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A B
I (01 2 3)
1000 0000
0100 0123
0010 02 46
000 1 036 9
C 0000
01 11
01 2 2
012 3

=== O
= =0 o
= O O O

P#i ndsobeni kvadratickych forem téchto matic koordinat s rémeckem S™(x)S,
kde ST je matici

naleznou se vzdalenosti (rozdily koordindt) mezi étyfi body v rozdilné konfig-
uraci. Tyto vzdélenosti se objevi jako diagondlni prvky odpovidajicich soucinu.
Jsou to (2,2,2,2,2,2), (1,4,1,9,4,1) a (1,2,1,3,2,1). Ve viech piipadech tato
¢isla jsou ¢tverce euklidovskych vzdalenosti.

Tyto diagonaly Ap n(n—1)/2 vzdalenosti se redukuji do n rozmérné étvercové
matice oramovanim incidenéni matici iplného grafu

STApS=Q-D, (17.1)

kde Q je diagonalni matice fadkovych nebo sloupcové souctu prvki vzdalenosti
vrcholu i ke vSem jinym vrcholim. Zéporné mimodiagonalni prvky ukazuji
vzdélenosti mezi odpovidajicimi pary vrcholu:

A B
3 -1 -1 -1 13 -1 -4 -9
-1 3 -1 -1 -1 6 -1 -4
-1 -1 3 -1 -4 -1 6 -1

-1 -1 -1 3 -9 —4 -1 13
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C

6 -1 -2 -3
-1 4 -1 -2
-2 -1 4 -1
-3 -2 -1 6

Prva matice A je identickda s Laplace-Kirchhoffovou matici iplného grafu
K4. Druhd matice B odpovidd ¢tvercum Euklidovskych vzdédlenosti mezi ko-
ordinatami ¢iselné osy. Mimodiagondlni prvky tfeti matice C jsou identické s
topologickou matici vzdalenosti L.

17.2 Vlastnosti matice vzdalenosti

Topologické matice vzdalenosti D stromil maji zajimavou vlastnost. Byla ob-
jevena dosti neddavno Rutherfordem. Zjistil, ze D je vnitin{ inverzni matici
kvadratické formy incidenéni matice

SDS™ = —a1. (17.2)

Rozmeérnost matice vzdalenosti je snizena timto ordmovanim na rozmérnost
mnoziny orientovanych hran (n — 1). Prvky prvého souéinu, napifklad DST,
jsou rozdily vzdalenosti (BJ — BK) — (AJ — AK). Tato diference u acyklickych
grafu je jen vzdalenosti mezi vrcholy spojenymi jedou orientovanou hranou,
to znamenad, ze je £1, podle orientace orientované hrany. V druhém soucinu
dostaneme opét diference. Vysledkem je druhd diference, kterd je zaporn4.

Interpretujeme toto schéma diferenc{ jako symptom ortogonality (n-1) orien-
tovanych hran ve stromech. Schéma diferenci se vSemi orientovanymi hranami
v uplném grafu

SxDSR (17.3)

urcuje polohy vrcholu v prostoru. Piiklady matic vzdalenosti shora davaji
nasledujici rozdily

A

-2 -1 1 -1 -1 0
-1 -2 -1 -1 0 1
1 -1 =2 0 -1 -1
-1 -1 0 -2 -1 -1
1 0o -1 -1 -2 -1
0 1 -1 -1 -1 =2
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B

-2 -4 -2 -6 -4 =2
-4 -8 -4 -12 -8 —4
-2 -4 -2 -6 -4 =2
-6 —-12 -6 -—-18 —-12 —6
-4 -8 -4 -12 -8 -4
-2 -4 -2 -6 -4 =2

C

-2 =2 0 -2 0 0
-2 -4 -2 -4 -4 -2
0 -2 -2 -2 =2 0
-2 -4 -2 -6 -4 -2
0 -2 -2 —4 —4 =2
0 0 0 -2 -2 =2

Analyza schémat diferenci ukazuje, ze diagondlni prvky jsou dvojnasobky
délek odpovidajicich orientovanych hran. Mimodiagondlni prvky se interpretuji
jako kosiny 1hlu mezi odpovidajicimi orientovanymi hranami:

cos A = (b* + ¢ — a?)/2bc. (17.4)

Po normalizaci diagondlnich prvka dostaneme v piipadé A na diagonéle 1.
Mimodiagonalni prvky jsou 1, 0, -1. Kdyz se déli 2x 1 x 1 daji 0.5,0, —0.5. Tyto
hodnoty jsou kosiny 60°,90° a 120°. To jsou tihly mezi hranami v pravidelném
CtyTsténu.

Po normalizaci diagondlnich prvku dostaneme v piipadé B na diagonale
vzdalenosti 1, 4 a 9. Jejich odmocniny jsou 1, 2 a 3, vzdalenosti na piimce. Mi-
modiagonélni prvky jsou —2, —4, —6, —8, a —12. Kdyz se déli odpovidajicimi
diagondlnimi prvky jako 2 x 1 x1,2x1x2,2x1x3,2x2x2a2x2x3, podil
je vzdy 1. To je kosinus 0°, vechny vzdilenosti mezi body jsou kolinedrni. To
odpovida konfiguraci piimky.

V piipadé B dostaneme na diagonale po normalizaci diagonalnich prvkua 1, 2
a 3. Jedna je strana krychle, odmocnina 2 je diagonala jeji strany a odmocnina
3 je jeji vnitini diagondla. Mimodiagonalni prvky jsou 0, —2, a —4. Jsou déleny
odpovidajicimi diagonalnimi prvky jako 2 x 1 x /2, 2x v2x /2 a 2 x /2 x /3.
To jsou kosiny 35.26°,45° a 90°. To jsou tihly mezi orientovanymi hranami v 3
rozmérné krychli, jak je potieba.

17.3 Ulozeni grafa

Pokud interpretujeme vzdalenosti pres orientované hrany jako Ctverce eukli-
dovskych geometrickych vzdalenosti, potom muzeme studovat konfigurace grafa
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Figure 17.1: Tt umisténi cyklu Cg

ulozenych do grafového prostoru. Tii konfigurace linearniho fetézce uz byly
zminéné.

Topologické konfigurace stromu se ziskaji z kédové matice a vSechny orien-
tované hrany ve stromech jsou ortogonélni.

Konformace cyklu se sudym poctem vrcholu jsou zajimavé. Cykl Cy tvoii
¢tverec, kazda z jeho ¢tyt orientovanych hran je ortogonalni se svymi obéma
sousedkami a kolinearni se ¢tvrtou orientovanou hranou

D¢, SD(,ST
01 2 1 -2 0 2 0
101 2 0 -2 0 2
2 1 0 1 2 0 -2 0
1 210 0 2 0 -2

Cykl C4 ohnuty na pravidelny Ctyfstén s matici vzdalenosti odpovidajici
matici vzdalenosti uplného grafu K, dava jiné maticové uhly. Sousedici orien-
tované hrany tvoii 60-stupnové uhly a kazda orientovana hrana je ortogonalni
ke své protilehlé orientované hrané. Ty tvofi par, ktery nemd zadny spoleény
vrchol.

Dg, SDg,ST
01 11 -2 1 0 1
1011 1 -2 1 0
1 101 0 1 -2 1
1 110 1 0 1 -2

Existuji tfi umisténi cyklu Cg na vrcholy 3 rozmérné krychle. Prvé je
identické s obvyklou topologickou matici vzdédlenosti vede ke tfem kolinearnim
parum ortogondlnich orientovanych hran
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D¢, SD¢, ST
0123 21 -2 0 0 2 0 O
1012 3 2 0 -2 0 0 2 0
2 1.0 1 2 3 0 0 -2 0 0 2
32101 2 2 0 0 -2 0 0
2 32101 0 2 0 0 -2 0
123210 o 0 2 0 0 -2

Dva jiné tvary Cg maji nékteré vzdalenosti kratsi a vedou k jinému uspotadani
kolinearnich orientovanych hran.

De, SD(, ST
012 3 21 2 0 0 2 0 0
1012 3 2 0 -2 0 0 0 2
2 101 2 1 0 0 -2 0 2 0
3210 1 2 2 0 0 -2 0 0
2 3210 1 0 0 2 0 -2 0
121210 0 2 0 0 0 -2

Kolinedrni orientované hrany v tfeti konformaci Cg jsou (1-2 — 4-5), (2-3 —
1-6) a (3-4 — 5-6).

Rovinnych konformace Cg mé néasledujici matici a vyslednou matici thla
mezi vazbami

D¢, SD(, ST
013 4 31 2 -1 1 2 1 -1
101 3 4 3 -1 -2 -1 1 2 1
3101 3 4 1 -1 -2 -1 1 2
43101 3 2 1 -1 -2 -1 1
343101 1 2 1 -1 -2 -1
1 34310 -1 1 2 1 -1 -2

kde tihly jsou 120°, 60°, 180°, 300° a 240°.

Liché cykly maji kazdou orientovanou hranu ortogonalni ke svym sousediim
na obou strandch, aviak par jejich protilehlych hran tvoii k ni 60°. Tato konfor-
mace se ziska otocenfm dvou naslednych pravych thli o 60° k dané orientované
hrané. Vysledek se objevi u orientované hrany uzavirajici cykl.
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D¢, SD(, ST
01 233 21 -2 0 0 1 1 0 0
1012 332 0O -2 0 0 1 1 0
2101 2 3 3 0o 0 -2 0 0 1 1
32101 2 3 1 0 0 -2 0 0 1
332101 2 1 1. 0 0 -2 0 0
2 332101 o 1 1 0 0 -2 0
1 233210 o 0 1 1 0 0 -2

Matice vzdalenost{ dplnych grafi K, se mohou vyjadfit jako D = nJJ* —1.
Soucin je SIITST = 0. Tedy

SDxST = —ss™ . (17.5)

Vnéjsi soucin incidenéni matice grafu s jednoduchymi orientovanymi hranami
mé na diagonéle 2. Mimodiagondlni prvky jsou bud 0, pokud orientované hrany
nemaji jakykoliv spole¢ny vrchol, nebo 1, pokud se dvé orientované hrany stykaji
ve vrcholu. Kosinus 60° je 0.5. Tedy v tiplnych grafech se objevuji rovnostranné
struktury. K3 je rovnostranny trojihelnik, Ky je rovnostranny ¢tyistén. Sest
orientovanych hran rovnostranného ¢tyfsténu tvoii tii pary ortogondlnich ori-
entovanych hran.

Kvadratické formy uplnych grafii se mohou formulovat v blokové formé s
postupnym pouzitim (n — 1) tplného grafu a jednotkovych vektoru

ST 1
0 JT
S o] ss” -S

I J|-ST 1+3J

Pfi zvétsovani rozméru iplného grafu se bude objevovat (n—3) ortogonélnich
orientovanych hran ke kazdé puvodni orientované hrané.

Kdyz vlozime matici vzdalenosti hvézdy zakofenéné v n-tém vrcholu do SS™
uplného grafu, potom dostaneme pro graf hvézdy soucin

T

kDS — < 2SS 28 )

9§ _oT (17.6)

Orientované hrany hvézdy jsou ortogondlni. orientovanych hran spojujici
své volné vrcholy maji dvojité délky (na diagondle se objevuji ¢tyiky). Tyto
orientované hrany jsou diagondly odpovidajicich ¢tvercu. To lze zkontrolovat
vy¥poctem kosint. 2/8'/2 je kosinem 45°. PFfm4 verifikace je mozné pouze pro
K5 s tfemi ortogonalnimi osami.
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17.4 Vlastni hodnoty a vlastni vektory

Matice vzdalenosti piimych fetézci maji 3 nenulové vlastni hodnoty: W + a,

-a a —W, kde W je topologické Wienerovo ¢islo (”;H) Vlastni hodnota a ma
nasledujici hodnoty

n|2 3 4 ) 6 7 8
0 0.4495 1.4031 3.0384 5.7272 9.0405 13.7494

Vlastn{ vektor nejmensi vlastni hodnoty W md prvky v; = —14+2(j—1)/(n—
1), které vazi n naslednych ¢tvercu ¢isel k od —(n — 1) az po (n — 1). To vede
ke kombinatorické identité

n/2
S l=2k/(n-1)[n—1-k-2)*—(k—2)’]=1-2x/(n—1) (17.7)
k=0

kde x jde od 0 az k (n—1). Pokud pfirustky Fetézce jsou dva vrcholy, potom
zména mezi naslednymi pocty ddva moznost pouzit tiplnou indukci

7/T % (25— 4) = 21

5/5x (16—1)=  75/5 | 5/7x (16 —1) = 75)7
3/5x(9—0)= 27/5| 3/Tx(9—0)= 27/7
1/5x(4—1)= 3/5| 1/Tx(4—1)= 3/7
105/5 21+ 105/7

kterd je ovéfena primymi vypocty. Pro x = 0, identita se zjednodusuje na

n/2 na1
Z(nl?k)2—< 3 ) (17.8)
k=0

Vlastni hodnota a u pifimych fetézcu je vytvorena rovinnou reflexi (prvky
vlastniho vektoru jsou symetrické podle stiedu fetézce) se ziskd rotaénim tenzor

b= (+W/2) = [2d* — 3/4W?)/2 (17.9)

Dtikaz je jednoduchy. Soucet ¢tvercu vlastnich hodnot musi byt rovny stopé
¢tverce matice. To znamend, Ze s dvojitym souctem hodnot d*

(1/2W +a)® + W2 + (—1/2W)? = 254d* (17.10)

feseni kvadratické rovnice d4 vysledek. Ctyfi vlastni hodnoty (véetné nulové)
se mohou vyjadrit jako W/2 %+ (b nebo W/2).

MuZeme porovnat tii nenulové vlastni hodnoty piimych linedrnich fetézcu
s tfemi odliSnymi vlastnimi hodnotami topologické matice vzdalenosti hvézd.
Kladné vlastni hodnoty jsou sou¢tem vsech zapornych vlastnich hodnot. Exis-
tuje (n — 2) vlastnich hodnot —2 a specidlni vlastni hodnota
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—a=(n—-2)/2+[n*—3n+3]2. (17.11)
Odpovidajici vlastni vektory pro hvézdy zakofenéné v v; jsou

1 1 1
0 1 —-1/(n—-2) —=1/(n—2)
1 —a/(n—-1) —a/(n—-1) —a/(n—-1)

V dusledku monotonnosti matice vzdélenosti se snadno naleznou vsechny
souc¢iny. Vlastni hodnota a se ziska jako feSeni kvadratické rovnice

a>+2(n—2)a—(n—1)=0. (17.12)

Rovinnych konformace Cg ma nasledujici vlastni hodnoty: 12,0,0,0, —6, —6,,
ve srovnani s dvéma konformacemi Cg ulozenymi na krychli 9,0,0, -1, -4, —4
a 8.424,0,0,—1.424, —3, —4 (dvé permutace s mensimi vzddlenostmi).

Maximaln{ vlastni hodnota sudych rovinnych cykli na kruhu jednotkovym
polomérem je 2n a jeji vlastni vektor je jednotkovy vektor (toto odpovidd
2n/4 pro topologické matice vzdalenosti). Sudé vzdalenosti na kruznici tvoii
pravouhlé trojihelniky nad prumérem jako pfeponou a jejich pary se secitaji na
4.

17.5 Zobecnéné matice vzdalenosti

Jinou matici pfi definovani grafu je matice sousedstvi A, kterd ma identické
jednotkové prvky jako matice vzdalenosti a nulové prvky na mistech, kde d;;
jsou vétsi nez 1.

Je mozné formulovat mnoziny zobecnénych matic vzdélenosti D* kde k je
mocnina topologické vzdédlenosti d;;. Potom matice sousedstvi A se objevuje
jako zobecnéna matice vzdalenosti D~ 0o, coz je nekone¢nd inverzni mocnina
vzdalenosti.

Matice (JJ* — I) (jinak matice vzdélenosti tplného grafu) je tedy matici
vzdalenosti D®. Zmény vlastnich hodnot a vlastnich vektorii mezi matici soused-
stvi A a matici vzdélenosti D jsou potom kontinudlni transformaci vytvofenou
mocninami danych vzdélenosti nebo v nékterych piipadech zménami geomet-
rické konformace. Budeme studovat nékteré specialni piiklady.

17.5.1 Zvlastni pripady: Linearni retézce

Jako prvni piiklad pouzijeme linearni retézce, které existuji ve tvaru pevnych
ty¢i. Bylo zjisténo, ze pro vyjadreni této geometrické vlastnosti je nutné a
dostacujici psit vzdédlenosti d;; jako Etverce linedrnich vzdélenosti. Topolog-
ickd matice vzdalenosti je potom pravé druhou mocninou geometrické mat-
ice vzdalenosti linedrniho fetézce ohnutého na vrcholy n rozmérné jednotkové
krychle. Jejich linedrni vzdélenosti jsou ¢tverce odpovidajici d;; na diagondlach
v n rozmérné krychli. V tabulce 1 jsou zobrazeny vlastni hodnoty rozdilnych
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Table 17.1: Vlastni hodnoty d* D* matic linedrniho fetézce Ls

Distance mocniny

j 1 2 3 4 5

—00 1.7321 1 0 -1 -1.7321
-2 21109  0.7376  -0.3024 -1.0501 -1.4960
-1 2.6166  0.3036  -0.5607 -1.0536 -1.3056

-1/2 3.1292  -0.1686 -0.7526 -1.0387 -1.1649
0 4 -1 -1 -1 -1

1/2 5.5279  -0.7959 -0.9187 -1.3178 -2.4955
1 8.2882  -0.5578 -0.7639 -1.7304 -5.2361
2 23.0384 0 0 -3.0384 -20
3 77.1665 2.2099  0.5776  -5.7441 -74.2099

mocnin matice vzdalenosti Ls v tabulkové formé. Tento fetézec je dosti dlouhy,
aby se ukéazaly hlavni vlastnosti takové soustavy, kde druhé mocniny geomet-
rické matice vzdalenosti maji vzdy pouze 3 nenulové vlastni hodnoty.

Vsechny diagonélni prvky matic vzdéalenosti jsou nulové a tedy soucty vlastnich
hodnot musi byt také nuly. Je uz dobfe zndmo, ze vlastni hodnoty matic soused-
stvi linedrni Fetézce jsou 2cos(2kmw/n + 1), tvorf vlnu. Vlastni hodnoty mat-
ice sousedstvi tvori nejnizsi limitu k vlastnim hodnotdm matice vzdalenosti se
zapornymi mocninami k. Nejveétsi vliastni hodnota kontinudlné roste s rostouci
mocninou k. Jiné vlastni hodnoty maji pti £ = 0 p6l. VSechny zaporné vlastni
vlastni hodnoty. Ta mé zde své maximum. TTteti singularita vznika, kdyz moc-
nina k = 2. Vzdy existuji pouze tii nenulové vlastni hodnoty. Tedy funkéni
vztah

A = f(k) (17.13)

mé tfi odlisné oblasti, jejichz parametry lze nalézt linearnimi regresemi.

Topologicka matice vzdalenosti fetézce, kde pocty orientovanych hran predstavuji
vzdélenosti mezi vrcholy, predstavuje bud prvni momenty geometrické matice
vzdalenosti pevné tyce, nebo soucasné geometrickou matici ¢tvercu vzdalenosti
v linedarnim fetézci ulozeném na n rozmérné jednotkové krychli. Existence sin-
gularity pii £ = 2 je dana symetrii pevnych tyc¢i. Momenty podle délky jejich
os jsou 0. TFfi nenulové vlastni hodnoty lze ztotoznit s prvky symetrie jak je
ukazané v podkapitole ?7.

Vlastni vektory vzdalenosti jsou dosti zajimavé pii jakychkoliv k. Jsou ob-
vykle symetrické podle stfedu, vyjma nulovych vlastnich vektoru pii k = 2, a
degenerovanych —1 vlastnich vektoru pii & = 0, které jsou asymetrické. Syme-
trie muze byt zrcadlové (v; = v,_;, znacend jako o), nebo rotacni (v; = v,
znacend jako C). Tyto symetrie se sti{daji pro kladné a zdporné mocniny k:
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Table 17.2: Vlastni hodnoty d* cyklu Cy a D* matic

Vlastni hodnoty A | 2 0 0 -2
Zmény vzdalenosti | +d -d -d +d
Piiklady: dfj 025|175 -0.25 -0.25 -1.75
113 -1 -1 -1
1.414 | 3.414 -1.414 -1.414 -0.586
2|4 -2 -2 0
416 -4 -4 2
8 | 10 -8 -8 6
Zaporné vzdalenosti -1 | 1 1 1 -3

Vlastni vektor | 1 2 3 4 5
k zdporné c C o C o

Kladny nenormalizovany vlastni vektor je deformovany jednotkovy vektor
sloupec (fddka). V matici sousedstvi A jsou hodnoty odpovidajici jednotkovému
vektoru snizené na obou koncich, pro kladné mocniny vzdélenosti k jsou snizené
ve stfedu.

Fakt, ze topologickd matice vzdéalenosti stejné jako geometricka matice vzdalenosti
linearniho fetézce ma n ruznych nenulovych vlastnich hodnot je konsistentné
vysvétlena jejich rozmérnosti. Maji ptili§ mnoho prvku symetrie, aby byly
ulozeny ve 3 rozmérech, kde jsou dostacujici tii nenulové vlastni hodnoty.

17.5.2 Zvlastni pripady: Cykl C}

Jiny vyjimeény ptipad je cykl Cy, ktery lze ohnout z tvaru pravidelného ¢tytsténu
na rovinny ¢tverec zvétsenim dvou vzdalenosti nebo na ty¢ jejich rovnomérnym
snizenim. Jeho topologickd matice vzdalenosti je tedy nerozlisitelnd od druhé
mocniny geometrické matice vzdélenosti ¢tverce a matice [JJ — I] je jedou z
moznych geometrickych konformaci (podobné jako u Fetézce Ly, avSak matice
sousedstvi jsou zde rozdilné).

Pii cyklu Cj je matice sousedstvi A soucasné matici vzdélenosti tohoto
cyklu, kdyz vrcholy 1 a 3 1 2 a 4 jsou ztotoznény a cykl se slozi. Pokud
vzdalenosti 1 a 31 2 a 4 nejsou stejné, je také mozné srovnat vSechny orientované
hrany tohoto cyklu do ptimky.

Vlastni hodnoty odpovidajici prvkim matice vzdalenosti d;; se ziskaji jednoduse
pii¢tenim nebo odectenim vzdalenosti d;; od vlastnich hodnot A

Toto schéma vede k zméné potradi vlastnich hodnot. Druha vlastni hodnota
se ziska pro kladné k jako ¢tvrta. Vzdalenost 8 je geometricky nemozna, musi to
tedy byt Sesty moment vzdélenosti v/2. Zaporné vzdalenosti lze interpretovat
jako Ctverce vzdalenosti v komplexni roviné. Vsechny matice vzdalenosti Cy
maji stejnou mnozinu vlastnich vektoru, odpovidajici Vierergruppe:
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Table 17.3: Vlastni hodnoty d* D* matic rombického cyklu Cy

Vzdéalenosti

d3,  d3, 1 2 3 4

3 1 2 4 51/2 -3 -1 2-—5l/72

4 0 2 4 81/2 4 0 2-8'2

1 0 (1+17%)/2 -1 0 (1-17/2)/2

1 1 1 1
1 1 -1 -1
1 -1 -1 1
1 -1 1 -1

Pokud slozime Cy jako romboid, dostaneme diagonély rozdilnych délek. Je-
jich ¢tverce se opét objevi jako vlastni hodnoty, avSak ve slozitém vzoru, jako v
tomto piikladé

Druhy pfipad je extrémni, vSechny vrcholy lezi na piimce. Trteti piipad
predstavuje dvé dvojné vazby natoéené o 60°, nebo matici sousedstvi grafu na
obr. 13.2 b, nebo matici vzdédlenosti jedné jeho konformace. Vlastni vektory
jsou také deformované, jdou opét k nizsim hodnotdm a k vyssim hodnotdm (v
tFetim piipadé je to 0.7808) a majici nulové hodnoty, které jsou mozné také pro
jiné konformace nebo momenty:

0.6180(0.4142) 1 0.6180(0.4142) 1
0 1 0 -1
1 0 -1 0
1 —0.6180(0.4142) 1 —0.6180(0.4142)

Existuje také tfet{ deformace cyklu Cy, odpovidajici zméndm dvou vzdalenosti.
Ctverec se transformuje v obdélnik nebo je cykl tvofen ze dvou retézcu L.

Zde se objevuje nulovéa vzdalenost jak se méni permutovand matice soused-
stvi:

Vzdalenosti d? | Vlastni hodnoty

0 2 0 -2 0
11 4 0 -2 -2
4110 0 -2 -8
8118 0 -2 -16

Vsechny vlastni vektory zustavaji stejné jako u Cy. Lze se domnivat, Ze
topologickd matice vzdalenosti grafu sestdvajiciho se ze dvou slozek Lo mé dvé
nekoneéné vlastni hodnoty, jiné dvé jsou 0 a —2. To vyplyva z vlastnich vektoru,
které zustavaji identické bez ohledu na vzdalenosti obou slozek. Vlastni hodnoty
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Table 17.4: Vlastni hodnoty dvou jednotkovych &tvercii ve vzdélenosti d?

Vlastni hodnota 1 2 3 4
Vzdalenost

A (krychle) 2.618 1.618 0.618 0.382
A[2C(4)] 2 2 0 0
0 8 0 -4 -4
1 12 -4 -4 -4
4 24 -16 -4 -4
8 40 -32 -4 -4

jsou opét urceny prvky symetrie. Nenulové vlastni hodnoty jsou tfi pro ¢tverec
a dvé pro konfigurace odpovidajici Lo.

17.5.3 Zvlastni piipady: Dva cykly C; (krychle)

Zde budeme studovat vytvoreni krychle ze dvou cyklu C4. Matice sousedstvi
dvou cykla Cjy 1ze zapsat podobné jako pro dva Fetézce Lo v blokové formé jako

(v ¢)
(¥ ¢)

Matice vzdalenosti dvou ¢étverci mé tvar

( (D +]()1JJT) ® +1§JJT> >

Matice sousedstvi krychle je

Odpovidajici vlastni hodnoty jsou v tabulce. Dalsi ¢tyfi vlastni hodnoty
jsou bud nulové, nebo maji stejné hodnoty se zdpornymi znaménky

Vlastni hodnoty dvou na sebe poloZenych ¢tvercu v nulové vzdalenosti jsou
pravé zdvojené vlastni hodnoty jednoho ¢tverce. Tieti vzdalenost se pridava
ctytikrat k prvni vlastni hodnoté a odecita se ctyrikrat od druhé.

Zd3a se, ze existuje vzor, jak se tvofi spektrum miizkového grafu. Spektrum
piimého tetézce L3 je 5.416,0, —1.416, —4. Spektrum Ctvercové miizky tvorené
ttemi L3 je 25.416,—12,—1.416, —12, zatim co 3 ztotoznéné L3 maji spektrum
13.348,—1.348, —12. To je 3 x (4.449, —0.449, —4), vlastn{ hodnoty Ls. Vlastni
hodnoty odpovidajici momentu reflexe se lehce zménily.

Zobecnéni matic vzdélenost! D* na matice sousedstvi je dvojznaéné pro
topologické matice vzdéalenosti grafi, které jsou ulozené rozdilné od své stan-
dardni konfigurace. Napiiklad na krychli lze ulozit mnoho rozdilnych grafa.
Jejich matice sousedstvi jsou subgrafy krychle.
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17.6 Nelinearni a zaporné vzdalenosti

Bylo obvyklé pouzivat libovolné vzdalenosti v maticich vzdéalenosti, jako v problému
obchodniho cestujicitho. Pokud pozadujeme, aby vzdélenosti v matici vzdélenosti
byly ¢tverci euklidovskych vzdalenosti, potom je nutné naleznout interpretaci
pro matice, kde vzdalenosti jsou delsi nebo kratsi nez mozné.

Jednoduchou interpretaci delsich vzdélenosti je, ze pfedstavuji cestu se zatdckami.
Zde se objevuje novy problém, v tenzoru SDST se objevuji mimodiagonalni
prvky, které davaji kosiny uhlu mezi orientovanymi hranami vétsi nez 1. Naptiklad
nasledujici matice:

01 4 01 5 01 6 0 1 10
1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 4
4 1 0 5 1 0 6 1 0 10 4 0
davaji odpovidajici tensory

-2 -4 =2 -2 -5 -3

-4 -8 —4 -5 —-10 -5

-2 -4 =2 -3 -5 =2

-2 -6 -4 -2 -7 =5

-6 —-12 —6 -7 =20 -13

-4 -6 -2 -5 —-13 -8

Pokud je pfepona delsi nez ¢tverce odvésen, mimodiagonalni prvky odpovidajici
kosinum jsou projekce jeji odmocniny na odvésny. To se jevi, jako kdyby byly
prodlouzeny, aby odpovidaly své preponé. Pokud odvésny nejsou stejné, dekom-
pozice jsou nestejné. Napiiklad

1.1180 + 1.1180 = 5%/2 |
1.1068 + 2 x 1.0277 = 3.1622 = 10'/2 .

Pouze ¢ast odpovidajici jednotkové délce se objevuje ve vysledku. Pravidlo
pro dekompozice je opét teorém kosinu (17.2). To plati i pro zdporné vzdélenosti,
které lze ptipadné interpretovat jako ¢tverce vzdalenosti v komplexni roviné.
Pokud je celd matice vzdalenosti zaporna, znaménko méni pouze znaménko
vysledku. Av8ak kombinace kladnych a zdpornych znamének vede ke kosinum
vétsim nez 1, naptiklad

0 1 -1 -2 1 3
1 0 1 1 2 1
-1 1 0 3 1 =2

thly odpovidajici kosinim vétsim nez 1 nemaji v euklidovském prostoru
smysl.



Chapter 18

Diferencialni rovnice

18.1 Uvod

Stai{ Rekové byli velmi dobrymi geometry a méli jisté znalosti algebry, avsak
nebyli schopni si predstavit drahu pohybujicitho se objektu jako geometricky
problém. Kazdy zna Zenonovy paradoxy.

Byl to kulturni sok, kdyz Zenon vystoupil se svymi objevy. Predstavte si,
Achilles muze nikdy chytit zelvu, pokud mé handicap. Kdyz ji Achilles dohéni,
zelva méni svou polohu a zustava vpredu. Kdyz Achilles bézi druhy handi-
cap, zelva opét méni svou polohu a tak dale v nekoneé¢né mnoha intervalech.
Stafi matematikové nezjistili, ze souCet nekoneéného poctu stédle se snizujicich
zlomkd je kone¢ny. Avsak je dost podivné, ze nebyli schopni piedstavit si situaci
graficky jako obr. 18.1.

Tento jednoduchy nécért dvou piimek piedstavuje oba soutézici, ktefi se
pohybujici konstantni rychlosti. Jedna osa ukazuje jejich geometrické polohy
sméfujici dolu na zavodisti. Horizontalni osa odpovidéd ¢asu. Predstavit si ab-
straktni ¢as jako geometrickou vzdalenost bylo inovace, kterd se zdd byt nyni
ziejmda. Obé hrany lze reprezentovat rovnicemi a bod, kde se obé hrany kfizi
lze vypocitat. Schodisté mezi obéma hranami ukazuje, ze intervaly se snizuji a
konverguji . Soucet nekonecné mnoho ¢lenu je konecény.

18.2 Analyticka geometrie

Byl to Descartes, kdo se svou analytickou geometrii nalezl, ze jednoduché nacrt
dvou piimek fesi Zenonovu aporeu o Achillovi a zelve.

Analytickd geometrie studuje nejen izolované body nebo vektorové rady,
jak jsme to doposud provadéli, avsak mnoziny bodu spojené funkénimi vztahy.
Uz jsme konstruovali ¢iselné stupnice. Jejich hrany lze se otacet, posunovat a
ohybat.

Za¢néme maticovym nasobenim vektoru fadky skaldrem

229
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Figure 18.1: Zenonuv nacrt aporey Achilla s zelvou. Piimky jsou vztahy mezi
geometrickymi polohami obou soutézicich (svislice) a ¢as (horizontéla)

A
t+1
T >
Y -
v
| &
0
0 ¢as (poloha) t
x| | 0 1 2 3 4 5
v 1] 0 1 2 3 4 5
y | 0.5 0 05 1 15 2 25

Piimka 6 bodu v ose x se kopirovala a promitla do osy y. Vysledné polohy
puvodnich bodi v ose b se popisuji bud jako y = 1z nebo jako y = 0.5z .

Avsak tyto rovnice plati nejen pro mmnozinu Sesti bodu s pfirozenymi ko-
ordindtami ale pro vSechny body mezi nimi lezicimi na pfimce. Jednotkové
vektory nejsou nutné. Rovnice piimky ve dvou rozmeérech je

y=a+bx (18.1)

¢len a je hodnota y, kdyz = 0. V daném pifkladé a = 0. Clen a je sklon
piimky uréeny jako pomér y/z, je to tangens tihlu a. Pokud zndme y, muzeme
nalézt x vytresenim rovnice (18.2) jako z = (y — a)/b.

Dvojrozmérné rovinné Simplexy jsou piimky majici tvar y + x = m, jejich
sklony jsou zaporné b = —1 a jsou definovany pouze v kladném kénusu.

V roviné Ize definovat mnoho piimek. Ty mohou byt paralelni nebo se mohou
krizit. Ke ktizeni dojde, kdyz obé koordinaty x a y obou pifimek jsou stejné,
jako naptiklad

y=2+3z

y =3+ 2z.

feSeni je 2+ 3z = 3 + 2z a tedy x = 1. Vlozenim x zpét dostaneme y =
5. S pouzitim maticové techniky se soustava dvou rovnic muze usporadat do
polarniho tvaru:
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—3r+y=2
—2rx+y=3

Pak se najde inverzni matice pro matic

-3 1 .. -1 1
9 1 coz je _9 3 )

a ta déva, kdyz se nasobi vektorem bfb = (2,3)T fegeni (1,5)7.

18.3 Zenonovy grafy

Vratme se k Zenonové aporei. Nyni sledujeme oddélené polohy Achilla nebo
zelvy. Pro tento ucel nepotiebujeme ¢asovou osu. Osa x je vzdalenost ke konci
traté, y je probéhnutd vzdalenost. Naptiklad:

Interval |0 1 2 3 4 5 6 7 8
X 8 7 6 5 4 3 2 1 0
y 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Vztah obou hodnot se popisuje rovnici y = 8 — z. Konstanta je relativni
délka traté vyjadiend rychlosti. Je konec¢na.

Jiny popis pohybu se ziskd, kdyz zdkladna x predstavuje polohu v case t
a vertikdlni osa y polohu v ¢ase t + 1, 1 pfedstavuje interval casu At. Budiz
koordinaty métrenych bodu pro jednoduchost:

Interval |0 1 2 3 4 5 6 7 8
b'e 0 1 2 3 4 5 6 7 8
y 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Rovnomeérny pohyb se popisuje rovnici y = 1+ z.
Nyni zménme koordindty nasledovneé:

Interval | 0 1 2 3 4 5 6 7 8
X 258 128 64 32 16 8 4 2 1
y 0 128 192 224 240 248 252 254 255

Rychlost pohybu neni konstantni, avsak snizuje se exponencidlné. Céra
zobrazujici hodnoty x v rozdilnych c¢asovych intervalech na obrazku 18.2 je
prohnuta. Abychom ji napifimili, musime pouzit logaritmickou stupnici y =
log x.

Opét nechame zakladnu x predstavovat polohu v ¢ase t a vertikdlni osu y
polohu v ¢ase t + 1, 1 predstavuje interval ¢asu At. Koordinaty exponencialni
kiivky jsou
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Figure 18.2: Exponencialni kiivka. Zmensujici se vzdalenostni intervaly z
??enonuv nacrt Aporey Achilla s Zelvou jsou na vertikdlni ose, horizontalni
osou je cas

Interval 1 2 3 4 5 6 7 8 9
X 0 128 192 224 240 248 252 254 255
y 128 64 32 16 8 4 2 1 ?

x hodnoty rostou, y hodnoty se snizuji. Obé zmény nejsou linearni. Nicméné
pokud hodnoty x jsou nakresli proti odpovidajicim hodnotdm y, nacrt je linearni,
viz obr. 18.3.

Nécrt predstavuje exponencialni zmény, naptiklad radioaktivni rozpad nebo
monomolekularni chemické reakce, pokud y je vychozi substance a x je produkt.
Odpovidajici rovnici je

y =281, (18.2)
ve své moderni formé je nyni transformovand na otdzku, kdy se rozpadne
posledni radioaktivni atom, kdyz vychozi pocet je x = 256.

Jsme nyni v podobné situaci jako byli Rekové. Rozpad radioaktivnich prvki
se Tidi exponencidlnim zdkonem. Pomeér rozpadajicich se atomu ve stejnych
casovych intervalech A; je konstantni. Abychom si byli jisti, Ze vSechny atomy se
rozpadly, potfebujeme nekonetné mnoho takovych intervali. Podstatné nekoneéné
mnoho intervalu je potieba pouze pro posledni atom, pokud pozadujeme jistotu
jeho rozpadu.

Grafovy proces je stejny jako v piipadé bézcu, pokud obé osy, ¢asu i polohy,
se nahrad{ polohami (koncentracemi) v naslednych ¢asovych intervalech ¢ a (¢ +
1), jako kdyby obé polohy byly na dvou rozdilnych ortogondlnich osdch. Kdyz
se to udéla, tyto polohy se povazuji za ortogonalni a exponencialni pohyb se
mén{ do linedrni, jako kdybychom pouzili logaritmickou stupnici!.

ILinedrni pohyb je limitou exponencidlniho pohybu, kdyz konstanta je k = 0
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Figure 18.3: Linearizace exponencidlni kfivky. Snizujici se vzdélenosti mezi
body odpovidaji konstantnim ¢asovym intervalum




234 CHAPTER 18. DIFERENCIALNI ROVNICE

Figure 18.4: Mozné prechody dvou pismenné rady. Piimé prechody cc « vv
jsou nemozné

18.4 Markovovy matice

Markov bylo rusky matematik, ktery dostal ponékud détsky napad studovat
uspofadani, ve kterém souhlasky nésleduji samohlasky v Puskinové basni. Po
souhlaska muze néasledovat jind souhldska nebo samohldska s néjakou stati-
stickou pravdépodobnosti, kterd je ur¢ena strukturou jazyka a jeho pouziti au-
torem.

Markov studoval pravdépodobnosti pfechodu naslednych hlasek, jako souhldsky
¢ a samohlasky v v prikladé

AvwAveMcecvAveRceceKevOveV

Pravdépodobnosti vv, vc, cc a cv se ziskaji z pfimych sou¢tu jejich délenim
vSemi moznostmi pfrechodu (zde 7 prechodu 8 pismen). Kdyz se vzdjemné
usporadaji do matice, tvoii stochastické matice M, jejichz fadkové soucty jsou
1. Teorie procesu spojenych s témito maticemi tvoii ¢dst teorie stochastickijch
procesi.

Kazda hlaska v textu se povazuje za stav soustavy, kterd osciluje neustéle
mezi svymi moznymi stavy a tvoii tak retézec nédslednych jevi. Existuje jind
moznost, jak interpretovat jev. Text lze povazovat jako celek a vSechny po-
zorované prechody mohou tvofit jeden prechod do pristiho stavu. Nebo lze
srovnavat dva odlisné objekty predstavované fadami symbolu. Rozdily 1ze tedy
vyjadiit jako orientovany hranovy graf, napiiklad

7 A° AM A R K OV
A A M A R K O V 7
¢/ * 0 1 -1 1 0 -1 1 *
* 0 -1 1 -1 0 1 -1 *

Dvé fadky s ¢&isly tvoif transponovanou incidenéni matici ST multigrafu
se smycCkami, nuly jsou na mistech smycek, orientovanych hran zacinajicich a
koné&icich na stejném misté, hvézdickou * jsou oznaceny neurcité pocdtecni a
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Figure 18.5: Mozné prechody tii pismenné rady

koncové stavy. Je mozné spojit posledni pismeno s prvym, aby se odstranily
tyto volné konce.

fada je tvofena rozdily (e; — e;) a je jasné, Ze ji mizeme napsat jako inci-
denéni matici orientovaného multigrafu se smyckami. Na obr. 18.4 jsou ukdzané
mozné prechody dvou pismenné fady, na obr. 18.5 mozné prechody tii pismenné
fady jsou ukazané.

Takové prechody nejsou omezeny na jazyk. Pokud sledujeme atomy ra-
dioaktivnich prvki po néjaké Easové obdobi, potom kazdy atom bud zustal
nezménény, nebo vyzafil kvantum radiace a zmeénil se na atom jiného prvku. Zde
nezndme indexovani jednotlivych atomu, muzeme urcit pouze jejich mnozstvi.
Mnozstvi dz atomu, které se rozpadly v ¢asovém intervalu, je imérné poctu
atomu z, konstantou proporcionality k délce ¢asového intervalu 6t je k. Rovnice
popisujici tento proces je

dx /6t = —kadelta(18.3)

Reseni této rovnice se nalezne oddélenim proménnych v diferencidlnim tvaru
(velmi kratké dt):

dx/x = 6(logx) = —kdt (18.4)

a integraci obou stran a delogaritmovanim vysledku

x = Aexp(—kt) (18.5)

kde A je pocatetni hodnota z jako integracni konstanta. Toto FeSeni mé&
shora zminény hacek: Nemuzeme si nikdy byt jisti s ¢asem, kdy se rozpadne
posledni atom v soustaveé, existuji pouze pravdépodobnosti. To je rozdil mezi
diferencidlnim a integralnim kalkulem a kone¢nou matematikou.

Proces lze zobrazit dvéma rozdilnymi naérty, bud vynasime koncentrace vzh-
ledem k uplynulému ¢asu jako na obr. 18.2, coz je tradi¢ni technika, nebo
vynasime koncentrace ménici se substance x; piripadné koncentrace produktu
(1 — z); vzhledem k témto koncentracim xy1q nebo (1 — x411) v konstantnich
casovych intervalech At jako na obr. 18.3. Body koncentrace na tomto grafu
tvori piimky, jejichz sklony jsou zavislé na rychlostnich konstantach k.

Jesté jednou: Hodnoty funkce ve dvou rozdilnych ¢asovych intervalech byly
pojednény jako ortogonélni vektory. Timto zpusobem jsme ziskali graf linedrn{
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funkce z exponencialni funkce, jako kdybychom nalezli logaritmus exponencidlni
funkce. Ortogondlni projekce dala logaritmickou transformaci exponencidlni
rychlosti transformaci n atomu dvou druh.

18.5 Mnohorozmeérné systémy

Podle nasi definice matice orientovanych grafi popisuji pohyby na rovinédch or-
togonalnich k jednotkovym vektorum I. Jsme schopni sledovat pohodIlné ménici
se koncentrace 3 slozek, které se mohou nakreslit na rovnostranny trojuihelnik.
Co je snadny pro dvé slozky se stava slozitym v systémech obsahujicich
n rozdilnych slozek, z nichz kazdd se mize transformovat v jinou s rozdilnymi
rychlostmi k;;. Nicméné zakladni ziistdva a takové systémy se popisuji zobecnénou
Markovovou matici M, jejiz mimodiagondlni prvky k;;. jsou rychlostni kon-
stanty soustavy rovnic 7?7 a diagondlni prvky jsou soucty rychlostnich konstant
se zapornymi znaménky —>Xk;;. Diagondlni prvky jsou bud sloupcové souéty,
pokud matice M pusobi na koncentraéni vektor sloupec ¢ zleva, nebo radkové
souéty, pokud matice P plisobi na koncentraéni vektor fadku cT zprava.

18.6 Matice prechodu

Matice prechodu P je tvofena dvéma ¢dstmi, Markovovou matici M a matici
identity I

P=(I+M). (18.6)

M je asymetricky rozdélend Laplace-Kirchhoffova matice STS se zdpornymi
znaménky na diagondle, kterd je normalizovdna na jednotkové koncentrace.
Matice prechodit P maji dvé limity: Bud matici identity I, pokud nedochdzi k
zadné zméné v daném casovém intervalu, nebo permutacni matice P, pokud se
v8echny latky transformuji na jiné béhem jednoho ¢asového intervalu. Muzeme
predpokladat, ze kazdé reakce (pfechod), ve které se jedna latka méni v jinou
latku, feknéme a — b v ¢asovém intervalu &t se registruje v inciden¢ni matici
S jako diference dvou jednotkovych vektoru (e; — e;). Tyto aditivni operatory
se transformuji v kvadratické formé STS do multiplikativnich operatort, které
jsou normalizovény, to znamend, Ze operator k;; je pomér transformovanych
objektt ke véem pitomnym objektium, a normalizovand symetrickd kvadratickd
forma STS se stépi do fadkového operdtoru P, a sloupcového operatoru P

-s's=P, +P.. (18.7)

Matice sousedstvi A, které jsme pouzivali doposud, byly symetrické. Ty se
ziskaly jako mimodiagonalni prvky kvadratickych forem incidenénich matic bud
orientovaného grafu S, nebo neorientovaného grafu G (viz podkapitolu 12.7).

Ponévadz asymetrické matice sousedstvi se pouzivaji jako operdtory, je nutné
urcit, jak se formdlné vytvoii. Kdyz se vektory-hrany ¢ nésobi zprava, potom
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Figure 18.6: Reakéni multigraf
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ai; = k, kdyz k orientovanych hran jde z vrcholu j do vrcholu i, kdyz se vektory-
sloupce ¢ nésobfi zleva, potom ;; = k, kdyZz k orientovanych hran jde z vrcholu
i do vrcholu j. Pouzijeme dolni indexy r a 1 pro oba druhy matic sousedstvi A.

Orientaci orientovanych hran lze vyjadrit znaménky, kde a;; = +k, kdyz k
orientovanych hran jde z vrcholu i do vrcholu j, nebo kde a;; = —k, kdyz k
orientovanych hran jde z vrcholu i do vrcholu j, nebo opacné.

Pokud kazda orientovand hrana pfedstavuje jednu transformaci objektu j
na objekt i a pocty k;; jsou normalizovény, k;; se méni v rychlostni konstanty
reakci znamych v chemii jako monomolekuldrni reakce, spolu s odpovidajicimi
soucty Xk;; na diagondle se zdpornymi znaménky. Kdyz se koncentrace (nebo
koordindta) vektoru c¢ ndsobi témito operdtory, ziskaji se zmény koncentraci,
kdyz se koncentrace vektoru ¢ ndsobi (I—P), ziskaj{ se nové koncentrace vektoru.
Predpokladdme, ze koncentrace vektoru jsou hrany a ndsobeni je zprava

¢t =c¢/M, (18.8)

tedy soucty Xk;; na diagonéle jsou sloupcové soucty.

Budiz S a G inciden¢ni matice stejné orientovaného multigrafu, kde S a G
jsou identické matice vyjma znamének. Neorientovana hrana odpovida kazdé
orientované hrané. Hrany S a G jsou vzajemné ortogonalni vektory.

Odpovidajici skalarni souciny STG a GTS jsou asymetrické matice ukazujici
rozdily v orientaci orientovanych hran. Jako priklad pouzijeme multigraf defi-
novany transponovanou incidenéni matic{ ST (viz obr. 18.6)

-1 -1 0 -1 0 1 -1
g7 1 0 -1 0 1 -1 1
6o 1 1 0 0 0 O
o o0 0o 1 -1 0 0
Prvky matice GT'S jsou
-3 1 1 1
-1 1 1 -1
-1 -1 2 0
-1 1 0 0

Mohou se interpretovat jako
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v;; = (orientované hrany do - orientované hrany ven)

a;; = (orientované hrany z i do j - orientované hrany z j do i),
potom a;; = 0 zZaddné orientovand hrana.

Prvky matice STG jsou

3 -1 -1 -1
1 1 -1 1
1 1 2 0
1 -1 0 0

1ze je interpretovat jako

v;; = (orientované hrany do - orientované hrany ven)

a;; = (orientované hrany z i do j - orientované hrany z j do i),

potom a;; = 0 Zadnd orientovana hrana.

Mimodiagonélni prvky matice STG se lisi od mimodiagonélnich prvki mat-
ice GTS pouze znaménky. Skaldrni sou¢iny STG a GTS se mohou kombinovat
s kvadratickymi formami inciden¢nich matic. Existuji ¢tyti aditivni kombinace

STS GTG
5 -3 —1 -1 5 3 1 1
-3 5 -1 -1 3 5 1 1
-1 -1 2 0 11 2 0
-1 -1 0 2 11 0 2
GTS +8Ts GTS — STs
2 -2 0 0 -8 4 2 2
—4 6 0 -2 2 -4 2 0
-2 -2 4 0 0 00 0
-2 00 2 0 2 0 -2
GT's+GTG GTs - GTG
2 4 2 2 -8 -2 0 0
2 6 2 0 -4 -4 0 -2
0 0 4 0 -2 -2 0 0
02 0 2 -2 0 0 -2

To déva tento vzor

GTs+8Ts=2(v,-A,)

G'S - STS =2(A; — V,u)

GTS+GTG =2(V, + A))
GTS —GTG = —2(A, + Vour) .
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Skalarn{ soué¢in (G — S)TS lze normalizovat do levostranného operatoru M.
Diagondlni matice stupriu vrcholu (orientované hrany do a ven), stejné jako
asymetrické matice sousedstvi se mohou rozdélit transponovanim souc¢ti nebo
rozdili GTS s GTG a jejich kombinovanim se souéty nebo rozdily GTS s STS:

4V, = (GTS +8TS) + (GTS + GTG)T
—4V,,;: = (GTS —8TS) + (GTS - GTG)T
—4A; = (GTS +8T8) - (GTs + GTa)*

4A, = (G'S —8Ts) — (GTs - GTG)T.

Stejna operace s STG déava vzor

STG +8's =2(v, —A))
STG - STS =2(A, — Vou)
STG+GTG =2(V,+A))

STG - G'G = —2(A; + V,ut)

Skalarn{ sou¢in ST(G — S) lze normalizovat do pravostranného operdtoru
M. Diagondln{ matice stupnu vrchola (orientované hrany do a ven), stejné jako
asymetrické matice sousedstvi se mohou rozdélit transponovanim soucti nebo
rozdili STG s GTG a jejich kombinovanim se souéty nebo rozdily STS s STS
jako shora. Tyto transponované matice jsou identické se soucty nebo rozdily
GTS, protoze transponovéni méni poradi matice v souéinu.

Inciden¢ni matice S a G, nebo jejich transponované matice, pouzivané jako
multiplikativni operatory, prenaseji kazdy prvek ndasobeného maticového vektoru
dvakrat, jednou na diagondle, jednou jako mimodiagonalni prvek. Souéty nebo
rozdily téchto matic S a G, které by mély byt transformované do kvadratickych
matic, maji v kazdé fadce presné jeden prvek 2 v konéicim nebo vychozim
sloupci. Vysledky jsou tedy elementdarni. Avsak tato fakta nejsou vysvétlena v
ucebnicich ani v bézné literatufe. Pokud byly studovany dtive, byly zapomenuty.

Dvojité icetnictvi orientovanych hran s pouzitim ortogonalnich vektorovych
rad, jejich souctu a rozdilt, kvadratickych forem, skalarnich sou¢inu a transpono-
vanych matic, ddv4 sit piibuznych matic popisujicich grafy a objekty isomorfni
k jejich transformacim.

Laplace-Kirchhoffova matice, identickd s STS a pouzitd pro fedeni elek-
trickych obvodt, je symetrickd. Ta ve skutecnosti popisuje pouze vlastnosti
obvodu, odpory hran (vodi¢i) spojujicich vrcholy sité. Smér proudu je zaveden
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aplikovanym napétim. Matice proudii odpovida jedné z matic STG nebo GTS,
proudy k ve vétvich maji vzdy opa¢na znaménka

(STG);; = —(STG);; . (18.9)

Mimo to proudy do a ven u vSech vrcholi musi byt vyvazeny, Xk;; = 0.
Ponévadz odpory se mohou vyjadrit jako délky vodic¢u, inverzni problém se
objevuje jako odporové vzdélenosti.

18.7 Rovnovazné koncentrace

Nalezeni diagondlni matice C rovnovdznych koncentraci c;* pro velké systémy
neni jednoducha tloha. Vyzaduje vypocty determinantt vSech submatic sou¢inu
matic §;MC, ziskanych vynechdnim j-té fadky a sloupce. Pro tento tcel bylo
vypracovano mnoho variant Kirchhoffovy techniky napinacich stromu.

Dnes jsou technické potize odstranéné pouzitim pocitacu, avsak zakladni
otdzka zustava oteviend: je soutin MC symetrickd matice nebo neni? Wei
a Prater [14], ktef{ vypracovali maticovou techniku pro feseni soustav expo-
nencialnich rovnic, argumentovali principem mikroskopické reversibility, podle
které by méla byt spravna ekvivalence:

cikij = cjkji (18.10)

Vlastnosti podstatné kladnych matic ¢ini platnost tohoto principu pochyb-
nou. Pouzijeme vlastnosti vlastnich hodnot Markovovych matic a budeme stu-
dovat operdtor P = (I 4+ M). Tento operator transformuje koncentra¢n{ vektor
c; v Case t na koncentracéni vektor c;41 v Case (¢t + 9).

18.8 Vlastnosti matic souctu (I + M)

Matice (I+M) maji jednu vlastni hodnotu ptesné 1, jiné vlastn{ hodnoty jsou v
kruznici 0 < A; < 1. Matice M m4 pfesné jednu vlastni hodnotu rovnou nule a
zbyvajicich (n—1) vlastnich hodnot v intervalu omezeném kruznici danou soucty
rychlosti ¥ — k;;. Ponévadz transformace jakékoliv latky nemuze byt vétsi nez
jejl koncentrace, soucet rychlostnich konstant musi byt mensi nez 1. Pokud se
prida jednotkova matice I k M, vSechny vlastni hodnoty se zvétsi rovnomérné
o 1. To ma dulezity dusledek, ktery zustal nepovsimnuty: Rovnovazny stav
operdtoru P = I + M m4 jednu vlastni hodnotu pfesné 1, vechny jiné vlastn{
hodnoty jsou 0. Soucin jakéhokoliv koncentra¢niho vektoru ¢ s rovnovaznym
operatorem (I + M) musi d&t rovnovdzny koncentra¢ni vektor c*. Tedy
(1/n)I(I + M) ma4 tvar n identickych sloupcu rovnovaznych koncentra¢nich
vektorti ¢T. Ponévadz soucet koncentraci je vzdy Y7, = 1, tento vysledek
souhlasf s podminkou ¢(I +M)> = c*T.
Jinou dulezitou vlastnosti rovnovazného operatoru je, ze jeho soucin s Markovovou

matici M mus{ ddvat nulovou matici 0: M(I + M)> = 0. Abychom ukdzali
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nékteré dusledky, rozdélime rovnovazny maticovy operator do diagondlni mat-

ice C, jejiz prvky jsou rovnovazné koncentrace cj, a matici mimodiagonalnich

prvka [M(I 4+ M)> — C]. Souc¢iny s Markovovou matici maji nésledujici tvar:

—CT Ekll C;klg . C;klkln
C’fk‘zl —C;Ekig . C;klkgn
M = .
cikn1 cskno coo =k
M/(I+M)> — C]
Yizi1ciky 21‘;&2(0?]%1 - CTkil) cee Zi;ﬁn(crz‘kkln - CTkil)
Zi;ﬁl(cjk% - Cﬁkzi) Yizaciko; cee Zi#n(C;‘kan - C’{km)
Ez‘;ﬁl(cfkm - C:krn) 21‘;&2(027%1' - Cikm) ce Yi=nCikni

Rovnovazna podminka je splnéna pokud

n

zn:c;kﬂ =Y ki =0 (18.11)
Jj=n

1=n

Vsechny proudy do kazdé polohy v matici musi byt vyvazeny vsemi proudy
z polohy, aby se udrzela rovnovaha. Pro to neni nutnou podminkou princip
mikroskopické reversibility, je to pouze specidlni piipad ze vSech moznosti, jak
se muze dosdhnout rovnovaha.

Ponévadz jakykoliv rovnovazny stav operatoru P ma piesné jednu vlastni
hodnotu 1, zbylych (n—1) vlastnich hodnot jsou 0, snadno se naleznou odpovidajici
vlastni vektory. Jednotkovym vlastnim vektorem je jednotkova iddka JT nebo
jednotkovy sloupec J. Nulové vlastni vektory lze vybrat jako jakoukoliv z (n—1)
hran nebo sloupcu Markovovy matice. Kazdd Markovova matice je tedy sous-
tavou vlastnich vektorti svého rovnovazného stavu.

18.9 Kilasifikace Markovovych matic

Markovova matice popisuje svij vlastni rovnovazny stav a vSechny cesty k
rovnovéaze z jakéhokoliv bodu n rozmérného koncentra¢niho simplexu. Tento
simplex je rovina ortogonalni k jednotkovému vektoru I, naptiklad pro 3 latky
je to rovnostranny trojihelnik. Kazdy bod simplexu muze byt rovnovaznym
bodem soustavy a ke kazdému rovnovaznému bodu vede nekoneéné mnoho cest.
Tedy je nutné klasifikovat Markovovy matice podle charakteru cest, které mat-
ice vytvari. Pokud vylou¢ime matice jdouci ke koncentracim mimo simplex,
existuji tfi moznosti. Snadno je lze nalézt pro dvojrozmérny piipad:



242 CHAPTER 18. DIFERENCIALNI ROVNICE

A B C
p,q<0.5 p=q=0.5 p,q > 0.5

((l—p) P ) (0.5 0.5> ((1—p) P )
q (1-4q) 0.5 0.5 q (1-4q)
e A: Hladké priblizeni. Transformacni linie jsou uvnitf rdmce tvoreného

diagondlou a osou x. Determinant P je vétsi nez 1. Prvni krok muze
bezprostredné vést k rovnovazné koncentraci.

e B. Oscilujici priblizeni. To lze rozeznat jednoduse podle reakéni kon-
stanty. Pokud k;; > ¢}, potom soustava osciluje, kdyz reakce zatind z
vrcholu reakénfho simplexu ¢ = 1. V prvém kroku koncentrace c¢; sko¢i
nad rovnovaznou koncentraci. Zde by se mély studovat ¢asové podminky,
to je vztahy mezi ¢asovymi intervaly potiebnymi pro transformaci ob-
jektu v jiny. Tyto intervaly jsou jisté rozdilné pro n rozdilnych objektu
a celé reakéni intervaly. Nemuzeme predpoklddat, ze vSechny objekty
reaguji soucasné a tedy reakéni intervaly mohou byt mnohem delsi nez
transformacni intervaly jednotlivych objektu. Avsak tato diference pusobi
labilitu a muze vest k oscilacim jinych typu.

e C. Nejstrméjsi pristup. Reakéni cesta by méla byt primka jdouci od
jakékoliv koncentra¢niho bodu k rovnovaznému. To vyzaduje, aby reakéni
konstanta kazdé latky byla imérna rovnovazné koncentraci cilové latky.
Napiiklad pro 3 latky: ci1ki2 = ac3 c1ki3 = acj. Z podminek mikroskopické
reversibility ¢3kos = c§ks2 dostaneme vztah reakénich konstant kog/k13 =
ka3/ki2. Pro druhé dveé latky dostaneme podobné pro co: koi/ks1 =
k23/k12 a Pro cs: k31//€21 = k32/k12-

Pii srovnani vSech tii vysledku vidime, ze takovy pfristup je mozny pouze
pro ¢ = 1/3, to je pro stied simplexu.

Princip mikroskopické reversibility zajistuje nejstrméjsi pifstup pouze na
piimce spojujici rovnovazny stav s vrcholy simplexu, jedna ¢istd latka reaguje
nebo jedna latka mizi z rovnovazného stavu. To je specidlni cesta a je to prob-
lematické. Je mnohem snazsi pfipustit existenci cyklickych proudu, které musi
byt vyvazeny v rovnovaze podminkou pro latky v cyklu

kij = (k+k)/c; , kde k' = cjkij . (18.12)

Nejstrméjsi ptistup k rovnovaze by mohl byt optimdlni cestou v koncen-
tracnim simplexu, avSak neni mozné dokézat, Ze je to pouze jedind mozna cesta
pro vsechny reakéni systémy a podminky. Neni mozné dokazat, ze soucin matic
MC je symetrickd matice. Na druhé strané je dosti snadné nalézt podminky
pro oscilujici reakéni soustavy. Dostacujici podminkou je, aby k;; byly relativné
velkd cisla. OvSem takové hodnoty porusuji podminky diferencialnich reakci,
predpokladd se, ze piirustky dz/dt jsou nekoneéné malé avsak maticové ndsobent
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ukazuje, proc se objevuji oscilace: v jednom ¢asovém intervalu nejsou dostatecné
velké koncentrace zpétnych produktiu k vyvazeni ztraty c;3k;;, pokud obé hod-
noty c; a Xk;; jsou velké. Ponévadz (I + M)” # (I 4+ bM), nemtizeme vybrat
¢asové intervaly A;i volné. Ty by mély byt srovnatelné s intervaly potebnymi
pro reakce. Pokud néjaké reakce vyzaduji podstatné delsi ¢asy, oscilace se objevi
jako v Lotka-Wolterové cyklu.

18.10 Jakobiho aproximace

Ukéazali jsme presné metody pro feseni rovnic Mx = b v kapitole 16, zalozené
na invertovani matice M nebo nalezeni jejich vlastnich hodnot. V pfipadé, ze
nejsme schopni provést takové sofistikované matematickd operace, muzeme se
pokusit uhddnout spravnou odpovéd. Poéitali jsme matice a vime, ze pokud se
omezime na prirozena ¢isla, jejich pocet neni nekonecny. Proto je s pouzitim
pocitace mozné naleznout FeSeni metodou zkousek a omylu, zejména kdyz se
vysledky porovnéavaji s cilovymi hodnotami a nemozné kombinacemi se vylouci.
Tuto techniku fluktuaci 1ze srovnavat s procesem, jakym soustava hledd svou
rovnovahu.

Zactnéme s vektorem odhadu y. Po nasobeni matici M dostaneme vektor
odhadu g. Pifi jeho srovnéni s cflovym vektorem b dostaneme diferenci d(g—Db).
Pokud je nulové, nds odhad je totozny s hledanym vektorem a muzeme nase
hledani skonécit. Podobné pokud diference d(g — b) je zanedbatelnd, muzeme
nase hleddn{ skonéit. Jinak musime opravit vektor odhadu s pouzitim d(g— b).
Avsak nemuzeme pouzit celou diferenci, protoze pristi odhad by mohl byt jako
kyvadlo na druhé strané spravné hodnoty. Musime fluktuace zmensovat. Oprava
musi byt mensi nez diference, coz se dosdhne s pouzitim konstanty c: 0 < ¢ <
1. Pokud vybereme konstantu piili§ malou, potfebujeme p#ilis mnoho kroku,
abychom nasli pfijatelnou hodnotu g, pokud c je pitilis blizké k 1, vysledky by
mohly kolisat, podobné jak to bylo ukdzané pro Markovovy matice.
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Chapter 19

Entropické miry a
informace

19.1 Vzdalenosti a logaritmy

Mozn4 vite, ze informace se muze méfit svou entropii

H = —¥p;log, p; (19.1)

kde soucet se provadi pies vechny pravdépodobnosti p; objektt (symboli).
Tyto pravdépodobnosti jsou neznamé a zatim je ponechdme nedefinované.

Nikdo se nesnazil vysvétlit, pro¢ tato funkce je vhodna jako mira, byla jen
zavedena jako axiom. Ted definujeme tuto funkei jako jednoduchy vysledek
mapovani m objektu na vrcholy mnohorozmeérné jednotkové krychle nebo rovno-
cenné indexovani téchto objektu pravidelnym kdédem sestdvajicim se z 0 a 1
symbolt nebo jednodusSe s pouzitim bindrni ¢iselné stupnice majici stejny pocet
¢islic:

Decimalné 0 1 2 3 4 5 6 7
Binarné 000 001 010 011 100 101 110 111

Nejmensi nutny pocet ¢islic pro kazdy objekt z m objektu je blizky k log, m.
Tyto ¢&islice pocitaji hrany binarniho rozhodovaciho grafu, na jehoz listech jsou
umistény poéitané objekty (obr. ).

Pro vsechny m objekty potfebujeme alesponi mlog, m ¢islic (v ukézaném
piiklade 24 ¢islic). Tuto limitu lze ziskat pouze pokud m jsou mocniny 2.
Nicméné muzeme pouzivat pro elementdrni vypocty logaritmy s uspokojujici
piesnosti. Pocet ¢islic m; je vzdalenost listu j od kofene v rozhodovacim stromu.
Tedy logaritmy jsou ve vztahu ke vzdédlenostem.

1Uspoisdejte, prosim, listy na vrcholy krychle a nakreslete si rozhodovaci strom sami.
Zkousel jsem to, avsak muj obrazek byl pfili§ osklivy. Krychle stejné jako rozhodovaci strom
musi byt deformovana

245



246 CHAPTER 19. ENTROPICKE MIRY A INFORMACE
Figure 19.1: Bindrni rozhodovaci strom je isomorfni s indexovanim m objektt
bindrnimi ¢islicemi

000 001 010 011 100 101 110 111

Kdyz vime, ze 3° = 243, konstruujeme binarni rozhodovaci strom s 1937
hranami

128 * 8 = 1024

e 64 *8= 512

32*8= 256

16 * 8 = 128

Doposud se vyuzilo plné 15 vétvi s 16 listy z 16 kmenu ¢tvrtého stupné
pro indexovani 240 lista (objektu) s 1920 ¢islicemi. Kratsi strom rasici z
posledniho kmene se pouzije pro posledni tii listy

2*¥6= 12

e 1*5= 5

Soucet vzdélenosti listi od kofene je 1937. Tedy 1937 : 243 = 7.971.
Vysledek délenf je priitmérn4 vzdélenost, kterd se rovnd log, 3*. Odhad bindrniho
logaritmu 3 je 7.971 : 5 = 1.597. Ponévadz lg, 3 = 1.585, piesnost pro takovy
jednoduchy vypocet je dobrd a mohla by se vylepsit s pouzitim vyssich mocnin
hledaného ¢isla, které jsou blizké k mocniné zakladniho ¢isla.

Vypocty lze provést pro jakéhokoliv prirozeny pocet vétvi. Jako priklad:
510 = 9765625. Odpovidajici zakofenény strom s 10 vétvemi m4 délku 7. Déleno
10 dostaneme 0.70000. Tabulkovd hodnota (ziskand pocitackou) je log; 5 =
0.69897.

Po tomto odboceni se vratime k funkci entropie. Pokud mame néjaké infor-
mace o pocitanych objektech, nutny pocet ¢islic 1ze snizit. Predpokladejme, ze
objekty jsou uz indexovany n symboly abecedy. Nové indexovani lze slozit ze
dvou ¢asti, symbolu j a binarniho kédu zvlastniho pro kazdy zvlastni symbol.
Nyni potiebujeme pouze ¥m; log, m; symboly. Diference

H =mlogy,m — Z mjlogom; = Z m; log(m;/m) (19.2)

j=1
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bude mirou informace o poc¢itanych objektech ziskané délenim mnoziny m ob-
jektt do n oznacenych podmnozin. Zavedenim p; = m;/m a délenim vysledku
¢islem m, dostaneme entropii H,, vztazenou na 1 objekt.

Napriklad fada aaaabbed a jeji permutace vyzaduji pouze 10 é&islic:

Decimélné 0 1 2 3 4 5 6
C

7
Binarneé a00 a0l al0 all b0 bl d

Normalizovang diference vzhledem k tiplnému stromu H = (24—10)/8 = 1.75
je informaéni entropie fady?.

Na nestésti tento jednoduchy vyklad nevysvétluje funkci entropie H. To je
pouze aproximace jedné jeji formy zalozené na binarnich logaritmech.

19.2 Boltzmannova funkce entropie H,

Na Boltzmannové hrobu je vyryt vzorec

S=—klnW , (19.3)

kde S zastupuje pro termodynamickou entropii, W jako Wahrscheinlichkeit
znamend pravdépodobnost a k je konstanta pojmenovani na pocest Boltz-
manna. Tento vzorec byl pri¢inou jeho smrti. Zemfel vyCerpan marnym usilim
jej dokazat. I jeho piatelé vymysleli aporey, aby znemoznili Boltzmannovu
myslenku. Jeho tragedii bylo, Ze nikdo nerozumél jeho dikazu, ktery se pokousim
vysveétlit v této knize.

Entropii definoval Clausius jeji diferenci. Diference entropie je pomér mezi
specifickym teplem Q potifebnym pro zvyseni teploty T néjaké latky a T: dS =
dQ/T. Pokud by specifické teplo bylo konstantni, integrovand forma by byla

S =ClogT + S, . (19.4)

Predpoklada se, ze entropie pti absolutni nule je nulova. Tedy integracni
konstanta Sy musi byt —C'log(0. Avsak entropie je mnohem slozitéjsi funkce,
protoze specifické teplo Q zavisi na teploté a ma singularity, jako jsou tepla
tani a odpafovani. Soustiedime se na fakt, ze entropie je logaritmickou funkei
teploty. Co je teplota? To je mira tepelného pohybu molekul®. V soustavé
idealniho plynu molekuly reprezentované body se pohybuji ndhodné a pokud se
srazi, vymeéni si svou kinetickou energii, avSak celkové mnozstvi energie pti kon-
stantni teploté zustava konstantni. Mimo to, pokud soustava zustava izolovan4,
rozdéleni energii molekul dosahuje spontanné rovnovazny stav. To je nejvétsi
orbita, na které soustava je stdla pro dlouhd casova obdobi.

Funkce entropie se povazuje za tajemnou. Nejen pro svou abstraktni formu
(necitime ji pfimo jako teplotu, tlak a objem), avsak pro jeji vlastnosti. Zvysuje
se samovolné. Snizeni entropie vyzaduje vnéjsi akci.

2Recenzent prestizniho vzdéldvaciho Gasopisu tomu nevéril a zamitnul maj ¢lének.
3Podle sofistikovanéjsi definice je T integrujici faktor.
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Ukazali jsme, ze plochy konstantni energie ve fdzovém prostoru jsou roviny
ortogondlni k jednotkovému vektoru I. Soustava idealniho plynu se pohybuje
na této roviné a po vétsinu casu zustava na kazdé orbité tmérné k jejimu ob-
jemu. Tedy soustava existuje na nejvétsi orbité nebo orbitach k ni nejblizsich
po vétsinu ¢asu. Uz zndme vzorec pro vyhodnoceni objemu jednotlivych orbit.
Tim je polynomidlni koeficient pro n permutace n!/IIn;!. Logaritmus tohoto
koeficientu byl navrzen Boltzmannem jako matematicky ekvivalent entropie,
H funkce. Pokud n a nj jsou velka ¢&isla, coz v pripadé idealniho plynu jisté
jsou(Avogadrovo é&islo, uréujici pocet molekul v 1 molu plynu, je fadu 1023),
muze pouzit se Stirlingova aproximace n!. Vysledek je

H, = —X(n/n)logng/n) . (19.5)

Tento vysledek se muze ziskat pouze s prirozenymi logaritmy na rozdil od
informacni entropie.

Boltzmannovym problém bylo, ze se pouze domnival o existenci kvant energie
(byly objeveny v ¢ase Boltzmannovy smrti Planckem), a ze misto aby mluvil o
symetrii orbit rozdéleni, zavedl $patné definované pravdépodobnosti pg, které
nahradily pravé podily ny/n.

Jeden paradox vzneseny proti Boltzmannovi byl spojen s ¢asovou inverzi.
Klasickd mechanika predpokladala, Zze Cas lze obratit. Avsak takové inverze
casu by meéla vést ke snizeni entropie. To by se mohlo bréat jako dukaz proti H
teorémeé. Ukézali jsme, Zze prostor neni necitlivy ke zménam znaménka, zdporny
kénus ma zcela rozdilné vlastnosti nez kladny. Nicméné zmény znaménka en-
tropie pouze klasifikuji pfirozené procesy. Muzeme Fici, Ze pokud by ¢asovd in-
verze vedla ke snizeni entropie soustavy, potom tato ¢asova inverze neni spontanni
jev, ponévadz jeho pric¢ina by lezela mimo soustavu.

19.3 Maximalni H, entropie

Hledani maximalnich hodnot funkce 19.5 se zda byt snadnou tlohou. En-
tropie H,, je maximalni, kdyZ vSechny hodnoty n; = 1. Tato monoténni FeSeni
m& chybu: Lze je uskuteCnit pouze pfi specidlnich hodnotach aritmetického
pruméru m/n. Soucet aritmetické fady 1 az n je ("'QH), tedy aritmeticky prumeér
hodnoty m; nutné pro linedrni rozdéleni je (n — 1)/2, jedna polovina poctu ob-
jektu. Tato hodnota je ptijatelnd pouze u malych systému.

U rozsahlych systémi, jako jsou molekuly plynu, monoténni rozdéleni je
nedosazitelné. Avogadrovo &fslo N je 6.023 x 10?2 (jeden mol vodiku vazi asi
dva gramy), Boltzmannova konstanta k (k = R/N) je 1.38 x 10723 Joule/grad
a konstanta R je 8.314 Joule/grad. Monoténni rozdélen{ by vyzadovalo teploty
v kelvinech v fadu Avogadrova ¢isla.

Rozdéleni molekul plynu nemuze byt monoténni.. Nicméné to musi byt tak
ploché, jak je to mozné.

Prozkoumame nejprve vztahy primeérta nékterych sikmych rozdéleni.

Ptimkové sklony
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n, 6 5 4 3 2 1|X>21=("")
mi 01 2 3 45
n X mg | 0 8 9 8 5|>3=("h

dévaji aritmeticky prameér (k — 1)/3, pfiblizné v/2n/3.
Exponencialni sklony

ng 32 16 8 4 2 1[Y63=20-1=2FT_1
mp 0 1 2 3 4 5
ngxmg | 0 16 16 12 8 5[ > 57=20-7=2F1_2k+1

maji aritmeticky prumér pro vSechny velikosti ponékud mensi nez 1. Kdyz
r + 1, ponévadz pfidame k zakladnfmu rozdéleni r x 28+1 — 1 jednotek. Expo-
nencidlni sklony 1ze napiimit kombinovanim nékolika takovych rozdélent:

n 8 8 4 4 2 2 1 1]X30=2x(2'-1)
my, 01 2 3 4 5 6 7
npxmp |0 8 8 12 8 10 6 7| > 59

Aritmeticky prumeér roste pomalu a sklony lze napiimit vyrovnanim sousednich
hodnot.

Rozdéleni muze byt symetrické.

Piimkové rozdéleni ve tvaru sedlové strechy dava ponékud lepsi vysledek nez
monoténni rozdéleni: Jeho aritmeticky prumeér je v intervalu odmocniny n:

T 1 2 3 4 3 2 1[5 16=4
m 01 2 3 4 5
nexme |0 2 6 12 12 10 6| > 48=23x 42

Binomické rozdéleni dava tento vysledek

n 1 6 15 20 15 6 1]>64=25
my, 01 2 3 4 5 6
npxmi | 0 6 30 60 60 30 6| > 192=3x2°

Pokud n = 2%, potom aritmeticky primér binomidlniho rozdéleni je k/2.
Pro Avogadrovo é&islo k ~ 79 (27 = 6.045 x 10?3). Aritmeticky primér je velmi
nizky. To znamend, Ze rozdéleni muze byt plossi a obsahuje vice hodnot nez 80.

Plossi binomické rozdéleni lze modelovat jako

n, 1 1 4 4 6 6 4 4 5732 =2 x 21
my 01 2 3 4 5 6 7
npxmp |0 1 8 12 24 30 24 28

1 1
8 9
8 9

> 144 =9 x 23
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Entropii 1ze opét zvysit vyrovnanim sklonu jako 1,2,3,5,5....
Vzestupné a sestupné exponencialni sklony:

ni 1 2 4 8 4 2 1[Y2=282-1+2"-1
My 01 2 3 4 5 6
npxmp |0 2 8 24 16 10 12| > 72

Rozdéleni je slozené ze dvou slozek. Klesajici exponencidlni sklon s n =
2k+1 _1 ¢astmi ma primérnou hodnotu k + 1. Vzestupny exponencidlni sklon s
n = 2F — 1 ¢astmi mé soucet nj x my, = :;(1) k2%, Jeho primérna hodnota je
ponékud vétsi nez (k—2), avsak mens{ nez k, ponévadz posledn{ ¢len v souctu je
rozhodujici. Aritmeticky prameér je ptiblizné k. Exponencidlni sklony lze opét
napiimit jako diive.

Entropie H,, by byla maximalni, kdyby rozdéleni bylo tak ploché, jak je to
mozné a blizilo se k monoténnimu rozdéleni. Pokud existuje dosti mista pro
v8echny ¢ésti, rozdéleni budou symetrickd a jinak mohou byt sikma jeden.

19.4 Shannonova funkce entropie H,,

Konstatovani z abstraktu v Chemical Abstracts [15]: ”Boltzmannova entropie
je informacni entropii”, je typické pro soucasny stav. Obecné se véri, ze Shan-
nonova funkce entropie H,, je dokonaleji a tedy lépe definovana nez Boltz-
mannova funkce entropie H,. Avsak obé funkce méii piibuzné avsak nicméné
rozdilné vlastnosti. Ty mohou dokonce byt aditivni.

Muzeme spekulovat, kdo byl tou bludickou, kdo zménil velké tajemstvi spo-
jené s entropif na jesté vétsi chybu. Jeji dusledky jsou rozseté z matematiky do
fyziky, biologie, socidlnich véd az k filosofii.

J. Von Neumann dal Shannonovi tuto radu [16]:

“Mél byste to nazvat entropii ze dvou duvodu. V prvni fadé Vase
funkce nejistoty se pouziva v statistické mechanice pod timto jménem,

entropie opravdu je, a tak v debaté budete vzdy mit vyhodu.”

Zakladni idea Boltzmannova dukazu H teoremu nebyla pochopena a zustala
tajemnd (Kac [17] 7 demonstrace”).

Ukéazali jsme odvozeni rovnice 19.1 a co to méfi. Shannon vybral funkci H
zdmeérné z ponékud jiného duvodu. Zajimaly jej ¢etnosti symbolu ve zpravéch(nebo
podily jednotlivych cetnosti m; jednotlivych symbolu j k celkovému poctu m
vSech symbolu m;/m). Funkce H je aditivni, kdyz se rozhodovani stépi jako na
obr. 19.2

Nejdulezitéjsi rozdilem 19.2 vzhledem 19.5 je maximaélni hodnota obou funkci.
H,, je maximalni, kdyz vSech symboly maji stejnou Cetnost, coz se rovna arit-
metickému priaméru m = m/n. Potom n,, /, = n (jiné ny = 0) a entropie H, je
minimélni, nulova. Entropie H,, mé hromadici i¢inek na rozdéleni. To snizuje
jeho rozptyl.
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Figure 19.2: Rozhodovéni ze ¢ty moznosti

/ /8
1/23\' s Y /2/4

Fakt existence dvou funkci entropie vysvétluje tak zvanou redundanci infor-
mace, ponévadz H,, v textech neni{ maximalni. Kdyz m entropie je maximalni,
n entropie je minimélni a jejich soucet neni optimalni. Pokud by se vSechny
symboly objevily v na8i feCi se stejnou Cetnosti, rozdily mezi slovy by byly
zanedbatelné a nesnadno by se poznavaly. Existuje 6 permutaci aabb a pouze 4
permutace aaab. Avsak existuji také 4 fady abbb a stejnd rozdéleni daji dohro-
mady 8 fad.

Je lepsi to vysvétlit na slovech jako zakladnich vektorech informace. Musime
opakovat slova spojend s predmétem, o kterém mluvime. Tato klicova slova,
kterd jsou nutnd pro porozuméni, jsou ¢etnéjsi. Zmény Cetnosti slov ve zpravach
podle jejich predméttt nam dava moznost formulovat vice rozdilnych zprav nez
pokud by se vSechna slova pouzivala rovnomérné a bezprostifedné poznavat, o
¢em se mluvi.

Ukazali jsme jednoduchou interpretaci informac¢ni entropie. Nyni zavedeme
tuto funkci jako analogii Boltzmannovy funkce entropie H,,. To je logaritmicka
mira polynomiédlniho koeficientu pro n permutace n!/Pi ng!. Existuje poly-
nomialni koeficient pro m permutace m!/Pi m;! = m!/Pi m;!™*.

Existuji tedy dva polynomidlni koeficienty, jeden pro n permutace, jiny pro
m permutace. Jaké jsou vlastnosti polynomialniho koeficientu pro n permutace?

Tento koeficient urc¢uje kolik fad lze vytvorit z m symboli na abecedé n
symbolu. Jinymi slovy, kolik mist existuje pro rozdilné zprédvy.

Koeficient

m!/ H n; = H ng!"* (19.6)
j=1

k>1

lze modifikovat podobné jako v pripadé 19.5 s pouzitim Stirling aproximace
m faktoridlu. Vysledek méa stejnou formu jako 19.5, vyjma toho, Ze px jsou
relativni ¢etnosti jednotlivych symbola.

19.5 Vzdalenosti a entropie

Odpovéd na otdzku, tolik andéli se vejde na $pici jehly, nenf tlohou matematiky,
avSak analyza prace Maxwellova démona je, ponévadz tato kreatura je jesté s
nami nejen ve fyzice ale také v teorii informace.

Démon transformoval smisenou fadu chladnych molekul ¢ a horkych molekul
h
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chchchchcehchcehchehchehehehcehehchehceheheh

do tady ve tvaru

ccccceccccecccccccccchhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

Doposud jsme povazovali obé fady za ekvivalentni, ponévadz obé fady jsou
na stejné orbité. Kdyz si je predstavime v dvourozmérném prostoru, obé fady
jsou rozligitelné. Zaplnme dlouhou fadou dva svazky knihy. Potom pozoru-
jeme obé fady jako dva odlisné stavy, jeden svazek s horkymi molekulami h ma
vyssi teplotu nez druhy s chladnymi molekulami ¢. SmiSené fady (stavy jim
odpovidajici) maji mezilehlé teploty a vyssi fyzikdln{ entropii.

Problémem je najit zpusob, jako zméfit jejich rozdil. Jedna moznost je
vyjadiit jej s pouzitim vzdéalenosti mezi symboly jednoho druhu. Pro takové
kratké rady je nutné uzaviit je smyckou, abychom zabrénili problémum kraceni
spojenymi s obéma konci.

Vzdalenosti mezi symboly ¢ jsou potom

2,2,2222222222222222272

a

1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,20.

Vzdélenosti mezi symboly h jsou zde stejné.

Rozdéleni vzdalenosti v obou pripadech je zcela rozdilné a ucinek michéni
lze métit presné jako pro puvodni fady polynomidlnimi koeficienty.

Rozdéleni vzdalenosti v binomickém rozdéleni je zndamé jako zaporné bi-
nomické rozdéleni. U vice symbolit mizeme mluvit o zdporném polynomidlnim
rozdéleni.

19.6 Logické funkce

Nage premysleni je fizeno logickymi zakony, jako jsou konjunkce, alternativa,
implikace nebo jiné logické funkce. Néktery predikdt muze byt pravdivy nebo
falesny. Spravny predikat ma hodnotu 1, falesny predikat ma hodnotu 0. Nyni
jsou znamé mnoho hodnotové logika nebo fuzzy logika, kdyz falesny predikat
muze mit jakoukoliv hodnotu mezi 1 a 0. Dva predikaty se kombinuji a vysledek
zavisi na zakoné, ktery se musi pouzit.

Logické rozhodovani p lze reprezentovat jako strom se dvéma vétvemi. Leva
znamend spravné a jeji hodnota je 1. Prava vétev znamend nulu. Na odpovidajici
vétvi je naroubovan strom pro druhy predikat q. Ke konci jeho vétvi jsou
pritazeny nové logické hodnoty podle tabulky logickych funkeci.

Konjunkce funkce se ziskd obvyklym nasobenim p x q.

Ti{ hodnotovou logiku dovolujici hodnoty 1, 0.5 a 0 1ze reprezentovat rozhodovacim
stromem s vice vétvemi, kdyz bindrni bod se umist{ po prvni hodnoté (obr.
19.3). Hodnota 0.1 znamend nulu a 2, to je 0.5, ponévadz 1 je 2. 0.0 se zaokrouhl{
k 0. Prava vétev by mohla mit hodnoty 1.1 a 1.0, avsak hodnoty vétsi nez 1
jsou useknuty.

Logické operace muzeme nahlizet jako operace symetrie, prirazujici rozdilnym
bodum logického prostoru dané hodnoty.
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Table 19.1: Logické funkce

konjunkce: pokud p q, potom (p a q)
alternativa: pokud p q, potom (p nebo q)
implikace: pokud p q, potom (p je q)

p q | konjunkce alternativa implikace

1 1 1 1 1

1 0 0 1 0

0 1 0 1 0

0 0 0 0 1

Figure 19.3: Rozhodovaci strom. Leva vétev znamend 1, prava vétev znamend
0. Koren se bere jako desetinna ¢arka

0.1 0.0
1.0
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