การแก้ปัญหากำหนดการเชิงเส้นด้วยวิธีซิมเพล็กซ์ (simplex method)


ใช้สำหรับแก้ปัญหาที่มีตัวแปรเกิน2 ตัว    เป็นวิธีการคำนวณที่มีลักษณะเป็นการคำนวณแบบย้อนซ้ำขั้นตอน คือ จะทำการคำนวณซ้ำๆ กันจนกว่าจะได้ผลเฉลยเหมาะที่สุด 

การแก้ปัญหาหาค่าสูงสุด (maximization)


ต้องจัดเงื่อนไขบังคับให้อยู่ในรูปสมการเพื่อช่วยให้การคำนวณทำได้ง่ายขึ้น  หรือจัดให้อยู่ในรูปแบบที่เรียกว่า standard form  ซึ่งมีลักษณะดังนี้

· ฟังก์ชั่นวัตถุประสงค์ เป็นการหาค่าสูงสุดหรือ ต่ำสุดอย่างใดอย่างหนึ่ง

· เงื่อนไขบังคับทุกข้อมีเครื่องหมายเท่ากับ (()

· ค่าทางขวามือของเงื่อนไขบังคับทุกข้อไม่ติดลบ

· ตัวแปรทุกตัวไม่ติดลบ

· ใช้ตัวแปรเพิ่ม  (+) slack variable หรือตัวแปรส่วนขาด   กรณีที่เงื่อนไขบังคับเดิมมีเครื่องหมาย    ( 

หรือ  (-) surplus variable หรือตัวแปรส่วนเกิน กรณีที่เงื่อนไขบังคับเดิม มีเครื่องหมาย    (
ตัวอย่าง   จากกำหนดการเชิงเส้น          maxZ = 250X1 + 290X2                          หน่วยเป็นจำนวนสินค้า(ชิ้น)
                         ข้อจำกัด                                  20X1 + 30X2  (    3300                        หน่วยเป็นชั่วโมงแรงงาน





   10X1 + 6X2   (   1080 

หน่วยเป็นชั่วโมงแรงงาน





    3X1 + 3X2   (    360

หน่วยเป็นชั่วโมงแรงงาน

วิธีทำ   

ขั้นที่ 1       จัดรูปแบบกำหนดการเชิงเส้นให้เป็น  standard form ได้ดังนี้ 





maxZ = 250X1 + 290X2  + 0S1  + 0S2 + 0S3 

                         ข้อจำกัด                                  20X1 + 30X2 + S1 =   3300                            ------------------------------------(          





   10X1 + 6X2 + S2  =   1080                         --------------------------------------(




    3X1 + 3X2 + S3  =    360                          ---------------------------------------(
ขั้นที่  2   การแก้ปัญหาด้วยวิธี simplex   โดยสร้างตารางผลลัพธ์   เริ่มพิจารณาจาก  จุดที่   X1 = 0  และ X2 = 0 ก่อน      
แล้วแทนค่าในสมการ (  (  (จะพบว่า  S1 =   3300 , S2  =   1080, S3  =    360

นำตัวเลขสัมประสิทธิ์หน้าตัวแปรในแต่ละสมการ  ไปแสดงค่าในตารางคำนวณได้ดังนี้

ตารางที่1
Cj
250
290
0
0
0


Cb

X1
X2
S1
S2
S3
ผลลัพธ์

0
S1
20
30
1
0
0
3300

0
S2
10
6
0
1
0
1080

0
S3
3
3
0
0
1
360


Zj
0
0
0
0
0
0


Cj - Zj
250
290
0
0
0


Cb  ในแนวตั้ง   คือกำไรที่ทำให้บริษัทได้  ถ้า X1 = 0 และ   X2 = 0
Zj   ในแนวนอน คือกำไรที่ลดลงถ้ามีการเพิ่มค่าตัวแปรแต่ละตัวขึ้น 1หน่วย      เช่น Zj of  X1  = 0(20) + 0(10) + 0(3) = 0

Cj -Zj  หมายถึงกำไรที่จะได้รับจากการเพิ่มค่าตัวแปรขึ้น 1หน่วย เช่น Cj - Zj of  X1  = 250  
    หมายความว่าถ้าเพิ่มค่าตัวแปร X1 ขึ้น 1หน่วย  จะทำให้กำไรรวมเพิ่มขึ้น 250 บาท   
ขั้นที่ 3    ตรวจสอบผลลัพธ์ โดยพิจารณาค่า Cj -Zj  ถ้าเป็นลบ หรือ ศูนย์หมดทุกค่า แสดงว่าผลลัพธ์ที่มีอยู่นั้นเป็นค่าที่ดีที่สุด และเหมาะสมที่สุดแล้ว   ซึ่งจากตารางแรก    ค่า Cj -Zj  ยังมีค่าเป็นบวกอยู่ 250 และ 290 ตามลำดับ    แปลว่าถ้าผลิต X1 เพิ่มขึ้น 1หน่วย  จะทำให้ได้กำไรรวมเพิ่มขึ้น 250บาท  และ  ถ้าผลิต X2 เพิ่มขึ้น 1หน่วย  จะทำให้ได้กำไรรวมเพิ่มขึ้น 290บาท   
นั่นก็คือ    จุดที่   X1 = 0  และ X2 = 0   ยังไม่ใช่จุดที่ดีที่สุด

ขั้นที่ 4   พัฒนาผลลัพธ์ใหม่ ว่าค่าใดจะทำให้ค่าในฟังก์ชั่นวัตถุประสงค์สูงขึ้นมากที่สุด   ซึ่งมีวิธีการดังนี้

- การเลือกตัวแปรเข้า    ให้เลือกตัวแปรที่มีค่า Cj -Zj เป็นบวกมากที่สุด    ซึ่งตามตัวอย่างเลือก X2  เข้ามาแทนใน Cj แถวตั้ง

- เลือกตัวแปรเดิมใน Cj แถวตั้งออกไป    โดยวิธี minimum ratio  คือคำนวณอัตราส่วนระหว่างค่า ผลลัพธ์ กับสัมประสิทธิ์ของตัวแปรเข้า X2 แล้วเลือกตัวที่ให้อัตราส่วนต่ำสุดเป็นตัวแปรออก   ซึ่งในกรณีนี้คือ S1   

X1
X2
ผลลัพธ์
Ratio

S1
20
30
3300
                      3300/30 = 110 **ต่ำสุด

S2
10
6
1080
1080/6 = 180

S3
3
3
360
360/3 =120

- ตัวเลขที่อยู่ในแถว ตรงกับ S1  และ X2     เรียกว่าเป็น pivot number*** ซึ่งในการสร้างตารางต่อไปต้องทำให้ตัวเลขในตำแหน่งนี้เป็น 1 และตัวเลขอื่นๆในคอลัมน์เดียวกันเป็น 0  

โดยนำ 30 ไปหารสัมประสิทธิ์ทุกตัวในแถว X2 

ส่วนแถว S2   ทำให้เป็น 0 ได้โดย  นำ   (ตัวเลขแถว 2) - 6(ตัวเลขแถว1)   
ส่วนแถว S3  ทำให้เป็น 0 ได้โดย  นำ   (ตัวเลขแถว 3) - 3(ตัวเลขแถว1)
คำนวณ ค่า Zj  ของตัวแปรทุกตัว เช่น Zj of  X1 =  2/3(290) + 6(0) + 1(0) = 580/3

คำนวณค่า  Cj-Zj  ของตัวแปรทุกตัว

ทำให้ได้ค่าในตารางคำนวณใหม่ดังนี้   
ตารางที่2
Cj
250
290
0
0
0


Cb

X1
X2
S1
S2
S3
ผลลัพธ์

290
X2
20/30
1***
1/30
0
0
110

0
S2
6
0
-1/5
1
0
420

0
S3
1
0
-1/10
0
1
30


Zj
580/3
290
29/3
0
0
31900


Cj - Zj
170/3
0
-29/3
0
0


ซึ่งพบว่าค่า Cj-Zj ยังเป็นบวกอยู่ในคอลัมน์ X1   แปลว่าผลลัพธ์ที่ได้ยังไม่ใช่ค่าที่ดีที่สุด  จึงต้องทำซ้ำขั้นที่ 4 ต่อไปอีกครั้ง    

ทำให้ได้ค่าในตารางชุดที่ 3 ดังนี้

ตารางที่3
Cj
250
290
0
0
0


Cb

X1
X2
S1
S2
S3
ผลลัพธ์

290
X2
0
1
1/10
0
-2/3
90

0
S2
0
0
2/5
1
-6
240

250
X1
1
0
-1/10
0
1
30


Zj
250
290
4
0
170/3
33600


Cj - Zj
0
0
-4
0
-170/3


ซึ่งจากตารางที่3 ได้ค่า Cj - Zj  เป็นลบ และศูนย์หมดทุกค่า   ดังนั้นผลลัพธ์ชุดนี้จึงเป็นผลเฉลยที่เหมาะที่สุด     โดยสามารถอ่านผลลัพธ์จากตารางคำนวณได้ดังนี้ คือ

ค่าที่ทำให้ได้ผลเฉลยที่ดีที่สุด คือ   X1 = 30         X2 = 90           S1 = 0        S2 = 240             S3 = 0
หมายความว่า จุดผลิตที่ดีที่สุดคือ ผลิต X1 30 ชิ้น      X2 90 ชิ้น   โดยจะมีแรงงานแผนก S2 เหลือ 240ชั่วโมง

และกำไรสูงสุดที่ทำได้คือ  33600 บาท

การแก้ปัญหาหาค่าต่ำสุด (minimization)

มีขั้นตอนเหมือนการหาค่าสูงสุด   ยกเว้นขั้นตอนที่ 3 ดังนี้คือ

ขั้นที่ 1    จัดรูปแบบสมการเชิงเส้นให้อยู่ในรูปมาตรฐาน  standard form 
ขั้นที่  2   การแก้ปัญหาด้วยวิธี simplex   โดยสร้างตารางผลลัพธ์   เริ่มพิจารณาจาก  จุดที่   X1 = 0  และ X2 = 0 ก่อน      
ขั้นที่ 3    ตรวจสอบผลลัพธ์  โดยพิจารณาค่า Cj -Zj  ถ้าเป็นบวก หรือ ศูนย์หมดทุกค่า แสดงว่าผลลัพธ์ที่มีอยู่นั้นเป็นค่าที่ดีที่สุด 
ขั้นที่ 4   ถ้ายังไม่ได้ค่าที่ดีที่สุด  ก็ต้องสร้างตารางพัฒนาผลลัพธ์ใหม่ ว่าค่าใดจะทำให้ค่าในฟังก์ชั่นวัตถุประสงค์ต่ำลงมากที่สุด  

- การเลือกตัวแปร ตัวใหม่เข้ามาแทนใน Cj แถวตั้ง    โดยให้เลือกตัวแปรที่มีค่า Cj -Zj เป็นบวกมากที่สุดจากตารางเดิม    

- เลือกตัวแปรเดิมใน Cj แถวตั้งออกไป    โดยวิธี minimum ratio  คือคำนวณอัตราส่วนระหว่างค่า ผลลัพธ์ กับสัมประสิทธิ์ของตัวแปรเข้าใหม่    แล้วเลือกตัวที่ให้อัตราส่วนต่ำสุดเป็นตัวแปรออก     
- ตัวเลขที่อยู่ในแถว ตรงกับตัวแปรเข้าใหม่ และตัวแปรออก  เรียกว่าเป็น pivot number   ซึ่งในการสร้างตารางต่อไปต้องทำให้ตัวเลขในตำแหน่งนี้เป็น 1 และตัวเลขอื่นๆในคอลัมน์เดียวกันเป็น 0  

การแก้ปัญหากำหนดการเชิงเส้นด้วยคอมพิวเตอร์


จากการแก้ปัญหาในสองวิธีแรกมีข้อจำกัด คือวิธีกราฟจะใช้แก้ปัญหาได้เฉพาะฟังก์ชั่นที่มีตัวแปรเพียง 2 ตัว   ส่วนวิธีการคำนวณแบบ simplex   ก็เป็นการคำนวณด้วยมือ  ซึ่งยุ่งยากและใช้เวลาในการคำนวณค่อนข้างมาก          จึงมีการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร์ขึ้นมาเพื่อช่วยให้คำนวณได้สะดวกและรวดเร็วขึ้น  โดยใช้หลักเกณฑ์การคำนวณด้วยวิธี simplex ทั้งสิ้น

ซึ่งผลลัพธ์ที่ได้จากโปรแกรมคอมพิวเตอร์  จะให้ค่าตัวแปรต่างๆ ออกมาเป็นตัวเลข   รวมทั้งบอกค่าสูงสุด หรือต่ำสุดของฟังก์ชั่นวัตถุประสงค์ด้วย    (เหมือนที่ได้จากวิธี simplex)

นอกจากนี้ การใช้คอมพิวเตอร์ช่วยคำนวณ  ยังสามารถบอกค่า shadow price หรือ dual price ซึ่งจะแสดงให้เห็นว่าถ้าต้องการเพิ่มทรัพยากรในเงื่อนไขบังคับต่างๆ  จะทำให้ฟังก์ชั่นวัตถุประสงค์บังคับเปลี่ยนแปลงไปเท่าไร   เช่น S1 = 0     shadow price of S1 = 4    หมายความว่า ณ จุดผลิตที่ดีที่สุด แรงงานในแผนก S1 หมดพอดี  หากต้องการเพิ่มแรงงานในแผนก S1 อีก 1หน่วย จะทำให้กำไรรวมของบริษัทเพิ่มขึ้น 4บาท

และยังสามารถวิเคราะห์ความไวต่อการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธ์ (sensitivity analysis)  โดยให้ช่วงสูงสุดและต่ำสุดของค่าสัมประสิทธ์ในฟังก์ชั่นวัตถุประสงค์  ถ้ามีการเปลี่ยนแปลงค่าสัมประสิทธิ์ดังกล่าว     ซึ่งอยู่ในช่วงที่จะไม่ทำให้ผลลัพธ์ หรือจำนวนผลิตที่ดีที่สุดที่คำนวณไว้เปลี่ยนแปลง   (เปลี่ยนเฉพาะกำไรต่อหน่วย และกำไรรวม)

NOTE : แนวข้อสอบ

· ทดสอบความเข้าใจในฟังก์ชั่นวัตถุประสงค์   ข้อจำกัด  และ ความหมายของ slack and surplus variable  จากสมการที่ให้มา

· อ่านผล หรือแปลความหมายจากตารางที่ให้มาได้  ว่าตารางนี้ให้คำตอบที่ดีที่สุดแล้วหรือยัง     ถ้ายังต้องนำตัวแปรตัว

ไหนมาพัฒนาต่อ

       -     อ่านผล หรือแปลความหมายข้อมูลที่ได้มาจากการคำนวณโดยคอมพิวเตอร์ได้
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